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Platz leserlich mit Druckbuchstaben zu versehen und zu unterschreiben.

Bitte nicht in roter oder griiner Farbe bzw. nicht mit Bleistift schreiben.

Der Studentenausweis und ein amtlicher Lichtbildausweis sind bereit zu halten.

Die reine Bearbeitungszeit betrigt 120 Minuten.

Es sind insgesamt 40 Punkte zu erreichen, zum Bestehen sind 17 Punkte notig.
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Vorname: Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 1 (8 Punkte)

Verwende den Algorithmus von Carrillo und Lipman zur Berechnung eines Sequenzen-
Alignments zwischen zwei Sequenzen s = TAGA und t = C'AA. Hierzu sind fiir das
Distanzmaf die Gap-Kosten von 3 und Mismatch-Kosten von 2 zu verwenden. Die globale
obere Schranke fiir die Distanz von s und ¢ ist mit 6 vorgegeben.

Hinweis: In der Vorlesung wurde dies fiir 3 oder mehr Sequenzen besprochen, natiirlich
funktioniert das Verfahren auch mit nur 2 Sequenzen.

Gib die kombinierte Prefix-/Suffix-Matrix P + S und dessen Herleitung an und markiere
alle Zellen, die in den Heap aufgenommen wurden. Gib dabei ebenfalls die Berechnung
der verwendeten obere Schranke im Relevanz-Test fiir das Sequenzpaar (s,t) an.

Losungsskizze (nicht ausreichend fiir die volle Punktzahl)

P C A A S C A A P+S C A A

0 3 6 9 5 6 9 12 5 9 15 21
T T T

3 2 5 8 4 3 6 9 7 5 11 17
A A A

6 5 2 5 5 2 3 6 11 7 5 11
G G G

9 8 5 4 6 3 0 3 15 11 5 7
A A A

1211 8 5 9 6 3 0 21 17 11 5

Die in den Heap aufgenommen Elemente sind rot bzw. kursiv dargestellt.
Die im Relevanz-Test verwendete obere Schranke fiir s und ¢ lautet:

Cor=C— > d(siys;))=C—0=6-0=6.
(1.4 £ ()



Vorname: Name:

Matrikelnummer:

Aufgabe 2 (8 Punkte) d | s s; 83 sS4 S5 g
s1| 0 1 3 2 2 3

Berechne fiir den rechts ange- S5 2 92 3 3

gebenen Baum und der zuge- s3 0 3 3 3

horigen Distanzmatrix ein op- 54 0 1 1

timales geliftetes phylogeneti- 25 0 (2)
6

sches mehrfaches Sequenzen-

Alignment gemé&fl der dynami- S1 82

schen Programmierung. Hierzu miissen nur die gelifteten Sequenzen fiir jeden inneren
Knoten angegeben werden (nicht das mehrfache Sequenzen-Alignment selbst). Es miissen

nur legale Paare beriicksichtigt werden.

Losungsskizze (nicht ausreichend fiir die volle Punktzahl)

Dlu,s1] = (d(s1,51)+0)+(d(s1,82)+0) =0+1 =1
Dlu,s2] = (d(s2,s1)+0)+(d(s2,52)+0) =1+0=1
Dit,s4] = (d(s4,84)+0)+(d(s4,55)+0)+(d(s4,86)+0) = 0+1+1 =2
Dit,s5] = (d(s5,84)+0)+(d(s5,s5)+0)+(d(s5,56)+0) = 140+2 =3
Dlt,ss] = (d(s6,54)+0)+(d(s6, $5)+0)+(d(s6,56)+0) = 142+0 = 3
Dis,s1] = (d(s1,s1)+D[u,s1])+(d(s1,s3)+0) =143 =4
Dis,s2] = (d(s2,s2)+D[u,ss])+(d(s2,s3)+0) =142 =3
Dls,s3] = min{d(ss,s1)+Dlu,s1],d(ss,s2)+Du, o] }+(d(ss3,s3)+0) =34+0=3
Di[r,s1] = (d(s1,51)+DJs,s1])
+min{d(sy,s4)+D[t, s4],d(s1,85)+DIt, s5],d(s1, s6)+D|t, s¢]} =4+4 =8
Dir,ss] = (d(s2,s2)+Dls, s2])
+ min{d(so, s4)+DI(t, s4],d(s2, s5)+D][t, s5],d(s2, s6)+Dlt,s¢]} =3+4 =7
Dir,ss] = (d(s3,s3)+D]s,ss])
+ min{d(ss3, s4)+DIt, s4],d(ss, s5)+D][t, s5], d(ss3, s¢)+Dl[t, s¢]} = 3+5 =8
Dir,sq] = min{d(s4,s1)+Dls,s1],d(s4,52)+Dls,s2],d(s4,s3)+D[s, s3]}
+(d(s4,84)+D[t,s4]) =54+2=7
Dir,ss] = min{d(ss,s1)+D[s,s1],d(ss5,s2)+Dls, s2],d(s5,53)+Dls, 5))}
+(d(s5, 55)+Dlt, s5]) =6+3 =9
Dir,s¢] = min{d(ss,s1)+D[s,s1],d(se, s2)+D]s, s2],d(ss, s3)+Dls, s3]}

+(d(s6, s6)+Dlt,s¢)) =6+3 =9

Damit sind die Losungen:

(r,s,t,u) € {(s2, S2, S4, S2), (S4, S2, S4, S2) }.



Vorname: Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei X die Zufallsvariable, die zéhlt, wie oft man eine Miinze werfen muss, bis zum ersten
Mal Kopf erscheint. Fiir & € N gilt Ws[X = k] = (1 — p)*~!p, wenn p die Wahrscheinlich-
keit ist, dass bei einem Wurf Kopf erscheint.

Angenommen, bei einem Versuch wird 6-mal geworfen bis zum ersten Mal Kopf erscheint.
Uberpriife mit Hilfe des Likelihood-Ratio-Tests die Null-Hypothese (p = %) gegen die
Alternativ-Hypothese (p = 1) fiir das Signifikanz-Niveau a = 0.02.

[e.e]

Hilfe: Fir F(r,p) = 2(1 —p)ilp=(1—-p) ! gilt:
| r Q1 ]2[3]4a]5[6]7][8] 09 10]11[12]13]14]15]16|

F(r,1/4)[[1.00]0.75[0.56]0.42] 0.32 [0.24]0.18[0.13] 0.10 [0.08[0.06]0.04[0.03]0.02[0.02]0.01
F(r,1/2)][1.00[0.50[0.25[0.12[ 0.06 [0.03]0.02[0.01[0.004
F(r,3/4)[/1.00]0.25[0.06]0.02[0.004

Losungsskizze (nicht ausreichend fiir die volle Punktzahl)
Fiir die Likelihood-Ratio gilt:

oy @ oy
( >_ (§)k71i o 3]671 - g '
Fiir das Signifikanz-Niveau o miissen wir jetzt A so wéhlen, dass
Ws[A(X) < A =a=0.02.

Es gilt genau dann A(k) < A\, wenn (beachte hierbei, dass log(2/3) < 0)

oo o8OV
log(2/3)
Wir miissen also A (bzw. x) so bestimmen, dass Ws [k > z] = a = 0.02 mit = igig;g;

Dies gilt nach der Tabelle fiir # ~ 7 (fur die Wahrscheinlichkeit wird die Verteilung der
Nullhypothese zugrunde gelegt, also F'(r,1/2)). Damit gilt A ~ 3 - (%)7

Nun berechnen wir A(6):
2\° 2\’
A6)=3-| = 3-1=] =\

Also konnen wir die Nullhypothese nicht verwerfen.



Vorname: Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 4 (8 Punkte)

Sei Z, € [0 : 1] fiir n € Ny eine Zufallsvariable, die den Ausgang des n-ten Wurfs einer
Miinze beschreibt (wobei beide Ausgénge gleichwahrscheinlich sind).

Betrachte die Markov-Kette X, := Zy und fiir n > 0

Xn =2y +2 - Z1.

a) Bestimme das zu (X,,),en gehorige Markov-Modell (Q, P, ).
b) Zeige, dass das Markov-Modell aus a) ergodisch ist.

c) Gib die stationdre Verteilung des Markov-Modells aus a) an.

Losungsskizze (nicht ausreichend fiir die volle Punktzahl)

a) Esgilt Z,, 1 =(Z,_1+ 2 Z,_3) mod 2. Somit folgt

X, = Zy+2-Z,
= Zn +2- ((Zn—l +2- Zn_g) mod 2)
= Z,+2-(X,_1 mod 2)

und (X,,)nen ist eine Markov-Kette.

Wir wéhlen @ = {qo,¢1, 2,93}, wobei i in ¢; den Wertebereich {0, 1,2,3} von X,
durchlduft. Dann ist 7 = (0.5,0.5,0.0,0.0) und

0.5 0.5 0.0 0.0
0.0 0.0 0.5 0.5
0.5 0.5 0.0 0.0
0.0 0.0 0.5 0.5

pP—

b) Eine durch ein Markov-Modell induzierte Markov-Kette ist ergodisch, wenn sie irredu-
zibel und aperiodisch ist

Der Graph der Ubergangswahrscheinlichkeiten P ist stark zusammenhéngend, was man
an der folgenden Abbilding leicht sieht. Also kann jeder Zustand von jedem anderen
Zustand mit positiver Wahrscheinlichkeit in endlich vielen Schritten erreicht werden,

somit ist die Markov-Kette irreduzibel.
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Vorname: Name: Matrikelnummer:

Die Periode d, eines Zustands ¢ € () ist definiert als

_ C g, @) €QMTT AN w=ar=1¢
dq'_ggT{kEN' A Vi€ k—1pgg., >0 '

Offensichtlich ist dy = d3 = 1, da 1 in die ggT-Berechnung einflieit. Fiir d; gehen die
Pfade (q1,q2,q1) und (q1, 43, g2, q1) ein. Da ggT(2,3) = 1 ist d; = 1. Fiir dy gehen die
Pfade (g2, q1,2) und (g2, qo, ¢1,g2) ein. Da ggT(2,3) = 1 ist d; = 1. Somit sind alle
Zustande aperiodisch und damit auch die Markov-Kette.

c) Die stationére Verteilung ist (wie man leicht nachrechnet) (1, 1,1, 1):

200
1111 0031 /1111
4444 200 | \4444)
00 3 3



Vorname: Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 5 (8 Punkte)

Betrachte das unten angegebene MAX2SAT-Problem.

a)
b)

Zeige, dass MAX2SAT € N'PO.

Konstruiere eine polynomielle 2-Approximation fiir MAX2SAT.

Beachte: Das zu MAX2SAT gehorige Entscheidungsproblem ist A/P-hart.

Hinweise: Versuche einen Greedy-Algorithmus iiber die Variablen, die in F' vorkommen,
zu entwerfen. Korrektheitsbeweise und Laufzeitanalyse nicht vergessen.

MAxX2SAT

Eingabe: Ein Boolesche Formel F' = /\f:1 C; in konjunktiver Normalform, wobei jede

Klausel aus genau 2 verschiedenen Literalen besteht.

Losung:  Ein Belegung B : V(F) — B
Optimum: Maximiere | {i € [1: k] : B(C;) = 1}.

Losungsskizze (nicht ausreichend fiir die volle Punktzahl)

a)

Zuerst muss in polynomieller Zeit entscheidbar sein, ob die Eingabe eine Boolesche For-
mel in 2-konjunktiver Normalform beschreibt. Fiir die Reprasentation von Booleschen
Formeln wéhlen wir eine Zeichenreihe mit geeigneten Trennzeichen, z.B. (,), A, V, -,
die Variablen werden dabei als Zeichenreihe aus {0, 1}* dargestellt (binédre Kodierung
des Index von z;). Dann kann leicht iiberpriift werde, ob die Eingabe eine Boolesche
Formel in 2-konjunktiver Normalform ist. Neben der Syntax muss nur noch gepriift
werden, dass genau zwei verschiedene Literale pro Klausel vorkommen. Eine Boolesche
Formel mit k£ Klauseln mit je zwei Literalen besitzt dann offensichtlich eine Eingabegro-
Be von s(k,n) = Q(klog(n)) (wobei n der maximale Index einer Booleschen Variable
in der Eingabe ist). Mit dieser Realisierungen von Booleschen Formeln ist das in Zeit

O(klog(n)) = O(s(k,n)) moglich.

Weiter muss gezeigt werden, dass eine Losung polynomiell in der Eingabegrofie be-
schrankt ist. Fiir jede Losung B geniigt eine Angabe der Belegung der maximal 2k
vorkommenden Variablen, somit ist |B| = O(klog(n)) = O(s(k,n)).

Weiterhin muss das Maf einer Losung in polynomieller Zeit berechenbar sein. Hier ist
das Maf} einer Losung B : V(F) — B die Anzahl erfiillter Klauseln, Dies ist durch
Einsetzen in Zeit O(log(n)) pro Klausel moglich. Insgesamt ist der Zeitbedarf also
O(klog(n)) = O(s(k,n), das MaB also in polynomieller Zeit berechenbar.

0O.B.d.A. nehmen wir an, dass Klauseln der Art (V) fiir eine Variable x € V(F') nicht
vorkommen. Diese sind ja unabhéngig von der Belegung immer erfiillt und verbessern
nur die Approximationsgiite.

Sei © € V(F) eine beliebige Variable und komme diese in genau k' Klauseln vor.
Wir belegen nun x so, dass mindestens die Hélfte dieser k' Klauseln erfiillt sind. Nach
unserer Annahme gilt fiir jede solcher Klausel C, dass entweder C/|,—q oder C|,—; erfiillt
ist (da z in C' vorkommt). Wir eliminieren jetzt alle diese &’ Klauseln und bekommen
so eine Boolesche Formel F’, mit der wir dann genauso verfahren.



Vorname: Name: Matrikelnummer:

Offensichtlich wird eine Belegung konstruiert, so dass mindestens die Hélfte der Klau-
seln erfiillt wird. Da es im besten Falle eine Belegung gibt, die alle Klauseln erfiillt,
haben wir mindestens eine 2-Approximation.

Die Laufzeit ist sicherlich fiir jede Variable in Zeit O(s(k,n)) moglich, also insgesamt
in Zeit O(k - s(k,n) = O((s(k,n)?)



