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Vorwort

Dieses Skript entstand parallel zur Vorlesung Algorithmen auf Sequenzen im Winter-
semester 18/19 und baut auf dem vorherigen Skripten der Vorlesungen des Winter-
semesters 03/04, des Wintersemesters 04/05, des Wintersemesters 06/07, des Win-
tersemesters 07/08, des Wintersemesters 09/10, des Sommersemesters 13, des Win-
tersemesters 15/16 und des Wintersemesters 17/18 auf. Diese Vorlesung wurde an
der Ludwig-Maximilians-Universitit speziell fiir Studenten der Bioinformatik, aber
auch fiir Studenten der Informatik, im Rahmen des gemeinsam von der Ludwig-
Maximilians-Universitdt Miinchen und der Technischen Universitdt Miinchen ver-
anstalteten Studiengangs Bioinformatik gehalten.

Das vorliegende Skript gibt den Inhalt aller Vorlesungen wieder, die sich jedoch
inhaltlich ein wenig unterscheiden. Die Teile die im Wintersemester 2018/19 nicht
Teil der Vorlesung waren sind mit einem * markiert.

Diese Fassung ist weitestgehend iiberarbeitet worden, allerdings kann das Skript
immer noch einige (Tipp)Fehler enthalten. Daher bin ich fiir jeden Hinweis darauf
(an Volker.Heun@bio.ifi.Imu.de) dankbar.

An dieser Stelle mochte ich Sabine Spreer, die an der Erstellung des ersten Kapitels
in BTEX 2¢ mafgeblich beteiligt war, sowie Alois Huber und Hermann Klann, die
an der Erstellung des zweiten mit sechsten Kapitels in K'TEX 22 mafigeblich beteiligt
waren, danken. Auflerdem bin ich folgenden Personen fiir Hinweise auf Tippfehler
und Verbesserungsmoglichkeiten dankbar: Herrn Martin Bickeboller, Herrn Samuel
Klein, Herrn Nick Lehner, Herrn Sebastian Strempel, Herrn Vladimir Viro, Herrn
Stefan Weber und Herrn Jeremias Weihmann.

Weiterhin mochte ich insbesondere meinen Mitarbeitern Johannes Fischer, Simon
W. Ginzinger, Benjamin Albrecht sowie Caroline Friedel und Marie-Sophie Friedl
fiir Thre Unterstiitzung bei den Veranstaltungen danken, die somit das vorliegende
Skript erst moglich gemacht haben.

Miinchen, im Wintersemester 2018/19 Volker Heun
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Optimal Scoring Subsequences ].

1.1 Maximal Scoring Subsequence

Ziel dieses Abschnittes ist es, (moglichst effiziente) Algorithmen fiir das Maximal
Scoring Subsequence Problem vorzustellen. Dabei werden wir zunéchst noch einmal
kurz die wichtigsten Paradigmen zum Entwurf von Algorithmen wiederholen.

1.1.1 Problemstellung

MAXIMAL SCORING SUBSEQUENCE (MSS)

Eingabe: Eine Folge (a4,...,a,) € R™
Gesucht: Eine (zusammenhéngende) Teilfolge (a,...,a;), die o(4,j) maximiert,

wobel 0 (4,7) = )_; .

Bemerkung: Mit Teilfolgen sind in diesem Kapitel immer (sofern nicht anders
erwihnt) zusammenhéingende (d.h. konsekutive) Teilfolgen einer Folge gemeint (also
anders als beispielsweise in der Analysis).

7 7

- -
+5—2+5/—2+1—9+5 —2+4 —5+1—2+3 —1 +5[-3+2—1 42
[T] E 3 ]

L 8 4

Abbildung 1.1: Beispiel: Maximal Scoring Subsequences

In Abbildung 1.1 ist ein Beispiel angegeben. Wie man dort sieht, kann es mehrere
(und auch nicht-disjunkte) Losungen geben.

Bemerkungen:

e Es sind mehrere Losungen moglich.

e Die leere Folge mit Score 0 interpretieren wir auch als eine Losung.
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2 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

e [st eine Losung in der anderen enthalten, so wahlen wir als Losung immer
eine kiirzester Lange. Die anderen ergeben sich aus Anhdngen von Teilfolgen
mit dem Score Null. Dariiber hinaus haben solche Losungen noch eine schone
Eigenschaft, wie wir gleich sehen werden.

e Es gibt keine echt iiberlappenden Losungen. Angenommen, es gébe echt {iber-
lappende Losungen a’ und a” einer gegebenen Folge a (siehe dazu auch Abbil-
dung 1.2). Die Sequenz gebildet aus der Vereinigung beider Sequenzen (respek-
tive ihrer Indices) miisste dann einen hoheren Score haben, da der Score der
Endstiicke > 0 ist (sonst wiirde er in den betrachteten Teilfolgen nicht beriick-
sichtigt werden).

Abbildung 1.2: Skizze: Uberlappende optimale Teilfolgen

1.1.2 Biologische Anwendungen

In diesem Abschnitt wollen wir kurz einige biologische Probleme vorstellen, die sich
als Maximal Scoring Subsequence formulieren lassen.

Transmembranproteine: Bestimmung der transmembranen Regionen eines Pro-
teins. Eingelagerte Proteine in der Membran sollten einen dhnlichen Aufbau
wie die Membran selbst haben, da die Gesamtstruktur stabiler ist. Somit soll-
ten transmembrane Regionen hydrophob sein.

TTTT 7

hydrophob

b & bb ol

polar

eingelagertes Protein

Abbildung 1.3: Beispiel: transmembrane Proteine
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1.1. Maximal Scoring Subsequence 3

Mit einer geeigneten Gewichtung der Aminoséuren, kénnen solche hydropho-
ben Regionen mit Hilfe der Losung eines Maximal Scoring Subsequence Pro-
blems gefunden werden.

Fiir die einzelnen Aminoséuren werden die folgende Werte geméafl der Hydro-
phobizitdt der entsprechenden Aminoséure gewéhlt:

e hydrophobe Aminosduren: ein Wert aus € [0 : 3];
e hydrophile Aminosiduren: ein Wert aus € [—5 : 0].

Lokalisierung GC-reicher DINS-Abschnitte: In GC-reichen Regionen der DNS
finden sich haufig Gene. Das Auffinden solcher GC-reicher Regionen lésst sich
als Maximal Scoring Subsequence Problem beschreiben:

e C,G—1—pfirenpel0:1];
e AT — —p.

Zusétzlich kénnen Langenbeschrankungen sinnvoll sein; obere, untere Schranke
der Lénge fiir z.B. Proteine, die man sucht.

Vergleichende Analyse von Genomen: Im Vergleich des Mensch- und Maus-
Genoms liegen Sequenz-Ahnlichkeiten fiir Exons bei 85% und fiir Introns bei
35%. Mit Hilfe eines lokalen Sequenz-Alignments (Smith-Waterman) lassen
sich solche Ubereinstimmungen gut auffinden. Jedoch kann es bei den gefun-
denen Losungen den so genannten Mosaik-Effekt geben, d.h. sehr &hnliche
Sequenzen sind immer wieder von sehr unéhnlichen, jedoch relativ kurzen
Stiicken unterbrochen.

Mit Hilfe eines geeigneten Maximal Scoring Subsequences Problems kénnen
solche Mosaik-Effekte aufgedeckt werden. Hierzu wird eine Variante des Maxi-
mal Scoring Subsequence Problems verwendet. Man normiert die erzielten Sco-
res mit der Lénge der zugehorigen Teilfolge. Somit lassen sich so genannte poor
regions (stark positive Teile, die mit kurzen stark negativen Fragmenten unter-
brochen sind) ausschliefen.

Konservierte Regionen: Gut konservierte Regionen eines mehrfachen Sequen-
zenalignments lassen sich durch Gewichtung der Spalten geméB ihrer Ahnlich-
keiten (beispielsweise SP-Maf einer Spalte) und einem anschliefenden Auffin-
den von Maximal Scoring Subsequences bestimmen.

"Ungapped’ local alignment: Auch lokales Alignment ohne Liicken (gaps) kon-
nen aus der Dot-Matrix durch Anwenden von Algorithmen fiir das Maxi-
mal Scoring Subsequence Problem auf die Diagonalen effizient finden. Dieses
Verfahren ist insbesondere dann effizient, wenn man mit Léngenrestriktionen
arbeiten will, oder den Score ebenfalls wieder mit der zugehorigen Lénge der
Folge normalisieren will.
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4 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

1.1.3 Naive Losung

Im Folgenden wollen wir eine Reihe von Algorithmen zur Losung des Maximal
Scoring Subsequence Problems vorstellen, die jeweils effizienter als die vorher vorge-
stellte Variante ist.

Die naive Methode bestimmt zuerst alle Werte o(i,j) fir alle i < j € [1 : n].
AnschlieBend wird aus den Werten ein Maximum ermittelt, ggf. eines dessen zuge-
horige Sequenz die kiirzeste Lénge aufweist.

Fiir die Laufzeit (Anzahl Additionen, die proportional zur Laufzeit ist) ergibt sich
dann pro Tabelleneintrag ©(j — i), also insgesamt:

ii@(y‘—i) =06 (ii}) =06 (i(n—zf) =06 (if) — o(n?).

=1 j=1 i=1 j=0 i=1 i=1

Ein alternative Begriindung ist die folgende: In der Tabelle mit n? Eintrigen benétigt
jeder Eintrag maximal n Operationen. Hierbei erhalten wir jedoch nur eine obere
Schranke und nicht die korrespondierende untere Schranke fiir die Laufzeit.

1.1.4 Losen durch dynamische Programmierung

Ein anderer Ansatz ergibt sich aus einer trivialen Rekursionsgleichung fiir o (i, 7).
Es gilt folgende Rekursionsgleichung:

o(i, j) = a; firi=j
3] = o(i,k)+o(k+1,j) fiir ein k € [i : j — 1] sofern i < j

In der Regel ist eine direkte Implementierung dieser Rekursionsgleichung zu aufwen-
dig, da meist exponentiell viele Aufrufe erfolgen (siehe zum Beispiel rekursive Berech-
nung einer Fibonacci-Zahl)! In diesem Fall wéiren es sogar nur n® rekursive Aufraufe,
was aber nicht besser als der naive Ansatz ist. Mit Hilfe der dynamische Program-
mierung konnen wir jedoch effizienter werden, da hier Werte mehrfach berechnet
werden.

Die TabellengroBe ist O(n?). Jeder Eintrag kann mit der Rekursionsgleichung in Zeit
O(1) berechnet werden. Dabei wird die Tabelle beginnend von der Mitteldiagonalen
aus iiber alle Nebendiagonalen zur rechten oberen Ecke hin aufgefiillt (siehe auch

Abbildung 1.4).
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.&n

Abbildung 1.4: Skizze: Auffiillen der dynamischen Programmierungstabelle
1.1.5 Divide-and-Conquer-Ansatz

Eine andere Losungsmoglichkeit erhalten wir einem Divide-and-Conquer-Ansatz, wie
in Abbildung 1.5 illustriert. Dabei wird die Folge in zwei etwa gleich lange Folgen
aufgeteilt und die Losung in diesen rekursiv ermittelt.

—_

(SIS

0|3
—_
S

| | Divide-Schritt:
in der Mitte aufteilen

Rekursion auf den beiden Hilften:
| | | | | | | | man erhélt jeweils eine optimale Teilfolge

Conquer-Schritt:
| | | | ‘ | | | | Bestimmung der Teilfolge mit max. Score

Abbildung 1.5: Skizze: Divide-and-Conquer bei Maximal Scoring Subsequences

Man kann dabei aber auch die optimale Teilfolge in der Mitte zerschneiden, die dann
die Elemente a,/2 und a,/21; enthalten muss. Daher muss man zusétzlich von der

Mitte aus testen, wie von dort nach rechts bzw. links eine optimale Teilfolge aussieht
(siche auch Abbildung 1.6).

Dazu bestimmen wir jeweils das Optimum der Hélften, d.h

max {o (i,n/2) |i € [1:n/2]} und max {o (n/2+1,7)|j € [n/2+1:n]}.
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! I

max{o(i,5) i€ [1: 5]} max{o(53+1,j)|je[5+1:n]}

Abbildung 1.6: Skizze: Conquer-Step

Man iiberlegt sich leicht, dass die optimale Teilfolge, die die Positionen n/2 und
n/2 + 1 tiberdeckt, aus der Konkatenation der beiden berechneten optimalen Teil-
folgen in den jeweiligen Héalften bestehen muss.

Fiir die Laufzeit erhalten wir sofort die folgende Rekursionsgleichung, die identisch
zur Laufzeitanalyse von Mergesort ist, da das Bestimmen einer optimalen Teilfolge
tiber die Mitte hinweg in Zeit O(n) (wie oben gesehen) geschehen kann:

T(n)=2-T (g) +0(n) = O(nlog(n)).

1.1.6 Clevere Losung

Wenn wir wie beim Divide-and-Conquer-Ansatz das Problem nicht in der Mitte
aufteilen, sondern am rechten Rand, so konnen wir (ganz im Gegensatz zum Problem
des Sortierens) eine effizientere Losung finden (siche auch Abbildung 1.7).

| | | | | Nur das letzte Feld absplitten.

Am Rand gleich die optimale Teilfolge mit-
| | | | | bestimmen, z.B. durch den Versuch die aktu-
elle Randfolge zu verldngern.

Abbildung 1.7: Skizze: Asymmetrische Divide-and-Conquer

Damit wir nun beim Conquer-Schritt die zusétzliche Zeit einsparen kénnen, bestim-
men wir in der linken Rekursion noch die optimale Teilfolge mit, die die letzte
Position beinhaltet. Im Conquer-Step wird dann diese Losung am letzten Rand (die
die Position n — 1 beinhaltet) um die Position n erweitert, wenn der Wert der rekur-
siven Losung positiv ist. Andernfalls ist die Folge a,, die gesuchte Losung, die die
Position n beinhaltet.

Man kann diese Idee rekursiv als Divide-and-Conquer implementieren oder iterativ,
wie in Abbildung 1.8 angegeben, auflosen. Da im Wesentlichen einmal linear {iber
die Folge gelaufen wird und fir jedes Element nur konstante Kosten (Additionen,

Skriptum zu Algorithmen auf Sequenzen WS2018/19
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MSS (real a[], int n)

begin
int max :=0,0:=1,r:=0; /* best global solution */
int rmax =0, rstart .= 1 ; /* best solution at right end */
for (i :=1; 1 <n;i++) do
if (rmaz > 0) then /* equivalent to rmaz + a; > a; */
‘ AT = rmax + a;;
else
rmazx = a;;
| rstart = 1;

if (rmax > max) then
max := rmax;
{ .= rstart;

| =1

return (¢, 7, max);
end

Abbildung 1.8: Algorithmus: Die clevere Losung

Maximumsbildungen) anfallen, erhalten wir offensichtlich eine Laufzeit von O(n). Da
dies eine offensichtlich optimale Losung ist, halten wir das Ergebnis im folgenden
Satz fest.

Theorem 1.1 FEine Teilfolge mit mazimalem Wert einer gegebenen reellen Folge
lasst sich in Linearzeit mit konstantem zusdtzlichen Platzbedarf bestimmen.

1.1.7 Zusammenfassung

In der folgenden Tabelle in Abbildung 1.9 sind alle Resultate der vorgestellten Algo-
rithmen noch einmal zusammengefasst.

‘ Algorithmus H Zeit H Platz H Bemerkung ‘
Naiver Algorithmus O(n?) O(n?) Tabelle fiillen
Dyn. Programmierung || O(n?) O(n?) geschickter fiillen
Divide and Conquer O(nlog(n)) || O(n) die Eingabelinge ist n
Clevere Losung O(n) n+ O(1) || die Eingabeldnge ist n

Abbildung 1.9: Tabelle: Laufzeiten fiir die MSS Losungsansétze

Version 7.32 Fassung vom 17. Februar 2019



8 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

In der folgenden Tabelle in Abbildung 1.10 sind explizit die Ladngen von Folgen ange-
geben, die in einer Sekunde bzw. einer Minute auf einem gewhnlichen Rechner mit
Stand 2004 (AMD-Athlon, 2GHz, 2GB Hauptspeicher) verarbeitet werden kénnen
(mittels eines C-Programms).

‘ Seq-Len H 1sec. ‘ ‘ 1min. ‘
Naive 800 | X2 3.200
Dyn.Prog. 4.200 | %8 32.000
D&C 1.500.000 | 239 75.000.000
Clever 20.000.000 | 29| 1.200.000.000

Abbildung 1.10: Tabelle: zu verarbeitenden Problemgréfien (Stand 2004 )

In der folgenden Tabelle in Abbildung 1.11 ist das gleiche Ergebnis mit Stand 2008
(Intel Dual-Core, 2.4GHz, 4GB Hauptspeicher) angegeben.

‘ Seq-Len H 1sec. ‘ ‘ 1min. ‘
Naive 1.325 | X4 5.200
Dyn.Prog. 27.500 | X8 920.000
D&C 10.000.000 | X391 500.000.000
Clever 400.000.000 | X891 24.000.000.000

Abbildung 1.11: Tabelle: zu verarbeitenden Problemgrofien (Stand(2008)

In der Tabelle in der Abbildung 1.12 ist da gleiche Ergebnis mit Stand 2014 (Intel
Quad Core i7-3770, 3.40 GHz, 32 GB Hauptspeicher) angegeben. Man sieht, dass

‘ Seq-Len H 1sec. ‘ ‘ 1min. ‘
Naiv 1.500 | X~4 5.800
Dyn.Prog. 36.000 ﬁ) 280.000
D&C 18.000.000 ﬂ) 950.000.000
Clever 650.000.000 ﬂ) 40.000.000.000

Abbildung 1.12: Tabelle: zu verarbeitenden Problemgréfien (Stand 2014)

sich bei den einfachen Algorithmen (Naiv und Dynamische Programmierung) die
GroBlenordnungen kaum dndern, bei den geschickten Varianten hingegen schon.
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Beachte hierbei, dass die Faktoren bei einer Versechzigfachung der Laufzeit beim
naive Algorithmus etwa v/60 ~ 4, bei der dynamischen Programmierung etwa
V60 ~ 8 und beim Cleveren Algorithmus etwa 60 ist. Die Funktion nlog(n) besitzt
keine einfache anzugebende Inverse, der Wert 50 entspricht aber in etwa der Inversen
fiir 60 im Bereich der betrachteten Werte von n.

Die kursiven Werte in den Tabellen sind geschétzt, da der bendtigte Hauptspeicher
nicht zur Verfiigung stand.

1.2 All Maximal Scoring Subsequences

Nun wollen wir uns mit der Frage beschéftigen, wenn wir nicht nur eine beste, son-
dern alle besten bzw. alle méglichen Teilfolgen mit positive Score und zwar nach
absteigenden Score erhalten wollen. Zuerst einmal miissen wir uns iiber die Frage-
stellung klar werden, d.h. was ist {iberhaupt die gesuchte Losung.

1.2.1 Problemstellung

Geben wir zunéchst die formale Problemstellung an und diskutieren anschlieSend
die damit verbundenen Probleme.

ALL MAXIMAL SCORING SUBSEQUENCES (AMSS)

Eingabe: Eine Folge (a4, ...,a,) € R"™.
Gesucht: Alle disjunkten Teilfolgen von a, die ihren Score maximieren.

Zunéchst einmal muss man sich iiberlegen, was es heiflen soll, dass alle disjunk-
ten Teilfolgen ihren Score mazimieren. Betrachten wir dazu das Beispiel in Abbil-
dung 1.13. Die lange Folge ist keine Losung, da wir keine iiberlappenden Folgen
haben wollen.

18-=9=9

Abbildung 1.13: Beispiel: Maximal bewertete Teilfolgen
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10 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

Wir geben zwei mogliche Definitionen an, wie man alle maximalen Teilfolgen einer
Folge definieren kann. Im Folgenden werden wir zeigen, dass die beiden Definitionen
aquivalent sind. A priori ist dies iiberhaupt nicht klar.

Definition 1.2 (Strukturelle Definition) Sei a = (ay,...,a,) € R" eine reelle
Folge. Eine Teilfolge o’ = (a;, ..., a;) von a heifit maximal bewertet (engl. mazimal
scoring), wenn die beiden folgenden Eigenschaften erfillt sind:

(E1) alle echten Teilfolgen von a' haben einen kleineren Score;

(E2) keine echte Oberfolge von o' in a erfillt E1.

Die Bedingung E1 ist nach unserer vorhergehenden Diskussion klar, da wir keine
Teilfolge mit groflerem Score, die Teilfolge einer anderen Teilfolge ist, als Losung
verlieren wollen.

Als Bedingung E2 wiirde man vermutlich zunéchst erwarten, dass jede Oberfolge
ebenfalls einen kleineren Score als die gegebene Teilfolge besitzen soll. Die ist jedoch
zu naiv, wie das vorherige Beispiel mit a = (5,5, =9, 6, 2) zeigt. Damit wire die Teil-
folge @’ = (6, 2) keine maximal bewertete Teilfolge, da die Oberfolge a = (aq, . .., as)
einen hoheren Score besitzt: 9 > 8. Als Losungsmenge wiirde man jedoch sicherlich
MSS(a) = {(a, az), (a4, as)} erwarten. Diese beiden Folgen erfiillen jedoch sowohl E1
als auch E2.

Halten wir jetzt die endgiiltige Definition noch fest.

ALL MAXIMAL SCORING SUBSEQUENCES (AMSS)

Eingabe: Eine Folge (a4, ...,a,) € R"™.
Gesucht: Alle maximal bewerteten Teilfolgen von a.

Neben dieser strukturellen Definition kann man auch noch eine eher algorithmisch
angelehnte Definition angeben.

Definition 1.3 (Prozedurale Definition) Sei a = (ay,...,a,) € R" eine reelle
Folge. Eine kiirzeste Teilfolge (a;, ..., a;) von a mit mazimalem Score heifit maximal
bewertet (engl. mazimal scoring). Teilfolgen aus (ay,...,a;—1) bzw. (aj41,...,an),
die fiir diese mazximal bewertet sind, sind auch fiir a maximal bewertet.

Man iiberlegt sich leicht, dass die Menge aller maximal bewerteten Teilfolgen nach
der prozeduralen Definition eindeutig ist. Wir werden spéter noch sehen, dass dies
auch fiir die strukturelle Definition gilt (das folgt aus der noch zu zeigenden Aqui-
valenz der beiden Definitionen).

Skriptum zu Algorithmen auf Sequenzen WS2018/19
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Notation 1.4 Seia = (a,...,a,) € R" eine reelle Folge, dann bezeichnet MSS(a)
die Menge aller maximal bewerteten Teilfolgen von a.

Aus der prozeduralen Definition kann sofort ein rekursiver Algorithmus zur Bestim-
mung aller maximal bewerteter Teilfolgen abgeleitet werden, der in der folgenden
Skizze in Abbildung 1.14 veranschaulicht ist. Man bestimmt zunéchst eine Maximal

I r > 0 h | 1
r L J 1
>0 >0
rekursiv E f ] ] E F ] ]
1 1 1 i

Abbildung 1.14: Skizze: Rekursiver Ansatz fir AMSS

Scoring Subsequence und entfernt diese aus der Folge. Fiir die beiden entstehenden
Folgen wird dieser Algorithmus rekursiv aufgerufen.

Die Laufzeit dieses Algorithmus erfiillt folgende Rekursionsgleichung, da das Auf-
finden einer Maximal Scoring Subsequence, wie wir im letzten Abschnitt gesehen
haben, in Zeit O(n) durchfithrbar ist:

T(n)=0(n)+T(ny)+T(ny) mit ny+ng <n.

Ahnlich zu Quicksort ergibt sich folgende Analyse. Im worst-case benétigt dieser
Algorithmus offensichtlich maximal Zeit O(n?).

Im average-case kann man aus der Analyse von Quicksort herleiten, dass auch dieser
Algorithmus einen Zeitbedarf von O(nlog(n)) hat. Hierzu muss man jedoch eine
geeignete Wahrscheinlichkeitsverteilung annehmen, die in der Rechnung aquivalent
zu der von Quicksort ist, die aber nicht unbedingt realistisch sein muss!

1.2.2 Elementare Eigenschaften der strukturellen Definition

In diesem Abschnitt werden wir einige grundlegende Eigenschaften maximal bewer-
teter Teilfolgen nach der strukturellen Definition herleiten, die es uns erlauben wer-
den, die Aquivalenz der beiden Definitionen maximal bewerteter Teilfolgen zu zeigen.
Darauf basierend werden wir im néchsten Abschnitt einen effizienten Algorithmus
fiir die Losung des All Maximal Scoring Subsequences Problem vorstellen.

Version 7.32 Fassung vom 17. Februar 2019



12 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

Lemma 1.5 Sei a = (ay,...,a,) € R". Fir jede Teilfolge ¢’ = (a;,...,a;) von a
sind dquivalent:

1) o erfillt E1.
2) Es gilt fir das Minimum aller Prdfize von a in o', dass
o(l,i—1) =min{o(1,k) | k € [i — 1, j]},
und fir das Mazimum aller Prdfize von a in o', dass
o(1,) = max{o(1,k) | k € i — 1,5]},
und dass diese jeweils eindeutig sind!

3)Vkeli:jl:o(i,k) >0A0(k,j)>0.

Beweis: 1 = 2: Wir filhren den Beweis durch Widerspruch.

Fiir das Maximum: Sei k € [i — 1 : 7 — 1] mit o(1, k) > o(1, 7). Dann ergibt sich die
folgende Situation, die in Abbildung 1.15 dargestellt ist.

ik oJ
| L[] |
| |
) | o(i,k) = o(1,k)—o(1,i—1)
| | > o(1,j)—o(l,i—1
! a(1,7) | ; aE’i,j)) | )
(1,i—1)

Abbildung 1.15: Skizze: Fall 1: o(1,k) > o(1, )

Daraus ergibt sich ein Widerspruch zur Annahme der Eigenschaft E1, da die echte
Teilfolge (ai, ..., ax) von (aj,...,a;) keinen kleineren Score besitzt.

Anmerkung: Der Beweis gilt auch fiir £ = ¢ — 1. In diesem Fall wére o(i,j) < 0, was
nicht sein kann.

Fiir das Minimum: Sei jetzt k € [i : j] mit o(1,k) < (1,7 —1). Dann ergibt sich die
folgende Situation, die in Abbildung 1.16 dargestellt ist.

Daraus ergibt sich ein Widerspruch zur Annahme der Eigenschaft E1, da die echte
Teilfolge (ak41,-..,a;) von (a,...,a;) keinen kleineren Score besitzt.

Skriptum zu Algorithmen auf Sequenzen WS2018/19
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L o(1,k)
| |
o(1,7)
o(b+1,j) = o(L,j)—o(LF)
> J(Lj) o O-(lai - 1)
olli=1) — (i)
Abbildung 1.16: Skizze: o(1,k) < o(1,7 — 1)

Anmerkung: Der Beweis gilt auch fiir & = j. In diesem Fall wére o(i,j) < 0, was
nicht sein kann.

2 = 3: Da das Minimum eindeutig ist, folgt o(1,i—1) < o(1, k) fiir alle k € [i : j]
und somit:
o(i,k)=0(1,k)—0o(1,i—1) > 0.

—_———
<o(l,k)

Da das Maximum eindeutig ist, folgt o(1,5) > o(1,k — 1) fiir alle k € [i : j] und
somit:

U(kaj) = U(laj) _0-(17]{: - 1) > 0.
>o(1,k—1)

3=1: Seiad’ = (ag,...,a,) miti <k < /¢ < jsowie i # k oder ¢ # j. Dann gilt:

ok, 0) = o(i, j) — oli k= 1) = o (0 +1,5) < (i, ).

>0 >0

Hinweis: o(i,k—1) und o(£+1, ) sind jeweils groBer oder gleich 0, eines davon muss
jedoch echt grofer als 0 sein, da ansonsten & = 4 und ¢ = j gilt und somit o’ = a”
gelten wiirde.

Damit ist gezeigt, dass E1 gilt. [

Lemma 1.6 Sei a = (ay,...,a,) € R". Die mazimal bewerteten Teilfolgen von a
sind paarweise disjunkt.
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Beweis: Wir fithren auch hier den Beweis durch Widerspruch. Seien a’ und a”
zwel maximal bewertete Teilfolgen von a. Nehmen wir zunichst an, dass o’ eine
Teilfolge von a” ist. Dies kann jedoch nicht sein, da dann a” eine Oberfolge von o
ist, die E1 erfiillt (da a” eine maximal bewertete Teilfolge ist). Also erfiillt a’ nicht
E2 und kann somit keine maximal bewertete Teilfolge sein und wir erhalten den
gewiinschten Widerspruch. Der Fall, dass a’ eine Teilfolge von a” ist, ist analog.

Seien ¢’ und a” zwei maximal bewertete Teilfolgen von a, die sich iiberlappen. Dies
ist in Abbildung 1.17 illustriert.

a | |

"

I

a

S0 S0 wegen E1 & Lemma 1.5 Teil 3).
a” | | U(am) > max{a(a/), U(a/l)}
b |b/| b// |b///|

Abbildung 1.17: Skizze: Zwei {iberlappende maximal bewerteten Teilfolgen

Wir zeigen jetzt, dass die Folge o, die als Vereinigung der Folgen a’ und a” (respek-

tive ihrer Indizes) definiert ist, die Eigenschaft E1 erfiillt. Sei dazu b eine beliebige
Teilfolge von a”. Ist b eine Teilfolge von o’ (bzw. a”) dann gilt aufgrund der Eigen-
schaft E1 von &' (bzw. a”) o(b) < o(d’) < o(a”) (bzw. o(b) < o(a') < a(a™)).

Sei also nun b keine Teilfolge von a’ oder a”. Sei weiter b =" - 0" - 1", so dass O’ - b
ein Suffix von a’ und b” - b ein Préfix von a” ist. Dann gilt:

o) = o b))+ -b")—a(t")
dao(b'-b") < o(a’) wegen E1 von o
und o (V" - V") < o(a”) wegen E1 von a”
< o(d)+o(a")—o")

— O_(al/l)

Dies ergibt den gewiinschten Widerspruch zur Eigenschaft E2 von ¢’ und ", da o
E1 erfiillt und eine Oberfolge von o’ und a” ist. ]
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Lemma 1.7 Sei a = (ay,...,a,) € R". Jede Teilfolge o' = (ag,...,a;), die E1
erfillt, ist Teilfolge einer maximal bewerteten Teilfolge.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Widerspruch. Dazu sei a' = (ag, ..., a) ein
lingstes Gegenbeispiel. Also a’ erfiillt E1 mit maximaler Lange, d.h. £ — k ist unter
allen Gegenbeispielen maximal. Dies ist in Abbildung 1.18 illustriert.

ik ¢ J
S E——
) : :
o

Abbildung 1.18: Skizze: a’ ist ein Gegenbeispiel maximaler Lange

Somit erfiillt o’ die Eigenschaft E1, aber nicht E2 (sonst wére a’ kein Gegenbeispiel).
Somit existiert eine echte Oberfolge ¢ = (a;, ..., a;) von &', die E1 erfiillt. Wiirde
die Folge a” auch E2 erfiillen, dann wére a” eine maximal bewertete Teilfolge, die
auch eine Oberfolge von «a’ ist, d.h. @’ wére kein Gegenbeispiel.

Also erfiillt a” die Eigenschaft E1, aber nicht E2. Besiafle a” eine maximal bewertete
Oberfolge, so wire diese auch eine maximal bewertete Oberfolge von a’ und a’ somit
kein Gegenbeispiel.

Also besitzt a” keine maximal bewertete Oberfolge und erfiillt E1. Somit ist a” ein
langeres Gegenbeispiel als a’, da j —i > ¢ — k. Dies fiihrt zu einem Widerspruch zur
Annahme. [

Korollar 1.8 Jedes positive Element ist in einer mazximal bewerteten Teilfolge ent-
halten.

Beweis: Dies folgt aus dem vorherigen Lemma, da jede einelementige Folge mit
einem positiven Wert die Eigenschaft E1 erfiillt. [

Korollar 1.9 Innerhalb jeder Teilfolge, die mit keiner maximal bewerteten Teilfolge
tberlappt, sind die aufaddierten Scores monoton fallend.
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Beweis: Nach dem vorherigen Korollar miissen alle Elemente einer solchen Folge
nichtpositiv sein. [

Lemma 1.10 Sei a = (ay,...,a,) € R™. Betrachte p = min{o(1,k) | k € [0 : n|}
(bzw. p = max{o(1,k) | kK € [0 : n]}). Sei k der grifite (bzw. kleinste) Wert mit
o(1,k) = p. Dann beginnt an Position k+1 (bzw. endet an Position k) eine maximal
bewertete Teilfolge oder es gilt k =n (bzw. k =0).

Beweis: Betrachte o(1,7) als Funktion von ¢ € [0 : n] wie in Abbildung 1.19
dargestellt.

o(1,4)

maximal

bewertete
/\/\/\ Teilfolge

k absolutes Minimum

Abbildung 1.19: Skizze: Die Funktion o(1,1)

Allgemein gilt o(7,5) = o(1,7) —o(1,i —1).

Fall 1: Position k£ > 0 befindet sich in keiner maximal bewerteten Teilfolge. Da der
folgende Wert ajy1 (sofern vorhanden) aufgrund der Definition von k positiv sein
muss, ist nach Korollar 1.8 die Position k£ am Ende einer nicht maximal bewerteten
Teilfolge. Also ist entweder k = n oder an Position k 4+ 1 beginnt eine maximal
bewertete Teilfolge.

Fall 2: Position k& > 0 befindet sich in einer maximal bewerteten Teilfolge a’. Ange-
nommen a' beginnt an Position ¢ < k. Dann gilt aber nach Definition von k, dass
o(i, k) < 0 ist, was im Widerspruch zu Lemma 1.5 Charakterisierung 3 steht und
Fall 2 kann gar nicht eintreten.
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Fall 3: Falls die Position k& = 0 ist, dann ist a; positiv und befindet sich nach
Lemma 1.8 in einer maximal bewerteten Teilfolge und muss darin an erster Position
sein.

Den Beweis fiir das Maximum von o(1,17) sei dem Leser iiberlassen. ]

Wir werden von nun an die folgende algorithmische Idee verfolgen: Sei a’ eine Teil-
folge von a, die die Eigenschaft E1 erfiillt. Wir werden versuchen a’ zu einer maximal
bewerteten Teilfolge zu verldngern.

Definition 1.11 Seia = (aq,...,a,) € R" eine Folge reeller Zahlen. Fine Teilfolge
a’ von a heifft a-MSS, wenn o' € MSS(a).

Lemma 1.12 Sei a = (ay,...,a,) € R". Sei a” eine Teilfolge von o' und o’ eine
Teilfolge von a. Ist a” eine a-MSS, dann ist a” auch a'-MSS.

Beweis: Sei a” eine a-MSS und sei sowohl o’ eine Teilfolge von a als auch eine
Oberfolge von a”, wie in Abbildung 1.20 dargestellt.

Abbildung 1.20: Skizze: a” ist a-MSS

Da a” eine a-MSS ist, erfiillt a” die Eigenschaften E1 und E2 beziiglich a. Somit
erfiillt die Folge a” diese Eigenschaften auch beziiglich der Oberfolge a’. ]

Lemma 1.13 Sei a = (ay,...,a,) € R". Sei ' = (a1,...,a;) und ar, < 0 fiir
alle k € [i + 1 : n]. Alle mazimal bewerteten Teilfolgen von a' sind auch mazximal
bewertete Teilfolgen von a und umgekehrt.

Beweis: Wir beweisen beide Implikationen getrennt.

<: Dies ist die Aussage von Lemma 1.12, da nach Lemma 1.5 Charakterisierung 3
jede a-MSS eine Teilfolge von a’ sein muss.

=>: Sei a” eine a/-MSS, wie in Abbildung 1.21 illustriert. Wir fithren den Beweis
durch Widerspruch und nehmen daher an, dass a” keine a-MSS ist. Dann muss es
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18 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

1 ) <0
a |
a//
a” a’-MSS
a/// |
—
<0

Abbildung 1.21: Skizze: a” ist eine a’-MSS

eine Oberfolge a” von a” geben, die E1 erfiillt. Da a” eine a’-MSS ist, muss diese
Oberfolge @ in den hinteren Teil (ab Position ¢ + 1) hineinragen. Eine solche Folge
a” kann nach Lemma 1.5 Charakterisierung 3 nicht E1 erfiillen, da der Suffix von a”
ab Position i + 1 einen nichtpositiven Score besitzt. Dies fiihrt zu dem gewiinschten
Widerspruch. [

Lemma 1.14 Sei a = (a1,...,a,) € R". Sei ' = (a;,...,a;) eine a-MSS und
sei a¥ = (ay,...,a;_1) und a® = (aj41,...,a,). Dann ist eine Teilfolge a” von a*

(bzw. af) genau dann eine a-MSS (bzw. a*-MSS), wenn " # a' eine a-MSS ist.

Beweis: Wir beweisen beide Implikationen getrennt.

<: Nach Lemma 1.6 sind maximal bewertete Teilfolgen disjunkt. Somit ist jede
andere maximal bewertete Teilfolge eine Teilfolge von a’ oder a®. Mit Lemma 1.12
ist nun jede maximal bewertete Teilfolge von a ungleich a’ entweder eine maximal

bewertete Teilfolge von a” oder a®.

=: Wir fithren den Beweis durch Widerspruch. Sei dazu a” eine a”-MSS, aber
keine a-MSS. Somit erfiillt a” die Eigenschaft E1. Mit Lemma 1.7 folgt, dass es eine
Oberfolge @ von a” gibt, die eine a-MSS ist.

Angenommen @ wire eine Teilfolge von a”. Dann wire nach Lemma 1.12 @ auch eine
a®-MSS. Somit wiiren @ und a” iiberlappende a*-MSS, was Lemma 1.6 widerspricht.

Somit miissen sich @ und o’ iberlappen. Da aber beide a-MSS sind, ist dies ebenfalls
ein Widerspruch zu Lemma 1.6. [

Damit kénnen wir nun die Aquivalenz der strukturellen und prozeduralen Definition
maximal bewerteter Teilfolgen zeigen.

Theorem 1.15 Die strukturelle und prozedurale Definition von maximal bewerteten
Teilfolgen stimmen tiberein.
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Beweisidee: Sei MSS(a) die Menge aller Teilfolgen von a, die maximal bewertete
Teilfolgen sind (geméf der strukturellen Definition, also die die Eigenschaften E1
und E2 erfiillen).

Sei a' eine kiirzeste Teilfolge mit maximalem Score. Man iiberlegt sich leicht, dass
diese in @ maximal bewertet ist, d.h. dass ¢’ die Eigenschaften E1 und E2 erfiillt
und somit a’ = (a;,...,a;) € MSS(a). Nach Lemma 1.14 gilt:

MSS(a) = {a'} UMSS(ay, ..., a;—1) UMSS(a;41, - .., an).

Der vollstédndige Beweis lédsst sich jetzt formal mittels vollstandiger Induktion fiih-
ren. ]

1.2.3 Ein Algorithmus zur Losung

Wir beschreiben jetzt einen Algorithmus zur Ermittlung aller maximal bewerteten
Teilfolgen.

e Die Eingabe ist die Folge a = (ay, ..., a,) € R™

e Die Elemente werden von links nach rechts verarbeitet. Wir betrachten also
der Reihe nach jedes Prifixes o/ = (ay,...,a,) mit m € [0 : n].

Dabei merken wir uns disjunkte Teilfolgen I, ..., I} eines Préfixes @’ von a,
die maximal bewertete Teilfolgen des bereits abgearbeiteten Préfixes a sein
werden.

[i = (G,gi, oy ari), d.h. [zﬁ(gza Ti).
Setze L; = o(1,¢; — 1) und R; = o(1,1;).

e Damit gllt O'(IZ) = O'(fi, T’Z‘) = Rz - Lz

Zu Beginn ist @’ die leere Folge und wir setzen m := 0 und k£ := 0 und merken
uns dazu S = o(1,m) (also zu Beginn S := 0) und aktualisieren S := S + a,, bei
einer Erhohung von m. Die Werte von S kénnen vor bzw. nach der Aktualisierung
verwendet werden, um ggf. L; bzw. R; zu bestimmen.

Das kénnen wir uns wie in Abbildung 1.22 veranschaulichen.

Wir gehen wie folgt vor: Bearbeite die Folge von links nach rechts und sammle eine
Liste von maximal bewerteten Teilfolgen beziiglich des betrachteten Prafixes.

Sei a,, das aktuell betrachtete Element der Folge a (nach einer Erhéhung von m):

e Ist a,, <0, betrachte die néchste Position m + 1, da keine maximal bewertete
Teilfolge an Position m beginnen oder enden kann.
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20 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

_———— |ttt

Abbildung 1.22: Skizze: Die Werte ¢;, r;, L;, R; und I;

e Ist a,, > 0, inkrementiere k, erzeuge eine neue einelementige Liste I, = (m, m)
und bestimme Ly sowie Ry, (mithilfe von S). Die Folge (a,,) erfiillt E1, aber
nicht notwendigerweise E2 im betrachteten Prifix ' = (ay,...,a,,) von a.

e Fiir ein neues [ wiederhole das Folgende: Durchsuche Ij,_1, ..., I; (von rechts
nach links!) bis ein maximales j gefunden wird, so dass L; < Lj und betrachte
die folgenden drei Fille genauer. Hierbei gilt immer, dass Iy, ..., [, ; maxi-
mal bewertete Teilfolgen in (ay,...,as—1) sind und I zumindest die Eigen-
schaft E1 erfiillt.

Fall 1: Es existiert gar kein solches j, sieche Abbildung 1.23.

o(1,1)

Ly,

Abbildung 1.23: Skizze: Nichtexistenz von j

Nach Lemma 1.10 ist I; der Anfang einer maximal bewerteten Teilfolge in
der Teilfolge o' = (ay,...,an). Nach Lemma 1.14 sind Iy, ..., I_; dann auch
maximal bewertete Teilfolgen in a’.

Nach Lemma 1.7 ist I}, auch Teilfolge einer a-MSS a”. Die Teilfolge I} ist sogar
Anfang von a”, denn sonst hitten einige Préfixe von ¢” einen nichtpositiven
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1.2. All Maximal Scoring Subsequences 21

Score, was ein Widerspruch zu Lemma 1.5 ist. Somit sind I;,..., I[x_; nach
Lemma 1.14 auch jeweils eine a-MSS.

Im Algorithmus geben wir daher die Teilfolgen I, ..., I;_; als maximal bewer-
teten Teilfolgen aus und setzen I := Iy, (¢1,71) = (bg,7x), (L1, R1) := (Lg, Ry)
sowie k := 1. O

Fall 2: Sei j maximal mit L; < L, und R; < Ry, siche Abbildung 1.24.

Ry, ]
R; /\/

Lk A\l

1

Abbildung 1.24: j maximal mit L; < Ly und R; < Ry,

Offensichtlich gilt nach Wahl von j, dass L; > L fir ¢ € [j+1 : k— 1].
Weiterhin gilt R, < R; fiir alle ¢ € [j + 1 : k — 1]. Andernfalls gébe es ein
i € [r;+1: 6 — 1] mit o(1,7) > R;. Sel i ein minimaler solcher Index.
Dann beséfle I; die Oberfolge (ay,, . . ., a;), die offensichtlich die Eigenschaft E1
erfiillt, was der Eigenschaft E2 von I; in (a4, ..., as_1) widerspricht. Beachte
auch, dass wegen Korollar 1.8 alle Elemente auflerhalb der Teilfolge, I, ..., I}
nichtpositiv sein miissen.

Somit erfiillt die Teilfolge (ay,, ..., a,,) die Eigenschaft E1, aber nicht notwen-
digerweise E2. Somit muss ein neue Teilfolge generiert und angefiigt werden.
Wir bilden aus den Teilfolgen I;, ..., I, eine neue Teilfolge, d.h. wir setzen
I; == ({j, 1), vj == 1%, R;j := Ry, sowie k := j und wiederholen die Prozedur
fir I, = I; (also mit dem neuen k). Die alten Teilfolgen I;,4,..., I} miissen
dabei natiirlich geloscht werden.

Alle 3 Falle sind jetzt wieder neu zu betrachten. O

Fall 3: Sei j maximal mit L; < L, und R; > Ry, siche Abbildung 1.25.

Abbildung 1.25: Skizze: j maximal mit L; < L, und R; > R,
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22 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

Wir zeigen zunéchst, dass dann I; eine a/-MSS mit @’ = (ay, ..., ay,) ist.

E1) Dies gilt nach Konstruktion, da I; (j < k) bereits eine maximal bewertete
Teilfolge von (ay, ..., ar 1) ist und somit die Eigenschaft E1 gilt.

E2) Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, es gdbe eine Oberfolge
a”" = (ai,...,as) von I;, die die Eigenschaft E1 erfiillt.

Gilt r; < s < ¢ < m, dann wire a” auch eine Oberfolge von [;, die
in (aq,...,ae—_1) liegt, und somit wére I; keine maximal bewertete Teil-
folge von (ay, . .., as 1) gewesen, was aufgrund unserer Konstruktion ein
Widerspruch ist.

Also muss s € [l : ry] gelten. Dann gibt es aber offensichtlich Suffixe von
a” mit nichtpositiven Score, was nach Lemma 1.5 Charakterisierung 3)
nicht sein kann.

Jetzt zeigen wir noch, dass auch I, = (ay,,...,a,,) eine maximal bewertete
Teilfolge von o’ = (ay, ..., ay) ist. Da I; eine maximal bewertete Teilfolge von
a’ ist geniigt es nach Lemma 1.14 zu zeigen, dass [ eine maximal bewertete
Teilfolge von a” = (ay,41, ..., @) ist. Aus Lemma 1.10 folgt aber unmittelbar,
dass an Position ¢, < m eine maximal bewertete Teilfolge beginnt. Da jeder
echte Préfix von [ die Folgen [j als Oberfolge besitzt und diese die Eigen-
schaft E1 erfiillt, kann kein echter Préfix von [, maximal bewertet sein. Also
muss [ selbst eine a”-MSS sein und die Behauptung gilt.

In diesem Fall ist algorithmisch also gar nichts zu tun. a
In jedem Fall wird das Durchsuchen der Listen [ _1,...,I; entweder erneut
aufgerufen oder aber alle aufgesammelten Teilfolgen I, ..., I; sind maximal
bewertete Teilfolgen des Prifixes o’ = (ay, ..., a,) von a (die bereits ausgege-

benen maximal bewerteten Folgen von a ignorieren wir einfach).

In Abbildung 1.26 auf Seite 23 ist ein Ablauf des gerade beschriebenen AMSS-
Algorithmus fiir die Sequenz a = (+3, -2, 43, —3,+2, —4, +3) schematisch darge-
stellt. Hierbei entsprechen die roten Linienziige den gespeicherten disjunkten Teilfol-
gen [, ..., I, wihrend die griinen Linienziige die nach Fall 1 ausgegeben maximal
bewerteten Teilfolgen darstellen.

1.2.4 Zeitkomplexitat

Wir analysieren jetzt die Zeitkomplexitdt des soeben vorgestellen Algorithmus:

1.) Die Betrachtung von a,, und der eventuell Generierung des neuen [ kann pro
Folgenelement in konstanter Zeit durchgefiihrt werden. Daraus ergibt sich ein
Gesamtaufwand von O(n).
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23

ap=+3>0&Fall 1 as=—-2<0
2
+-3 +3
[ ]
a3 =-+3>0 Fall 2 & Fall 1
2 +3 9 +3
+3 - +3
ag=—-3<0 as =42 >0 & Fall 3
_9 _9 . o
+3 " +3 "
[ ]
ag=—4<0 a7 =43 >0 & Fall 1
°
. " 5 °
433 /. 43 :
9 L o _9 L o
43 +3 : :

+3

:

Abbildung 1.26: Beispiel: a = (+3, —2,+3, —3, +2, —4, +3)
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24 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

2.) Das Durchsuchen der bislang gesammelten Teilfolgen Ij_1, ..., I; wird anschlie-
Bend analysiert.

3.) Gesamtaufwand von Fall 1: Es existiert kein j, dann geben wir Iy,..., [;_; aus.
Dies lésst sich fiir jedes I, in konstanter Zeit erledigen, also erhalten wir insge-
samt fiir alle Ausgaben einen Zeitbedarf von O(n). Es kann nur O(n) maximal
bewertete Teilfolgen geben, da diese ja nach Lemma 1.6 disjunkt sind.

4.) Gesamtaufwand von Fall 3: Es gilt L; < Ly A R; > Rj. Die Ermittlung des
dritten Falles geschieht in konstanter Zeit. Da anschliefend das Durchsuchen

beendet ist, tritt dieser Fall maximal n-mal auf, also ist der Aufwand fiir alle
diese Falle hochstens O(n).

5.) Gesamtaufwand von Fall 2: Es gilt L; < Ly A R; < Ry. Die Verschmelzung von
I;, ... Ij lasst sich in Zeit O(k —j+ 1) erledigen (explizites Loschen der Teilfol-
gen). Da insgesamt hochstens n — 1 Verschmelzungen von einzelnen Teilfolgen
moglich sind (spétestens dann miissen sich alle Folgenglieder in einer einzigen
Folge befinden), betriagt der Gesamtzeitbedarf O(n).

Dabei stellen wir uns eine Verschmelzung von ¢ Teilfolgen als —1 Verschmelzun-
gen von je zwei Teilfolgen vor. Da es insgesamt maximal n — 1 Verschmelzungen
disjunkter Teilfolgen geben kann, folgt obige Behauptung.

Durchsuchen der Listen: Beim Durchsuchen der Listen von Teilfolgen gehen
wir etwas geschickter vor. Wir merken uns fiir jede Teilfolge I, dabei die Teilfolge
I;, fiir die L; < Lj und j maximal ist. Beim néchsten Durchlaufen kénnen wir
dann einige Teilfolgen beim Suchen einfach iiberspringen. Dies ist in der folgenden
Abbildung 1.27 schematisch dargestellt.

O’(},i)

L g

Abbildung 1.27: Skizze: Ubersprungene Folge von L;-Werten beim Durchsuchen

Jetzt miissen wir uns nur noch iiberlegen, welchen Aufwand alle Durchsuche-Opera-
tionen insgesamt haben. Dabei werden die Kosten zum einen auf die Aufrufe (der
Durchsucheprozedur) und zum anderen auf die ausgeschlossenen Teilfolgen verteilt.

Bei einem Durchsuchen der Liste werden beispielsweise ¢ Teilfolgen {ibersprungen.
Dann wurden ¢+2 Teilfolgen inspiziert (und ¢ Teilfolgen ausgeschlossen), was Kosten
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1.3. Bounded All Maximum Scoring Subsequences (*) 25

in Hohe von O(¢+ 1) verursacht (man beachte, dass ¢ > 0 gilt). Die Kosten in Hohe
von O({) werden anteilig auf die ausgeschlossenen Teilfolgen umgelegt. Somit erhélt
jedes ausgeschlossene Teilfolge Kosten von O(1). Die Kosten fiir den Rest werden
auf den Aufruf eines Durchsuch-Durchlaufs umgelegt, die dann ebenfalls konstant
sind. Somit fallen jeweils Kosten O(1) fiir jede ausgeschlossene Teilfolge und jeden
Aufruf an.

Anzahl Aufrufe: Es kann maximal so viele Aufrufe geben, wie der Zeitbedarf in
der Analyse der Punkte 3, 4 und 5 verbraucht wird, da ja nach jedem Durch-
suchen entweder Fall 1, Fall 2 oder Fall 3 ausgefithrt wird (die mindestens
konstante Kosten verursachen). Also ist die Anzahl Aufrufe O(n).

Anzahl ausgeschlossener Teilfolgen: Zum einen kénnen diese im Fall 1 ausge-
geben werden, von diesen kann es daher ebenfalls maximal O(n) viele geben.

Wenn diese Teilfolgen nicht selbst ausgegeben werden, miissen diese irgend-
wann mit anderen Teilfolgen verschmolzen worden sein (sie kénnen ja nicht
einfach verschwinden). Da, wie wir bereits geschen haben, maximal O(n) Teil-
folgen verschmolzen werden, konnen auch hierdurch hochstens O(n) Teilfolgen
ausgeschlossen werden.

Mit unserem kleinen Trick kann also auch das Durchsuchen der Listen von teilfol-
gen mit einem Aufwand von insgesamt O(n) bewerkstelligt werden. Halten wir das
Resultat noch im folgenden Satz fest.

Theorem 1.16 Das All Maximal Scoring Subsequences Problem fiir eine gegebene
reelle Folge kann in Linearzeit geldst werden.

1.3 Bounded All Maximum Scoring Subsequences (*)

Im vorherigen Abschnitt haben wir quasi iiber eine lokale Definition die Menge aller
maximal bewerteten Teilfolgen bestimmt. Wir kénnen auch einen globalen Ansatz
wéhlen und eine Menge von Teilfolgen einer gegebenen Folge fordern, deren aufad-
dierte Scores maximal ist. Dies ist jedoch nicht sinnvoll, da dann die Menge aller
einelementigen Teilfolgen, die positive Elemente beschreiben, eine Losung dieses Pro-
blems ist. Man iiberlegt sich leicht, dass dies wirklich ein globales Optimum ist.

Daher wollen wir in diesem Abschnitt das Problem ein wenig abwandeln, in dem wir
die Lange der Teilfolgen in der Losungsmenge sowohl von oben als auch von unten
beschrénken.
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26 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

1.3.1 Problemstellung

Es wird zusétzlich eine untere A und eine obere Schranke X vorgegeben, um die Lange
der zu betrachtenden Teilfolgen zu beschrinken, wobei natiirlich A < X € N gilt. Mit
Seq(n, k) bezeichnen wir die Menge aller 0-1-Zeichenreihen mit genau k konsekutiven
1-Runs, deren Linge durch A nach unten und mit A nach oben beschréinkt ist.

Notation 1.17 Seik<neNund A<\ € N, dann bezeichne

Seq(n, k) = {0*1™0"1™20%"...0t1™0* | A <m; < A}N{0,1}" € {0,1}".

BOUNDED ALL MAXIMUM SCORING SUBSEQUENCES (BAMSS)

Eingabe: Eine Folge (a;,...,a,) € R", A< X €N,
Gesucht: Eine Sequenz s € J;_, Seq(n, k), die Y7 s; - a; maximiert.

Bemerkung: Durch die Léngenbeschrankung konnen nach unserer alten Defini-
tion von allen Maximal Scoring Subsequences die einzelnen Teilfolgen der Losung
iiberlappen, siehe Abbildung 1.28. Damit ist ein Greedy-Ansatz nicht mehr effizient

Abbildung 1.28: Skizze: Erlaubte iiberlappende Sequenzen

moglich. Aus diesem Grund wurde das Problem anders gefasst, ndmlich wie oben.
Mit Hilfe der Menge Seq(n, k) werden aus der Gesamtfolge Teilstiicke ausgewéhlt
(ndmlich 1-Runs), die wir als Losungsteilfolgen zulassen wollen.

Weiterhin sollte man beachten, dass fiir eine gegeben der Folge der Lénge n auch fiir
A =1und XA = n die Losungen fiir das BAMSS und AMSS verschieden sein konnen.
Betrachte hierzu die Folge a = (43, —2, +3). Die eindeutige Losung fiir AMSS lautet
{(a1, az, az)} und fiir BAMSS {(a1), (a3)}.

1.3.2 Losung mittels Dynamischer Programmierung

Wir definieren wieder eine Tabelle S fiir ¢,k € [0 : n] wie folgt:

S(i, k) := max {Z sj-a; 1 S€E Seq(i,k:)}

j=1
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1.3. Bounded All Maximum Scoring Subsequences (*) 27

Wir miissen also S(i,k) fiir alle Werte ¢ € [0 : n], & € [0 : n] berechnen, wobei
max () = max{} = —oo (entspricht dem neutralem Element fiir das Minimum) gilt.

Fiir diese Tabelle S' lésst sich die folgende Rekursionsgleichung aufstellen:

S(1,0) = 0 firie[-1:n],

S(i,k) = —oo fiiri<k-A+(k—1),
(Z_lak)
S(i,k) = max S(i—A—1,k—1)+ EZ: 0 : A€ [A:min(A, )]
j=iA+1

Die Korrektheit der Rekursionsgleichung ergibt sich aus der Tatsache, dass man sich
eine optimale Menge von Teilfolgen anschaut und unterscheidet, ob diese mit einer
0 oder einem 1-Run endet, wie in Abbildung 1.29 illustriert.

0
0|1 —/1
i—A—1 }{AgAgxl

Abbildung 1.29: Skizze: Aufstellen der Rekursionsgleichung

Wie man leicht sieht, gilt:

Somit kann man die einzelnen Summen effizient berechnen, wenn fiir alle i € [0 : n]
die folgenden Summen bekannt sind: A(i) := Z; | @;. Berechnet man die Werte A(7)
fiir 7 € [0 : n] vorab, so lisst sich jeder Eintrag der Tabelle S in Zeit O(A—)A) = O(n)
berechnen. Falls die Summen zu grofl werden sollten, kann man diese auch fiir einige

jeweils kleinere Teilbereiche ermitteln.

Die Gesamtlaufzeit betrigt somit O(n2/A(X — A)) < O(n?(\ — ) < O(n?). In der
Praxis sind die Schranken A und X allerdings so nah beieinander, so dass A—\ = O(1)
gilt und somit die Laufzeit bei O((A — A)n?) = O(n?) bleibt. Gilt (A — A) = O(}),
so bleibt es auch bei einer Laufzeit von O(n?).

Theorem 1.18 Das BAMSS-Problem ldsst sich in Zeit O(n?/\- (X — ))) ldsen.
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28 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

Wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden, kénnen wir das Problem auch effi-
zienter 16sen. Die vorhergehende Losung hat den Vorteil dass man auch die Maxi-
malanzahl der Teilfolgen einer Losung beschréanken kann, was durchaus biologisch
sinnvoll sein kann.

1.3.3 Effiziente L6sung mittels Dynamischer Programmierung

Wir definieren jetzt folgende Tabelle S fiir ¢ € [0 : n] wie folgt:

S(i) == max{isj~aj cs e Seq(i,k) Nk e [O:n]}

Wir miissen also in diesem Fall S(i) fiir alle Werte ¢ € [0 : n] berechnen, wobei
max () = max{} = —oo (entspricht dem neutralem Element) gilt.

Fiir diese Tabelle S lésst sich die folgende Rekursionsgleichung aufstellen:
S(i) = 0 firie[-1:A-1],
MY SE—A-1D)+ X a °

j=i—A+1

A € [A:min{i, \}]

Die Korrektheit der Rekursionsgleichung ergibt sich wie vorher. Fiir eine einfa-

chere Angabe der Rekursionsgleichung benttigen wir auch hier noch die Definition
S(—1) =0.

Die Gesamtlaufzeit betriigt somit O(n(X — A)) < O(n?). In der Praxis sind die
Schranken A und A allerdings so nah beieinander, so dass A — A = O(1) gilt und
somit die Laufzeit bei O((A — A\)n) = O(n) bleibt.

Theorem 1.19 Das BAMSS-Problem lisst sich in Zeit O(n(X — X)) ldsen.

1.4 Bounded Maximal Scoring Subsequence (*)

Jetzt wollen wir nur eine langenbeschrinkte Maximal Scoring Subsequence finden.
Man beachte, dass diese kein Teil der Lésung aus dem Problem des vorherigen
Abschnittes sein muss! Wir werden zunéichst nur eine obere Léngenbeschréinkung fiir
die gesuchte Folge betrachten. Eine Hinzunahme einer unteren Léngenbeschrankung
ist nicht weiter schwierig und wird in den Ubungen behandelt.
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1.4.1 Problemstellung

Wir formalisieren zunéchst die Problemstellung.

BOUNDED MAXIMAL SCORING SUBSEQUENCE (BMSS)

Eingabe: Eine Folge (a4, ...,a,) € R" und A € N.

Gesucht: Eine (zusammenhéngende) Teilfolge (a;,...,a;) mit j —i+1 < A, die

o (i, j) maximiert, wobei o (i, j) = > 7_; as.

1.4.2 Links-Negativitat

Um einer effizienten Losung des Problems néher zu kommen, bendtigen wir zuerst
den Begriff der Links-Negativitit und einer minimalen linksnegativen Partition einer
reellen Folge.

Definition 1.20 Fine Folge a = (ay, ..., a,) € R™ reeller Zahlen heifit linksnegativ,
k .
wenn Y, a; <0 fir allek €[1:n—1].

Eine Partition a = Ay --- Ay der Folge a heifit minimal linksnegativ, wenn fir alle
i €[1:k] A; linksnegativ ist und o(A;) > 0 fir alle i € [1 : k — 1] ist.

Beispiele:

1.) (—1,1,-3,1,1,3) ist linksnegativ,

2.) (2,-3,-4,5,3,—-3) ist nicht linksnegativ.
Die Partition (2)(—3, —4,5,3)(—3) ist eine minimal linksnegative.

Lemma 1.21 Jede Folge a = (ay, . ..,a,) € R ldsst sich eindeutig in eine minimal
linksnegative Partition zerlegen.

Beweis: Wir fiihren den Beweis durch Induktion iiber n.
Induktionsanfang (n = 1): Dies folgt unmittelbar aus der Definition.

Induktionsschritt (n — n + 1): Betrachte o’ = (ag,a1,...,a,) und sei dann
a = (ay,...,a,). Nach Induktionsvoraussetzung sei a = A;--- Ay die(!) minimal
linksnegative Partition von a.
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Fall 1 (ap > 0): Indem wir ag einfach als Segment an die minimal linksnegative
Partition von a voranstellen, erhalten wir eine minimal linksnegative Partition fiir

d = (ag) - Ay - Ay

Fall 2 (ap < 0): Wéhle ein minimales ¢ mit

ao‘f‘ZO'(Aj) > 0.
j=1

Dann ist ((ag) - Ay -+ A;) - Ajr1 -+ - Ay eine minimal linksnegative Partition. Hierzu
geniigt es zu zeigen, dass (ag) - Ay - - - A; linksnegativ ist. Nach Konstruktion gilt
o((ag)-Ay -~ Ay) < Ofiir j € [1:49—1]. Auch fiir jedes echte Prifix (ag)-A; - - - A;j_1- A
davon muss o((ag) - Ay -+ Aj_1 - A}) < 0 sein, da sonst bereits o(A4}) > 0 gewesen
sein miisste. Dies kann nicht der Fall sein, da A; linksnegativ ist, weil A; - -- A eine
minimale linksnegative Partition von a ist.

Der Beweis der Eindeutigkeit sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. [

Im Folgenden ist die Notation fiir die minimale linksnegative Partition der Suffixe
der untersuchten Folge hilfreich.

Notation 1.22 Sei a = (ay,...,a,) € R". Jedes Suffiz o) = (as,...,a,) von a
besitzt dann die eindeutige minimal linksnegative Partition a® = A" .. ~A,(;Z_).

Basierend auf dieser Notation lassen sich linksnegative Zeiger definieren.

Definition 1.23 Seia = (aq,...,a,) € R" eine reelle Folge und fiir jedes Suffiz ab
Position i sei a® = Agl) .. .A,(C? die zugehorige minimale linksnegative Partition. Sei

weiter Aﬁ“ = (@i - .., ap)), dann heif$t p(i) der linksnegative Zeiger von i.

Bemerkungen:

o Ist a; > 0, dann ist p(i) = 1.

o Ist a; <0, dann ist p(i) > i fiir i <n und p(n) = n.
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1.4.3 Algorithmus zur Lésung des BMSS-Problems

Wie helfen uns minimale linksnegative Partitionen bei der Losung des Problems?
Wenn wir eine Teilfolge ¢’ = (a;, ..., a;) als Kandidaten fiir eine langenbeschrénkte
MSS gefunden haben, dann erhalten wir den néchstléngeren Kandidaten durch das
Anhéngen der Teilfolge (aj11, ..., ap;41)). Nach Definition hétte jedes kiirzere Stiick
einen nichtpositiven Score und wiirde uns nicht weiter helfen. Wir miissen dann nur
noch priifen, ob die obere Lingenbeschrankung eingehalten wird. Dies ist in der
folgenden Abbildung 1.30 veranschaulicht.

Abbildung 1.30: Skizze: Verldngerung einer maximal Scoring Subsequence

Mit Hilfe der linksnegativen Zeiger kénnen wir das Problem mit dem in Abbil-
dung 1.31 angegebenen Algorithmus leicht 16sen. Wir versuchen hier ab jeder Posi-
tion ¢ € [1 : n| eine Maximal Scoring Subsequence der Linge hochstens A zu finden.

BMSS (real al], int n, \)
begin
// score and position of current mss
int ms:=0, mi:=1, mj:=0;
inti:=1, j:=0; /* (a;...,a;) is current candidate subsequence */
for (i :=1;1 <n;i++) do

while ((a; <0) && (i <n)) do

| o+t
j = max(i,j);

while ((j <n) && (plj+1] <i+ ) && (0(j+1,p(j +1)) >0)) do
j= p(j + 1);

if ( ) > ms) then

mz —’L
.] _.]a
ms-azy

Abbildung 1.31: Algorithmus: Losung das BMSS Problems

end

Version 7.32 Fassung vom 17. Februar 2019



32 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

Fiir die Laufzeit halten wir das Folgende fest. Nach maximal einer konstanten Anzahl
von Operationen wird entweder ¢ oder j erhoht, somit ist die Laufzeit O(n).

Wir haben jedoch die linksnegativen Zeiger noch nicht berechnet. Wir durchlaufen
dazu die Folge vom Ende zum Anfang hin. Treffen wir auf ein Element a; > 0,
dann sind wir fertig. Andernfalls verschmelzen wir das Element mit den folgenden
Segmenten, bis das neu entstehende Segment einen positiven Score erhilt. Dies ist
in der folgenden Abbildung 1.32 illustriert, wobei nach dem Verschmelzen mit AE»Z)
das Segment ab Position ¢ einen positiven Score erhélt.

i Ag”l) A§i+1) Al(ffl)

7

a | ] | ]

verschmelzen

Abbildung 1.32: Skizze: Verschmelzen eines Elements mit Segmenten

Wir kénnen diese Idee in den in Abbildung 1.33 angegebenen Algorithmus umsetzen,
wobei s(7) := o(i, p(i)) bezeichnet.

compute_left_negative_pointer (real af], int n)

begin

int 7, p[n], sn;

for (i:=n;i>0;i—) do
(i) :=i;

end

Abbildung 1.33: Algorithmus: Berechnung linksnegativer Zeiger durch Verschmelzen
von Segmenten

Eine simple Laufzeit- Abschéitzung ergibt, das die Laufzeit im schlimmsten Fall O(n?)
betragt. Mit einer geschickteren Analyse konnen wir jedoch wiederum eine lineare
Laufzeit zeigen. Es wird pro Iteration maximal ein neues Segment generiert. In
jeder inneren 'while-Schleife’ wird ein Segment eliminiert. Es miissen mindestens so
viele Segmente generiert wie geloscht (= verschmolzen) werden. Da nur n Segmente
generiert werden, kénnen auch nur n Segmente geloscht werden und somit ist die
Laufzeit O(n). Halten wir das Resultat im folgenden Satz fest.
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Theorem 1.24 Sei a = (ay,...,a,) € R" eine Folge reeller Zahlen und A € N.

Dann ldsst sich eine Mazimal Scoring Subsequence der Ldnge hdchstens \ in Zeit
O(n) finden.

Es gilt sogar der folgende Satz.

Theorem 1.25 Seia = (ay,...,a,) € R" eine Folge reeller Zahlen und A < X € N.
Dann lisst sich eine Mazimal Scoring Subsequence der Linge mindestens A und
hochstens X in Zeit O(n) finden.

Beweis: Der Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. [

1.5 Maximal Average Scoring Subsequence (*)

Jetzt wollen wir eine Teilfolge finden, deren Mittelwert (gemittelt iiber die Lénge)
maximal ist.

1.5.1 Problemstellung

Bevor wir zur Formalisierung des Problems kommen, fithren wir zunéchst noch einige
abkiirzende Notationen ein, die uns bei der Formulierung und dann auch bei der
Losung helfen werden.

Notation 1.26 Seia = (ay,...,a,) € R", dann ist

j . .
i 3 8 S . o1,
o(i,j) =) ar,  Li5)=j—i+1,  pli,j):= (.3)
k=i

Damit lasst sich nun das Problem formalisieren.

MAXIMAL AVERAGE SCORING SUBSEQUENCE (MASS)

Eingabe: Eine Folge a = (aq,...,a,) € R", A € N.
Gesucht: Eine (zusammenhéngende) Teilfolge (a;,...,a;) mit £(i,5) > A, die
w(i, j) maximiert, d.h. p(i, j) = max{u(s,j') | 7/ >+ X —1}.
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Wozu haben wir hier noch die untere Schranke A eingefiithrt? Ansonsten wird das
Problem trivial, denn dann ist das maximale Element, interpretiert als eine ein-
elementige Folge, die gesuchte Losung!

1.5.2 Rechtsschiefe Folgen und fallend rechtsschiefe Partitionen

Zur Losung des Problems benotigen wir den Begriff einer rechtsschiefen Folge sowie
einer fallend rechtsschiefen Partition.

Definition 1.27 FEine Folge a = (a4, ..., a,) € R™ heif$t rechtsschief, wenn fir alle
i€ [l:n—1) gilt: p(1,47) < p(i +1,n).

FEine Partition a = Ay --- A von a heifit fallend rechtsschief, wenn jedes Segment
A; rechtsschief ist und p(A;) > p(A;) firi < j gilt.

Anschaulich heiit eine Folge a = (ay,...,a,) also rechtsschief, wenn der Durch-
schnittswert jedes echten Prifix (aq,...,a;) kleiner gleich dem Durchschnittswert
des korrespondierenden Suffixes (a1, ..., a,) ist.

Lemma 1.28 Seien a € R" und b € R™ zwei reelle Folgen mit p(a) < wu(b). Dann
gilt p(a) < p(ab) < u(b) (ab sei die konkatenierte Folge).

Beweis: Es gilt:

p(ab) =

p(ab) =
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und zum anderen (da p(a) < p(b) ist)

pi(ab) =

((ab)
L b -Ha) + u(b) - £b)
((ab)
b - (E(@) + (b))
{(ab)
= u(b).
Damit ist die Behauptung gezeigt. [

Korollar 1.29 Seien a € R" und b € R™ zwei reelle Folgen mit p(a) < p(b). Dann
gilt p(a) < p(ab) < pu(d).

Beweis: Gilt p(a) < u(b), so ist es gerade die stérkere Aussage des vorherigen
Lemmas. Gilt p(a) = u(b), so gilt trivialerweise p(a) = p(ab) = u(b). |

Aus dem Beweis des vorherigen Lemmas folgt sofort auch das folgende Korollar.

Korollar 1.30 Seien a € R" und b € R™ zwei reelle Folgen mit p(a) > p(b). Dann
gilt p(a) > p(ab) > pu(b).

Lemma 1.31 Seien a € R” und b € R™ zwei rechtsschiefe Folgen mit u(a) < u(b).
Dann ist auch die Folge ab rechtsschief.

Beweis: Sei p ein beliebiges Prifix von ab. Es ist zu zeigen, dass u(p) < u(q) ist,
wobei ¢ das zu p korrespondierende Suffix in ab ist, d.h. ab = pq.

Fall 1: Sei p = a. Dann gilt p(a) < p(b) nach Voraussetzung, und die Behauptung
ist erfiillt, da ¢ = b ist.

Fall 2: Sei jetzt p ein echtes Prifix von a, d.h. a = pa’. Da a eine rechtsschiefe Folge
ist, gilt pu(p) < p(a’). Mit dem vorherigen Korollar gilt dann:

w(p) < p(pa’) < p(a).

Somit ist p(p) < p(a) < p(b).
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Mit i(p) < p(a’) und p(p) < p(b), folgt

ulp) = (@)

Fall 3: Sei p = ab mit b = b'b”. Mit dem vorherigen Korollar folgt, da b = b'b”
rechtsschief ist:
(V) < p(Q) < p(d").
=b
Somit gilt p(a) < p(b) < p(b”). Also gilt mit p(a) < p(d”) und p') < p(b”):

u(p) = plab)
o(a)+ (V)
l(al)
l(a)p(a) + L") u(b')
l(ab’)
Ula)pu(b”) + L) p(b")
((al)

Damit ist das Lemma bewiesen. ]

Lemma 1.32 Jede Folge a = (ay,...,a,) € R" besitzt eine eindeutige fallend
rechtsschiefe Partition.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber n.
Induktionsanfang (n = 1): Klar, nach Definition.

Induktionsschritt (n — n 4 1): Wir betrachten eine Folge (a4, ..., an, ay,41). Sei
weiter Aj - - - Ay die fallend rechtsschiefe Partition von (ay,...,a,).
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Gilt pu(Ag) > any1 = plans1), dann ist Ag--- Ay - (a,41) eine neue rechtsschiefe
Partition.

Andernfalls bestimmen wir ein maximales ¢ mit p(A;—1) > pu(A; - - - Ag-(ap41)). Dann
behaupten wir, dass die neue Partition Ay -+ A; 1 - (A; -+ A - (any1)) eine fallend
rechtsschiefe ist.

Nach Definition ist (a,1) rechtsschief. Nach dem vorherigen Lemma 1.31 und der
Wahl von 7 ist dann auch Ay - (a,41) rechtsschief. Weiter gilt allgemein fir j > i,
dass A;--- A - (ans1) rechtsschief ist. Somit ist auch A, --- Ay - (an+1) rechtsschief.

Nach Konstruktion ist also die jeweils konstruierte Partition eine fallend rechtsschiefe
Partition.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Nehmen wir an, es gibe zwei verschiedene
fallend rechtsschiefe Partitionen. Betrachten wir, wie in der folgenden Abbildung 1.34
skizziert, die jeweils linkesten Teilfolgen in ihren Partition, in denen sich die beiden
Partitionen unterscheiden.

vy Py
a Y z PQ
Y |y//; Py

Abbildung 1.34: Skizze: Beweis der Eindeutigkeit der rechtsschiefen Partition

Betrachten wir zuerst den Fall Py gegen P». Sei zuerst z = €. Dann gilt u(x) > pu(y),
da P, eine fallend rechtsschiefe Partition ist. Da zy in P; rechtsschief ist, gilt
w(x) < p(y) und wir erhalten den gewiinschten Widerspruch.

Sei nun z # e. Da yz nach der Partition P, rechtsschief ist, gilt pu(y) < p(z). Mit
Korollar 1.29 folgt, dass u(y) < p(yz) < p(z).

Nach Wahl der fallend rechtsschiefen Partition P, gilt u(x) > u(yz). Wie wir eben
gezeigt haben, gilt auch p(yz) > p(y). Damit ist p(z) > p(y) und somit ist xy nicht
rechtsschief. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass P; eine fallend rechtsschiefe
Partition ist.

Es bleibt noch der Fall P, gegen P; zu betrachten. Nach P gilt u(z) < u(y) und

1,1

nach Ps gilt p(z) > p(y'). Also gilt u(y) > u(y’). Sei y” so gewéhlt, dass y = y'y

Version 7.32 Fassung vom 17. Februar 2019



38 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

und sei weiter y = y’- Y5 - - - Y}, eine fallende rechtsschiefe Partition von y, die sich aus
P5 bzw. dem ersten Teil des Beweises ergibt. Dann gilt pu(y') > u(Y2) > -+ > u(Yy).
Dann muss aber u(y') > p(y”) sein. Somit gilt u(y) > wp(y') > w(y”), was ein
offensichtlicher Widerspruch ist. [

1.5.3 Algorithmus zur Konstruktion rechtsschiefer Zeiger

Kommen wir nun zu einem Algorithmus, der die fallend rechtsschiefe Partition zu
einer gegebenen Folge konstruiert. Zuerst benétigen wir noch einige Notationen.

Notation 1.33 Sei a = (ay,...,a,) € R*. Jedes Suffiz o) = (a;,...,a,) von a
besitzt eine eindeutige fallend rechtsschiefe Partition: a® = Aﬁ” = -AX).

Damit kénnen wir die so genannten rechtsschiefen Zeiger definieren.

Definition 1.34 Sei: Aﬁi) = (ai,...,ap3)), dann heifst p(i) der rechtsschiefe Zei-
ger von i.

Fiir den folgenden Algorithmus bendtigen wir noch die folgenden vereinfachenden
Notationen.

Notation 1.35 Im Folgenden verwenden wir der Finfachheit halber die beiden fol-
genden Abkiirzungen:

s(i) = o(i,p(i)),
06) = 06, p(i)) = p(d) — i+ 1.

Fiir die Konstruktion der rechtsschiefen Zeiger arbeiten wir uns wieder vom Ende
zum Anfang durch die gegebene Folge durch. Fiir ein neu betrachtetes Element set-
zen wir zunéchst die rechtsschiefe Folge auf diese einelementige Folge. Ist nun der

a ] ] | |
/ /N

i p(i) p(i) +1 p(p(i) +1)

Abbildung 1.35: Skizze: Verschmelzen von Segmenten
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Mittelwert des aktuell betrachten Segments kleiner gleich dem Mittelwert des folgen-
den Segments, so verschmelzen wir diese beiden und betrachten dieses neue Segment
als das aktuelle. Andernfalls haben wir die Eigenschaft einer fallend rechtsschiefen
Partition sichergestellt. Dies ist in der Abbildung 1.35 schematisch dargestellt.

Da diese eindeutig ist, erhalten wir zum Schluss die gewiinschte fallend rechtsschiefe
Partition samt aller rechtsschiefer Zeiger. Somit konnen wir den in Abbildung 1.36
angegebenen Algorithmus zur Konstruktion rechtsschiefer Zeiger formalisieren.

compute_rightskew_pointer (real a[], int n)

begin
for (i:=n;i>0;i--) do
p(i) =1
s(i) = a;;
(i) =1,

end

Abbildung 1.36: Algorithmus: Rechtsschiefe Zeiger

Lemma 1.36 Die rechtsschiefen Zeiger lassen sich in Zeit O(n) berechnen.

Beweis: Analog zum Beweis der Laufzeit des Algorithmus zur Konstruktion links-
negativer Zeiger. [

1.5.4 Elementare Eigenschaften von MASS

Bevor wir zur Bestimmung von Teilfolgen vorgegebener Mindestlinge mit einem
maximalem Mittelwert kommen, werden wir erst noch ein paar fundamentale Eigen-
schaften festhalten.

Lemma 1.37 Seia = (a1,...,a,) € R und (a;, ..., a;) eine kiirzeste Teilfolge von
a der Linge mindestens A, die deren Average Score u(i,j) maximiert. Dann gilt
Ui,j)=j—i+1<2x—1.
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Beweis: Der Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. [

Lemma 1.38 Seien a € R", b € R™ und c € R¥ drei reelle Folgen, die die Bezie-
hung p(a) < p(b) < p(c) erfillen. Dann gilt p(ab) < p(abe).

Zunéchst geben wir ein Gegenbeispiel an, um zu zeigen, dass im vorherigen Lemma
die Bedingung p(a) < u(b) notwendig ist. Sei @ = 11, b = 1 und ¢ = 3, dann ist
15

p(ab) = 2 = 6 sowie p(abc) = 2 = 5.

Beweis: Nach Korollar 1.30 gilt p(a) < p(ab) < u(b) < u(c). Somit gilt insbe-
sondere p(ab) < u(c). Nach Korollar 1.30 gilt dann p(ab) < p(abe) < p(c) und das
Lemma ist bewiesen. ]

Lemma 1.39 Seien a = (ay,...,a,) € R* und p € R® und sei A, --- A, die fallend
rechtsschiefe Partition von a. Sei weiter m mazximal gewdhlt, so dass

pp-Ar---Ay) =max{u(p-A1---A4;) | i €[0:kl]}.

Es gilt genau dann p(p - Ay -+ A;) > p(Aiv1), wenn i > m gilt.

Beweis: =>: Seiiso gewihlt, dass pu(p- Ay -+ A;) > u(Aiq) gilt. Da Ay - -+ Ay die
fallend rechtsschiefe Partition von a ist, gilt pu(A;) > u(As) > -+ > p(Ag). Dann
gilt auch p(p- Ay -+ A;) > p(Aiv1) > p(Aipe) > - -+ > p(Ag). Nach Korollar 1.30 gilt
dann p(p- Ay -+ A;) > p(p-Ar--- Aip1) > p(Aipr) > -+ > p(Ag). Mit Korollar 1.30
gilt also auch pu(p - Ay---A;) > p(p- Ar---A;) > p(4;) > - > p(Ay) fir alle
J € [i : k]. Aufgrund der Definition von m muss also ¢ > m gelten.

<: Zum Beweis der Behauptung unterscheiden wir die folgenden beiden Félle, je
nachdem, ob p(p - Ay -+ Ap) > p(Apsr) oder ob p(p- Ay -+ Ap) < p(Apa) gilt.

Fall 1: Es gilt u(p- A1 -+ Ay) > p(Ami1) > p(Apge) > -+ > p(Ag). Korollar 1.30
liefert p(p - A1+ Ams1) > p(Ami1) > p(Apmya) > -+ > p(Ag). Nach wiederhol-
ter Anwendung von Korollar 1.30 gilt dann fiir j € [1 : k — m] natiirlich auch
w(p - A Apgg) > (Amag) > plAmgga) > - > p(Ag). Also gilt fiir @ > m
pup - Ay Ap) > p(A;) > p(Aigr) > - -+ > p(Ag) und somit die Behauptung.

Fall 2: Es gilt pu(p- A1---A,) < p(Apg1). Nach Korollar 1.29 gilt nun aller-
dings pu(p - A1+ Ap) < ulp- Ay Apy1) < p(Apy). Aufgrund der Wahl von
m (das Maximum von pu(p - A;---A;) wird fir ¢ = m angenommen) gilt dann
w(p-Ar---Ap) =pu(p- Ay -+ Apy). Daraus ergibt sich ein Widerspruch zur Maxi-
malitdt von m. Damit ist die Behauptung des Lemmas gezeigt. [
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1.5.5 Ein Algorithmus fiir MASS

Somit kénnen wir einen Algorithmus zur Losung unseres Problems angeben, der im
Wesentlichen auf Lemma 1.39 basiert. Wir laufen von links nach rechts durch die
Folge, und versuchen, ab Position ¢ die optimale Sequenz mit maximalem Mittel-
wert zu finden. Nach Voraussetzung hat diese mindestens die Linge A und nach
Lemma 1.37 auch hochstens die Léange 2\ — 1. Dies ist in Abbildung 1.37 illustriert.

i j=i+A-=1 pG+1)  plp(G+1)+1)
\ / N
a L » 111 I |

|<—»1/\_/ \/

P+ 1)

Abbildung 1.37: Skizze: Auffinden der optimalen Teilfolge

Ein einfacher Algorithmus wiirde jetzt alle moéglichen Léngen aus dem Intervall
[A : 2X\ — 1] ausprobieren. Der folgende, in Abbildung 1.38 angegebene Algorith-
mus wiirde dies tun, wenn die Prozedur locate geeignet implementiert wére, wobei
locate einfach die Lénge einer optimalen Teilfolge zuriickgibt. Wiirden wir locate
mittels einer linearen Suche implementieren, so wiirden wir einen Laufzeit von

O(n)) = O(n?) erhalten.

MASS (real a[], int n, \)

begin
int mi 1= 1;
int mj 1= \;

int mm =: pu(mi, mj);

for (7 :=1;i < n;i++) do

Ji=1+A—1;

if (u(i,j) < p(j+1,p(j +1))) then
| j:=locate(,j);

if (u(i,7) > mm) then

mi =1
mj = j;
mm = p(mi, mj);

end

Abbildung 1.38: Algorithmus: MASS
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Abbildung 1.39: Skizze: Definition der Werte ;)

Mit Hilfe von Lemma 1.39 kénnen wir aber auch geschickter vorgehen. Das Lemma
besagt namlich, dass wenn wir rechts vom optimalen Schnitt sind, der Mittelwert
grofer als der des folgenden Segments ist. Links vom Optimum gilt, dass der Wert
kleiner als der Mittelwert vom folgenden Segment ist. Somit konnten wir hier eine
binére Suche ausnutzen.

Allerdings kennen wir die Grenzen der Segmente nicht explizit, sondern nur als
lineare Liste iiber die rechtsschiefen Zeiger. Daher konstruieren wir uns zu den
rechtsschiefen Zeiger noch solche, die nicht nur auf das néchste Segment, sondern
auch auf das 2*-te folgende Segment angibt. Dafiir definieren wir erst einmal formal
die Anfinge der nichsten 2¥-ten Segment sowie die darauf basierenden iterierten
rechtsschiefen Zeiger wie folgt:

i =g

i = min{p(G*7Y +1),n},
PO = p),
PG = min{p" D (E*Y @) +1),n}

Hierbei gibt p*) (i) das Ende nach 2¥ Segmenten an. Dies ist in folgenden Abbildun-
gen illustriert, in Abbildung 1.39 die Definition von j©) und in Abbildung 1.40 die
Definition von p().

p
p(l)(' ) immer in 2er Potenzen
)

Abbildung 1.40: Skizze: Definition der Werte p*)
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Definition 1.40 Sei a = (ay,...,a,) € R™ eine reelle Folge und p(-) die zugehiri-
gen rechtsschiefen Zeiger. Der k-te iterierte rechtsschiefe Zeiger p*) (i) ist rekursiv
definiert durch p® (i) := min{p* =V (p*= () + 1), n} und p© (i) := p(7).

Diese iterierten rechtsschiefen Zeiger lassen sich aus den rechtsschiefen Zeigern in
Zeit O(log(\)) berechnen, da wir ja maximal die 2)-iterierten rechtsschiefen Zeiger
aufgrund der oberen Langenbeschriankung von 2\ — 1 bendtigen.

Mit Hilfe dieser iterierten rechtsschiefen Zeiger kénnen wir jetzt die binére Suche in
der Prozedur locate wie im folgenden Algorithmus implementieren, der in Abbil-
dung 1.41 angegeben ist. Hierbei ist zu beachten, dass die erste zu testende Position
bei der bindren Suche bei maximal log(2A — 1) — 1 < log(\) liegt.

locate (int i, j)

begin

for (k:=log(\); k> 0; k—) do

if ((j =n) || (u(i,7) > p(+1,p(j +1)))) then
| return j;

if (PP +1)<n)&&

(u(i, P (G + 1)) < pe® (5 +1) +1,p(p® (5 +1) +1)))) then
L j=p®(+1);

if ((j <n) && (u(i,j) < p(i+1,p(j +1)))) then
L J=p(+1);

return j;

end

Abbildung 1.41: Algorithmus: locate(i, j)

Die Strategie der Suche ist noch einmal in der folgenden Abbildung 1.42 illustriert.

i PN
] T
| p® (i +1)
[2k Segmente][ ok Segrrllente

Abbildung 1.42: Skizze: Strategie von locate
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Zusammenfassend erhalten wir das folgende Theorem.

Theorem 1.41 Seia = (ay,...,a,) € R". FEine kiirzeste Teilfolge der Linge min-
destens X mit mazimalem durchschnittlichem Score kann in Zeit O(nlog(\)) gefun-
den werden.

Wir wollen hier noch erwdhnen, dass mittlerweile fiir das MASS-Problem Algorith-
men mit linearer Laufzeit bekannt sind.

1.6 Weighted Maximal Average Scoring Subsequence

In diesem Abschnitt skizzieren wir einen linearen Algorithmus fiir die Bestimmung
einer optimalen Teilfolge beziiglich des Mittelwerts. Dariiber hinaus ist dies sogar
auch fiir einen obere Langenbeschriankung moglich.

1.6.1 Problemstellung

Das Problem lésst sich nun wie folgt in etwas allgemeinerer Fassung formalisieren.

WEIGHTED MAXIMAL AVERAGE SCORING SUBSEQUENCE (WMASS)

Eingabe: Eine Folge a = (ay,...,a,) € R" mit Gewichten w = (wy,...,w,) € N*
und A € N.

Gesucht: Eine (zusammenhéngende) Teilfolge (aj,. .., a;) mit £(3,7) > A, die den
Wert p(i, j) = o(i,7)/¢(i,j) maximiert, wobei o(i,j) = Y 7_, a; und

Setzt man wy = 1 fur alle k € [1 : n| so erhédlt man die Definition aus dem vorheri-
gen Abschnitt bzw. das entsprechende Analogon der ersten Abschnitte. Die Gewichte
miissen keine natiirlichen Zahlen sein, man kann auch positive reelle Zahlen verwen-
den. Auch die Einfiihrung einer oberen Schranke ist moglich, aber der Kiirze wegen

wollen hier nicht ndher darauf eingehen, sondern verweisen auf die Literatur von
Chung und Lu.

Wozu haben wir hier noch die untere Schranke A eingefiihrt? Ansonsten wird das
Problem trivial, denn fiir w; = 1 ist dann das maximale Element, interpretiert als
eine einelementige Folge, die gesuchte Losung! Fiir beliebige Gewichte ist dann das
Element mit dem maximalen relativen Verhéltnis a;/w; die Losung!
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1.6. Weighted Maximal Average Scoring Subsequence (*) 45

Bevor wir zur Bestimmung von Teilfolgen vorgegebener Mindestldnge mit einem
maximalem Mittelwert kommen, werden wir erst noch eine fundamentale Eigenschaft
festhalten.

Lemma 1.42 Sei a = (ay,...,a,) € R* mit w = (1,...,1) und (a;,...,a;) eine
kiirzeste Teilfolge von a der Linge mindestens A, die deren Average Score (i, j)
mazximiert. Dann gilt £(i,7) =j —1+ 1 <2\ —1.

Beweis: Der Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. [

1.6.2 Elementare Eigenschaften

Zuerst halten wir einige fundamentale Eigenschaften iiber den gewichteten Durch-
schnitt von Teilfolgen fest.

Lemma 1.43 Sei (aq,...,a,) € R" eine Folge mit Gewichten (wy,...,w,) € N".
Dann gilt fiir alle x <y < z € [1:n]:

i) e, y) <ply+1,2) & pl@z)<py+lz) < p@y) <uple:z),
i) plz,y) >y +1,2) & wp@e)>py+lz) < wp@y) > z2).

£(z,y)
L(y+1,z2)

Beweis: Es gelte pu(z,y) < p(y+1,2), d.h. o(z,y) < o(y+1,2), dann gilt:

(z.z) = a(x,y)gzxaiy)le,z)

lx,y)o(y+1,2)  oly+1,2)

< Uz, 2)l(y + 1, 2) Uz, z)
oy+1.2) ( lzy)

B Uz, z) (f(y+1,z) +1)

_ oly+1,2) (f(x,y)+€(y+1,z))

Uz, z) Uy +1,2)

_ oly+1,2)
ly+1,2)

= uly+1,z).
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Es gelte u(x,z) < u(ly+1,z2), dh. o(y + 1,2) > %a(m, z), dann gilt:

o(x,z) —o(y+1,2)

p(r,y) =

(z,y)
1 Uy +1,2)o(z,2)
< g (o) - 5 )
_ o(z, 2) (ﬁ(x,z) Uy + 1,2))
Uz, 2) \lz,y)  Lz,y)
_ o(z,z)
Uz, z)
= ,u(:zc,z)
Es gelte u(x,y) < p(zx, z), d.h. o(z, 2) > l(z, z) )) dann gilt:
_ U(l‘,y) E(x,z) —g(l',y)
o = T ()
_ 1 (6(:1:, 2o(x,y) K(x,y)a(x,y))
ly+La) \ lzy) Uz,y)
1
< i ) )
B ( +1,2)
B (y +1,2)
= ply+1.2).
Teil ii) wird vollig analog bewiesen. [

Das folgende Korollar ergibt sich unmittelbar aus dem vorhergenden Lemma.
Korollar 1.44 Sei (ay,...,a,) € R" eine Folge mit Gewichten (w, ...
Dann gilt fir allex <y < z € [1: n]:

i) wa,y) <ply+1,2) & plez) <ply+lz) < pley) < p,z2),

i) po,y) 2 ply+1,2) < pe2)zuy+lz) < w=y) = p,2).

, wy) € N™.

1.6.3 Generischer Algorithmus und seine Korrektheit

In diesem Abschnitt werden wir einen generischen Algorithmus fiir das Problem
vorstellen und seine Korrektheit beweisen. Fiir die Beschreibung des Algorithmus
bendtigen wir noch die folgenden Notationen.
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Notation 1.45 Sei (aq,...,a,) € R"™ eine Folge mit Gewichten (w1, ..., w,) € N*
und A € N, dann ist:

o p(z,y) =max{z € [z :y] : p(z,z) =min{u(z,2’) : ' € [z:y]}};

o jo=min{j € N: ((1,5) > \};

4t
o r; =max{i € N : ((i,j) > \};

it =max {k € [L:r;] : u(k,j) =max{pu(,j) : i €[1:r]}};

e j*=min{j e [l:n] : u(i,j) =max{u(i,j) : j€[jo:n]Aiel:r]}}.

Die Funktion ¢(z,y) liefert die Endposition eines langsten Prifixes von (a,, ..., a,),
die einen minimalen Average Score unter allen Préfixen besitzt. j, beschreibt die
erste Endposition, an der eine Sequenz mit maximalen Average Score enden kann.
Weiter beschreibt r; die gréfite Indexposition 4, die fiir eine Betrachtung der Teil-
folge (i,j) moglich ist, andernfalls wird die untere Schranke A verletzt. Der Wert
i} beschreibt die letztmogliche Startposition einer Teilfolge, die an Position j endet
und den Average Score maximiert. Letztendlich ist j* die Endposition der ersten
Teilfolge, die den Average Score maximiert.

In dem in Abbildung 1.43 angegebenen Algorithmus bestimmen wir fiir jede mogliche
Endposition j den zugehorigen Startwert 7;, der den Average Score maximiert. Dies
wird mithilfe der Prozedur BEST erreicht. Im Folgenden versuchen wir zuerst die
Korrektheit zu beweisen. Im néchsten Abschnitt werden wir dann eine effiziente
Implementierung vorstellen (hier ist ja die Realisierung der Funktion ¢ noch vollig
offen). Wir beweisen zunéchst eine wichtige Eigenschaft der Prozedur BEST.

Lemma 1.46 Fir ( < r < j liefert BEST({,r,j) den grifiten Index i € [¢ : r], der
(i, j) mazimiert.

Beweis: Sei i* = argmax {u(i,j) : i € [(:7]}. Ist das Maximum nicht eindeutig,
so wihlen wir den grofiten Index. Weiter sei 4; := BEST(¢, 1, j).

Wir fithren den Beweis durch Widerspruch, also gilt 7; # ¢*. O.B.d.A nehmen wir
an, dass j der kleinste Index ist, fiir den BEST nicht korrekt ist.

Fall 1 (¢; < 4*): Somit gilt auch i; < r, da i* < r gelten muss. Aufgrund der
while-Schleife im Algorithmus 1.43 gilt, dass p(i;, (5,7 — 1)) > p(i;, j).
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WMASS (real af], real wi], int n, int A)

begin
int opt := 0;
int L :=0;
int R :=0;

it 25,1 1= 1;

for (j := jo; j < n; j++) do

i; = Best(ij_1,7;,7);
if (pu(i;,7) > opt) then
opt =: pu(ij, j);
L :=1j;
= j;
end
Best ({7, j)
begin
int i := ¢,

while ((i <) && (u(i, o(i,r — 1)) < u(i,j))) do
| =i, r—1)+1;
return ¢;
end

Abbildung 1.43: Algorithmus: Generischer Algorithmus fiir WMASS

Da nach Definition von * gilt, dass u(i;,j) < p(i*, j), folgt mit Korollar 1.44:
p(iy, ¥ — 1) < p(iy, 7). Somit gilt insgesamt:

,M(Z],Z* - 1) < ,U(Z],]) < M(ij790<ij7r - 1))
Dies ist offensichtlich ein Widerspruch zur Definition von .
Fall 2 (¢; > 4*): Somit gilt ¢ < r, da sonst ¢ = r und damit * = r = i,.

Da ¢ < rundi; > ¢* > £ gilt, wird die while-Schleife im Algorithmus 1.43 mindestens
einmal durchlaufen (da er ja i; > ¢* > ¢ zuriickliefert). Daher gilt:

Fiell:r]i<rApli,eli,r—1)) <uli,j) A Ni<i* <p(,r—1)+1.
Wenn ¢ = ¢*, folgt mit Korollar 1.44:
p(is (i r = 1)) < p(i*,j) < ple(i®r —1) +1,5).

Dies ist aber ein Widerspruch zur Definition von i*, da @(i*,r — 1) + 1 > i*.
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Also ist im Folgenden ¢ < ¢* und es gilt (aufgrund der Definition von i*):

p(i™,3) > i, j)
Korollar 1.44 auf letzte Ungleichung

da i* — 1 € [i : r — 1] und Defintion von ¢

dai* —1 < (i,r—1)
liefert das Korollar 1.44 auf die letzte Ungleichung
> M(Z*a 90(27 r— 1))

Somit gilt also p(i*, j) > p(i*, ¢(i,7—1)). Korollar 1.44 angewendet auf diese Unglei-
chung liefert

ple(i,r —1) +1,5) > p(i*, j).

Da i* < p(i,r — 1) 4+ 1 gilt, ist das ein Widerspruch zur Definition von i*. |

Basierend auf dem letzten Lemma zeigen wir jetzt die Korrektheit des generischen
Algorithmus.

Theorem 1.47 Algorithmus WMASS st korrekt.

Beweis: Da der Algorithmus WMASS alle méglichen j € [jo : n] durchprobiert
und fiir j = j* als Ergebnis ¢; liefert, geniigt es zu zeigen, dass i« = ij..

Fall 1 (j* = jo): Daij,_1 = 1, gilt aufgrund des Algorithmus i;, = BEST(1, r}, jo).
Da jo = j* € [1 : 1;] sein muss, folgt aus Lemma 1.46 die Korrektheit.

Fall 2 (5* > jo): Irgendwann erfolgt im Laufe des Algorithmus WMASS der Auf-
ruf BEST(4, 1,7+, j*). Wegen Lemma 1.46 geniigt es also zu zeigen, dass 7. _; < i}..

Dies zeigen wir durch einen Widerspruchsbeweis. Sei im Folgenden fiir j € [jy : n]
wieder i; := BEST(7;_1,7;, j). Wir nehmen also an, dass ein j € [jo : j* — 1] existiert

mit 151 < Zj* < 5.

Zunichst gilt aufgrund der Definition von j* und i}. < ij, dass u(i}., j*) > p(iz, j*).
Mit dem Lemma 1.43 folgt dann
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Mit 4;_1 <4} < i; <r; und dem Lemma 1.46 folgt:
w(iz,j) > pl(i., 5)
mit Korollar 1.44 auf die letzte Ungleichung
plije 15 = 1)
wegen der Ungleichung (1.1)
> (i, J7)-

Das ist aber ein Widerspruch zur Definition von j*. [

v

Wir wollen noch kurz die Laufzeit des generischen Algorithmus analysieren, vor-
ausgesetzt, dass die Funktion ¢ in konstanter Zeit bestimmt werden kann. In der
Schleife wird fiir j das Intervall [i;_; : i;] durchlaufen. Fiir j + 1 anschliefend das
Intervall [z; : 4;41]. Somit ist die Laufzeit aller BEST-Aufrufe im worst-case propor-
tional zur Anzahl der Elemente in (J;_; [i;-1 : 4;] = [1 : n]. Da aber nur die Elemente
t; dabei mehrfach vorkommen kénnen und beim mehrmaligen Vorkommen jeweils j
inkrementiert wird, ist die Laufzeit im worst-case linear und wir haben das folgende
Lemma bewiesen.

Lemma 1.48 WMASS kann in linearer Zeit gelost werden, vorausgesetzt, die
Funktion ¢ kann in konstanter Zeit berechnet werden.

1.6.4 Linksschiefe Folgen und steigend linksschiefe Partitionen

Zur Losung des Problems miissen wir nur noch zeigen, wie sich die Funktion ¢
effizient berechnen lédsst. Hierzu bendtigen wir den Begriff einer linksschiefen Folge
sowie einer steigend linksschiefen Partition.

Definition 1.49 FEine Folge (aq,...,a,) € R™ mit Gewichten (wy,...,w,) € N”
heifft linksschief, wenn fir alle i € [1:n — 1] gilt: p(1,3) > p(i + 1, n).

Fine Partition a = Ay - -+ Ag von a = (ay,...,a,) heifst steigend linksschief, wenn
jedes Segment A; linksschief ist und p(A;) < p(A;) fir alle i < j gilt.

Anschaulich heifit eine Folge a = (aq,...,a,) also linksschief, wenn der Durch-
schnittswert jedes echten Préfix (aq,...,a;) grofer gleich dem Durchschnittswert
des korrespondierenden Suffixes (a1, ..., a,) ist.

Lemma 1.50 Sei a € R" bzw. b € R™ mit Gewicht w € N bzw. w' € N™ jeweils
eine linksschiefe Folge mit u(a) > wu(b). Dann ist auch die Folge ab mit Gewicht ww'
linksschief.
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Beweis: Sei p ein beliebiges Prifix von ab. Es ist zu zeigen, dass u(p) > u(q) ist,
wobei ¢ das zu p korrespondierende Suffix in ab ist, d.h. ab = pq.

Fall 1: Sei p = a. Dann gilt p(a) > p(b) nach Voraussetzung, und die Behauptung
ist erfiillt, da ¢ = b ist.

Fall 2: Sei jetzt p ein echtes Préfix von a, d.h. a = pa’. Da a eine linksschiefe Folge
ist, gilt u(p) > p(a’). Mit dem Korollar 1.44 gilt dann:

pu(p) > ppa’) > p(a’).
Somit ist p(p) > p(a) > u(b).
Mit u(p) = p(a’) und p(p) = pu(b), folgt

uwp) =

v

=

Fall 3: Sei p = ab’ mit b = b'q. Mit dem Korollar 1.44 folgt, da b = b'q linksschief
ist:

(b = u(\b_’g) > pu(q)-
Somit gilt yu(a) > p(b) = p(g). Also gilt mit u(a) > p(g) und p(b') = p(q):
plp) = plab’)

(abt/
(ab’)
o(a)+o(b)

l(alt!
l(a)p(a) + (V) (V')

Q

~—

~

~—

Damit ist das Lemma bewiesen. ]
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Lemma 1.51 Jede Folge a € R™ mit Gewichten w € N" besitzt eine eindeutig
steigend linksschiefe Partition.

Beweis: Wir fiihren den Beweis durch Induktion iiber n.
Induktionsanfang (n = 1): Klar, nach Definition.

Induktionsschritt (n — n + 1): Wir betrachten eine Folge (a1, ..., a,, a,11). Sei
weiter A - - Ay die steigend linksschiefe Partition von (aq, ..., a,).

Gilt u(Ag) < apy1/wn1 = p(any1), dann ist Ay - - Ay - (ap41) eine neue steigend
linksschiefe Partition.

Andernfalls bestimmen wir ein maximales ¢ mit p(A;—1) < pu(A; - -+ Ag-(ap41)). Dann
behaupten wir, dass die neue Partition Ay -+ A; 1+ (A; -+ Ag - (ay41)) eine steigend
linksschiefe ist.

Nach Definition ist (a,1) linksschief. Nach dem vorherigen Lemma 1.50 und der
Wahl von i ist dann auch Ay - (a,,11) linksschief. Weiter gilt allgemein fiir j > 4, dass
Aj - A - (any1) linksschief ist. Somit ist auch A; - - - Ay - (@p4+1) linksschief.

Nach Konstruktion ist also die jeweils konstruierte Partition eine steigend links-
schiefe Partition.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Nehmen wir an, es gébe zwei verschie-
dene steigend linksschiefe Partitionen. Betrachten wir, wie in der folgenden Abbil-
dung 1.44 skizziert, die jeweils linkesten Teilfolgen in ihren Partition, in denen sich
die beiden Partitionen unterscheiden.

a r Yy | P
2 Py
v [y P

o

Abbildung 1.44: Skizze: Beweis der Eindeutigkeit der linksschiefen Partition

Betrachten wir zuerst den Fall Py gegen P, Sei zuerst z = e. Dann gilt u(x) < p(y),
da P, eine steigend linksschiefe Partition ist. Da xy in P, linksschief ist, gilt weiterhin
w(x) > p(y) und wir erhalten den gewiinschten Widerspruch.
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Sei nun z # €. Da yz nach der Partition P, linksschief ist, gilt p(y) > p(z). Mit
Korollar 1.44 folgt, dass pu(y) > u(yz) > u(z).

Nach Wahl der steigend linksschiefen Partition P gilt p(z) < p(yz). Wie wir eben
gezeigt haben, gilt auch p(yz) < p(y). Damit ist p(z) < p(y) und somit ist zy nicht
linksschief. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass P; eine steigend linksschiefe
Partition ist.

Es bleibt noch der Fall P; gegen P3 zu betrachten. Nach P; gilt pu(x) > u(y) und
nach Py gilt p(z) < u(y'). Also gilt pu(y) < u(y'). Sei y” so gewéhlt, dass y = y'y”
und sei weiter y = 3y’ - Y5 - - - Y}, eine steigend linksschiefe Partition von ¥, die sich aus
Py ergibt. Dann gilt u(y') < p(Ys) < --- < p(Yy). Dann muss aber p(y’) < p(y”)

sein. Somit gilt u(y) < p(y') < p(y”), was ein offensichtlicher Widerspruch ist. ®

Wir merken noch an, dass sich aus diesem Beweis unmittelbar ein Konstruktions-
algorithmus fiir die steigende linksschiefe Partition einer gegebenen gewichteten
Folge ergibt. Die Laufzeit ist auch hier wieder linear in der Lange der Folge.

Korollar 1.52 Fiir eine Folge a € R™ mit Gewichten w € N" kann thre steigend
linksschiefe Partition in Zeit O(n) berechnet werden.

Beweis: Wir miissen nur die Laufzeit beweisen. Fiir jedes neues Folgenglied a;
wird ein neues Segment generiert. Die Anzahl der bendtigten Verschmelzungen kann
insgesamt nicht grofer als die Anzahl der insgesamt generierten Segmente sein. Da
diese O(n) ist, kann es auch nur O(n) Verschmelzungen geben und somit ist die
Gesamtlaufzeit linear. ]

Das folgende Lemma zeigt, wie uns die steigende linksschiefe Partition fiir die Berech-
nung der Funktion ¢ in den benétigten Féllen hilft.

Lemma 1.53 Sei i < r < j € N und sei (a;,...,a;) € RI7 eine reelle Folge
mit Gewichten (w;,...,w;) € NN7"L Weiter bezeichne p(m) die Endposition des
Segments einer steigend linksschiefen Partition von (a;, ..., a,_1), die an Position m
beginnt. Dann gilt (i, — 1) = p(3).

Beweis: Sei A;---A; die steigend linksschiefe Partition von (aj,...,a,_1). Fir
einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass ¢(i,r — 1) # p(i).

Fall 1 (@(¢,7 — 1) > p(%)): Da fiir jedes m € [1 : k] das Segment A,, linksschief
ist, gilt fiir jedes Prafix Al von A,,, dass pu(A),) > pu(Ay). Da p(4;) < pu(A4n)
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fiir alle m € [2 : k| (steigend linksschiefe Partition), gilt mit Lemma 1.43 fiir ein
m € [2: k] also

(i, (i, r —1) = p(Ay - Ag - Ay - A7) > p(Ar) = (i, p(i)
Dies ist ein Widerspruch zur Definition von .

Fall 2 (¢(%,7 — 1) < p(¢)): Dann ist (aj, ..., ap@r—1)) ein Prifix von A;. Da A,
linksschief ist, gilt wu(i, p(i,7 — 1) > p(e(i,r — 1) + 1,p(i)). Aufgrund von Korol-
lar 1.44 gilt dann allerdings auch p(i, (7,7 — 1) > u(i, p(i)), was ein Widerspruch
zur Definition von ¢ ist. [

WMASS (real af], real wl], int n, int A)

begin
int opt := 0;
int L :=0;
int R :=0;
int p[l:n] ; /* not initialized */

it 25,1 = 1;

for (j := jo; j < n; j++) do

update increasing leftskew partition p of (a;;_,,...,a,_1);
ij = BEST(ij_l, Tj,j);

if (pu(ij,7) > opt) then

\; Opt = ,U(Z],])7

L :=1j;

R = j;

end

Best (4,7, )

begin
int i := /¢,
while ((i <r) && (u(i,p(i)) < p(i, j))) do
| i=p() + 1
return ¢;

end

Abbildung 1.45: Algorithmus: WMASS

In Abbildung 1.45 ist der so modifizierte Algorithmus zur Losung von WMASS
angegeben. Beachte hierbei, dass p nur partiell definiert ist. Fir ¢ € [i;_; : 7; — 1]
gibt p(7) die Endposition des Segments, das an Position i beginnt, einer steigend
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linksschiefen Partition von (a;;_,,...,a,,—1). Fiir alle anderen Werte ist p(7) entweder
undefiniert oder enthélt einen Wert, der ohne Bedeutung ist.

Die Prozedur UPDATE wird konsekutiv fiir die Teilfolgen (a;,_,,...,a,,—1) aufgeru-
fen, wobei wir immer schon fiir einen Préfix der Folge (eventuelle auch einem lee-
ren, wie zu Beginn) die eindeutige steigende linksschiefe Partition bestimmt haben.
Wir miissen diese also nur noch ergénzen, wie im Lemma 1.51 beschrieben. Somit
bestimmen wir mittels UPDATE Stiick fiir Stiick die eindeutige steigende linksschiefe
Partion von a, die sich in linearer Zeit berechnen lasst. Somit sind die zusétzlichen
Berechnungskosten zum generischen Algorithmus O(n) und wir erhalten folgenden
Satz.

Theorem 1.54 Fir eine Folge a € R™ mit Gewichten w € N* kann WMASS in
Zeit O(n) geldost werden.
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Suffix Trees Revisited 2

2.1 Definition von Suffix Tries und Suffix Trees

In diesem Kapitel betrachten wir einige Algorithmen zur Konstruktion von Suffix
Tries bzw. Suffix Trees. Letztere werden zur effizienten Suche von Wortern und
Teilstrings (z.B. Tandem-Repeats) im néchsten Kapitel benotigt.

2.1.1 X-B&dume und (kompakte) X*-Biume

Zunéchst definieren wir die so genannten >»-Béume.

Definition 2.1 Sei Y ein Alphabet. Ein X-Baum ist ein gewurzelter Baum mit Kan-
tenmarkierungen aus X, so dass kein Knoten zwei ausgehende Kanten mit derselben
Markierung besitzt. Ein Y-Baum wird oft auch als Trie bezeichnet.

In Abbildung 2.1 ist ein Beispiel eines Y.-Baumes mit ¥ = {a, b} angegeben.

Abbildung 2.1: Beispiel: Ein ¥-Baum 77 mit ¥ = {a, b}

Erlaubt man als Kantenmarkierung Zeichenreihen iiber ¥, so erhélt man die so
genannten X T-Biume.

Definition 2.2 Sei X ein Alphabet. Ein XT-Baum ist ein gewurzelter Baum mit
Kantenmarkierungen aus X, so dass kein Knoten zwei ausgehende Kanten besitzt,
deren Markierungen mit demselben Zeichen aus ¥ beginnen.
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ab b

Abbildung 2.2: Beispiel: Ein XT-Baum T, mit X = {a, b}

In Abbildung 2.2 ist ein Beispiel eines Y. T-Baumes mit ¥ = {a, b} angegeben.

Werden in X"-Biumen Knoten mit nur einem Kind verboten, so erhalten wir kom-
pakte Y T-Biume.

Definition 2.3 Fin X1-Baum heifst kompakt, wenn es keinen Knoten aufler der
Wurzel mit nur einem Kind gibt. Ein solcher kompakter X" -Baum wird auch als
kompaktifizierter Trie bezeichnet.

In Abbildung 2.3 ist ein Beispiel eines kompakten Y t-Baumes mit X = {a, b} ange-
geben.

ab ba

ba a

Abbildung 2.3: Beispiel: Ein kompakter X1-Baum T3 mit ¥ = {a, b}

2.1.2 Grundlegende Notationen und elementare Eigenschaften

In diesem Abschnitt wollen wir noch einige grundlegende Notationen und Eigen-
schaften von X *-Bidumen einfiihren.

Sei im Folgenden T ein ¥ "-Baum.

e Fiir einen Knoten v € V(T') bezeichnen wir mit path(v) die Konkatenation
der Kantenmarkierungen auf dem Pfad von der Wurzel zu v, siche auch Abbil-
dung 2.4, und |path(v)| wird als Worttiefe von v bezeichnet.

e Wir sagen, dass eine Zeichenreihe x € X* von T' dargestellt wird, wenn es einen
Knoten v € V(T') und ein y € ¥* gibt, so dass path(v) = zy.

In Abbildung 2.4 stellt der ¥"-Baum unter anderen das Wort abb dar.
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ab ba

Abbildung 2.4: Beispiel: path(v) = ab und path(w) = aba in T

o Gilt path(v) = z fiir einen Knoten v € V(7T) und eine Zeichenreihe z € ¥*,
dann schreiben wir 7 fiir v.

In Abbildung 2.4 gilt im angegebenen Y *-Baum beispielsweise ab = v und &
bezeichnet die Wurzel dieses Baumes.

e Mit words(7') bezeichnen wir die Menge der Worter, die im X*-Baum 7" dar-
gestellt werden. Formal ldsst sich das wie folgt definieren:

words(T') ={z : Jv e V(T),y € ¥* : path(v) = zy}.

In Abbildung 2.4 gilt fiir den X "-Baum T beispielsweise
words(T) = {e, a, ab, aba, abb, abba, b, ba},

wobel € wie iiblich das leere Wort bezeichnet.

Fiir die Baume aus den Abbildungen 2.1, 2.2 und 2.3 gilt
words(77) = words(7») = words(73).

2.1.3 Suffix Tries und Suffix Trees

Bevor wir zu Suffix Tries und Suffix Trees kommen, wiederholen wir erst noch die
Definitionen und zugehérigen Notationen zu Préfixen, Suffixen und Teilwortern.

Notation 2.4 Sei > ein Alphabet und w € X*. Sei weiter v ein Teilwort von w
(d.h. es gibt z,y € ¥* mit w = xvy), dann schreiben wir auch v C w.

Beobachtung 2.5 Seien v,w € ¥* und ¢,$ ¢ X, dann ist v genau dann ein Prifiz
(bzw. Suffiz) von w, wenn ¢v C ¢w (bzw. v$ C w$) gilt.

Damit kommen wir zur Definition eines Suffix Tries.

Definition 2.6 Sei Y ein Alphabet. Ein Suffix Trie fir ein Wort t € X* ist ein
Y-Baum T mit der Eigenschaft words(T) = {w € ¥* : w C t}.
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In Abbildung 2.5 ist der Suffix Trie fiir das Wort abbab angegeben.

Abbildung 2.5: Beispiel fiir einen Suffix Trie mit ¢ = abbab

Kommen wir nun zur Definition eines Suffix-Baumes.

Definition 2.7 Sei ¥ ein Alphabet und t € ¥*. Ein Suffix-Baum (engl. Suffix Tree)
fiir t ist ein kompakter 2 -Baum T = T(t) mit words(T) = {w € ¥* : w C t}.

In Abbildung 2.6 ist links ein Suffix-Baum fiir das Wort abbab angegeben.

abbab
ab bab

Abbildung 2.6: Beispiel: Suffix-Baume fiir ¢ = abbab und t = abbab$

Warum diese Baume Suffix Tries bzw. Suffix Trees statt Infix-Tries bzw. Infix-Trees
heiflen, wird gleich in den folgenden Bemerkungen klar.

Bemerkungen: Halten wir zunéchst ein paar niitzliche Eigenschaften von Suffix
Tries bzw. -Trees fest.

e Oft betrachtet man statt des Suffix Tries bzw. Suffix Trees fiir ¢ € ¥* den
Suffix Trie bzw. Suffix Tree fiir t$ € (X U {$})*, wobei $ ¢ X gilt. Der Vorteil
dieser Betrachtungsweise ist, dass dann jedes Suffix von ¢ zu einem Blatt des
Suffix Tries bzw. Suffix Trees fiir ¢ korrespondiert. Damit wird dann auch die
Bezeichnung Suffix Trie bzw. Suffix Tree klar.
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e Als Kantenmarkierungen werden keine Zeichenreihen verwendet, sondern so
genannte Referenzen (Start- und Endposition) auf das Originalwort. Fiir ein
Beispiel siehe auch Abbildung 2.7. Statt ab wird dort die Referenz (1,2) fiir
tito im Wort ¢ = abbab$ angegeben. Man beachte, dass ab mehrfach in t vor-
kommt, ndmlich ab Position 1 und ab Position 4. Die Wahl der Referenz wird
dabei nicht willkiirlich sein. Wir betrachten dazu die Kante mit Kantenmar-
kierung w, deren Referenz bestimmt werden soll. Im Unterbaum des Suffix-
Baumes, der am unteren Ende der betrachteten Kante gewurzelt ist, wird
das langste im Unterbaum dargestelle Suffix s betrachtet. Dann muss auch
w - s ein Suffix von ¢ sein und als Referenz fiir die Kantenmarkierung w wird
(|t] = |w - s| + 1, |t| —|s]) gewdhlt.

Abbildung 2.7: Beispiel: Suffix-Baume fiir ¢t = abbab bzw. t = abbab$ (links bzw.
rechts) mit normalen (oben) bzw. reduzierten (unten) Referenzen als Kantenmar-
kierungen

e Der Platzbedarf fiir einen Suffix-Baum betrédgt mit dieser Referenzdarstellung
O(Jt]). Wiirde man hingegen die Zeichenreihen an die Kanten schreiben, so
kénnte der Platzbedarf auch auf ©(]t|?) ansteigen. Der Beweis ist dem Leser
als Ubungsaufgabe iiberlassen.

e In der Literatur wird der Suffix Trie manchmal auch als atomic suffiz tree
und der Suffix Tree selbst als compact suffiz tree bezeichnet. Dies fiihrt oft zu
Verwirrung, insbesondere, da heutzutage oft unter einem kompakten Suffix-
Baum (compact suffix tree) etwas ganz anderes verstanden wird.
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2.2 Reprdsentationen von Baumen

Zuerst iiberlegen wir uns einige Moglichkeiten, wie man Baume im Allgemeinen
und Suffix-Bdume im Speziellen iiberhaupt speichern kann. In einem Baum muss
man im Wesentlichen die Kinder eines Knoten speichern. Dafiir gibt es verschiedene
Moéglichkeiten, die jeweils ihre Vor- und Nachteile haben.

Allgemein erinnern wir uns zuerst daran, dass ein Baum mit m Bldttern, der keinen
Knoten mit nur einem Kind besitzt, maximal m—1 innere Knoten haben kann. Somit
besitzt ein Suffix-Baum fiir ¢ weniger als |¢| innere Knoten und somit insgesamt
weniger als 2[t| Knoten. Der Leser moge sich iiberlegen, was passiert, wenn in einem
Suffix-Baum die Wurzel nur ein Kind besitzt.

Fiir eine detailliertere Analyse in der Bioinformatik nehmen wir an, dass sowohl Inte-
gers als auch Verweise fiir Thre Speicherung 4 Bytes bendtigen (32-Bit-Architektur).
Bei Annahme einer 64-Bit-Architektur wéren es hingegen 8 Bytes und in den fol-
genden detaillierte Analysen verdoppelt sich der Speicherbedarf in Bytes in etwa.
Fiir die Kantenmarkierungen werden wir in der Regel nicht die volle Referenz (i, j)
speichern, sondern oft nur die Startposition 7. Da in einem Suffixbaum alle Suffixe
gespeichert sind, muss von dem Knoten, den wir iiber die Kante (7, j) erreichen, eine
Kante mit der Startposition j + 1 beginnen. Wenn wir uns diese merken (meist als
erste ausgehende Kante in unseren Darstellungen), konnen wir daraus die Endpo-
sition j rekonstruieren. Hierfiir ist es wichtig, dass wir fiir ein Teilwort w von ¢ die
Referenz geeignet wihlen (d.h. wie im vorherigen Abschnitt beschrieben).

Im Folgenden ist bei der Zeitanalyse der verschiedenen Darstellungen von B&umen
mit Zeit die Zugriffszeit auf ein Kind gemeint, zu dem die Kantenmarkierung mit
einem bestimmten Zeichen beginnt.

2.2.1 Darstellung der Kinder mit Feldern

Die Kinder eines Knotens lassen sich sehr einfach mit Hilfe eines Feldes der Grofle
|| darstellen.

e Platz: O(|t] - |X]).
Dies folgt daraus, dass fiir jeden Knoten ein Feld mit Platzbedarf O(|3]) beno-
tigt wird.

o Zeit: O(1).

Die iiblichen Realisierungen von Feldern erlauben einen Zugriff in konstanter
Zeit auf die einzelnen Feldelemente.
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Der Zugriff ist also sehr schnell, wo hingegen der Platzbedarf, insbesondere bei
groflen Alphabeten, doch sehr grofl werden kann.

Fiir eine DNA-Sequenz sind also pro Knoten maximal 20 Bytes notig (16 Bytes
fiir die Verweise und 4 Bytes fiir die Referenz auf die Kantenmarkierung). Da es
etwa doppelt so viele Knoten wie Blétter (also Nukleotide in der gegebenen DNA-
Sequenz) gibt, sind als pro Nukleotid maximal 40 Bytes notig.

Fiir ein Protein sind also pro Knoten maximal 84 Bytes nétig (80 Bytes fiir die Ver-
weise und 4 Bytes fiir die Referenz auf die Kantenmarkierung). Da es etwa doppelt
so viele Knoten wie Blétter (also Aminoséduren im gegebenen Protein) gibt, sind als
pro Aminosdure maximal 168 Bytes notig.

Fiir die zweite Referenz miissen wir uns noch explizit das Kind merken, deren Refe-
renz im Wesentlichen das Ende der gesuchten Referenz angibt. Dazu sind im Falle
von DNA bzw. Proteinen noch jeweils 2 Bits bzw. 5 Bits je inneren Knoten notig
(wenn man die Kinder in konstanter Zeit finden will).

Insgesamt sind daher pro Nukleotid bzw. pro Aminosédure etwa 42 Bytes bzw. etwa
173 Bytes notig.

2.2.2 Darstellung der Kinder mit Listen

Eine andere Moglichkeit ist, die Kinder eines Knotens in einer linearen Liste zu
verwalten, wobei das erste Kind einer Liste immer dasjenige ist, das fiir den zweiten
Referenzwert der inzidenten Kante zu seinem Elter notig ist.

e Platz: O([t]).

Fiir jeden Knoten ist der Platzbedarf proportional zur Anzahl seiner Kin-
der. Damit ist Platzbedarf insgesamt proportional zur Anzahl der Knoten des
Suffix-Baumes, da jeder Knoten (mit Ausnahme der Wurzel) das Kind eines
Knotens ist. Im Suffix-Baum gilt, dass jeder Knoten entweder kein oder min-
destens zwei Kinder hat. Fiir solche Biaume ist bekannt, dass die Anzahl der
inneren Knoten kleiner ist als die Anzahl der Blatter. Da ein Suffix-Baum fiir
einen Text der Linge m maximal m Blétter besitzt, folgt daraus die Behaup-
tung fiir den Platzbedarf.

o Zeit: O(|X]).

Leider ist hier die Zugriffszeit auf ein Kind sehr grof; da im schlimmsten
Fall (aber groBenordnungsméBig auch im Mittel) die gesamte Kinderliste eines
Knotens durchlaufen werden muss und diese bis zu |X| Elemente umfassen
kann.
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In vielen Anwendungen wird jedoch kein direkter Zugriff auf ein bestimmtes
Kind benétigt, sondern eine effiziente Traversierung aller Kinder. Dies ist mit
der Geschwisterliste aber auch wieder in konstanter Zeit pro Kind moglich,
wenn keine besondere Ordnung auf den Kindern beriicksichtigt werden soll.

Pro Knoten des Baumes sind also maximal 12 Bytes nétig (8 Bytes fiir die Verweise
und 4 Bytes fiir die Kantenmarkierung). Fiir die gespeicherte Sequenz sind also
24 Bytes pro Element notig. Bei geschickterer Darstellung der Blétter (hier ist ja
kein Verweis auf sein éltestes Kind notig) kommen wir mit 20 Bytes aus.

Wenn man eine Ordnung in den Listen aufrecht erhalten will, so muss man auf die
reduzierten Referenzen verzichten und pro Nukleotid nochmals 4-8 Bytes opfern (je
nachdem, wie geschickt man die Referenzen an den zu Bléttern inzidenten Kanten
implementiert).

2.2.3 Darstellung der Kinder mit balancierten Baumen

Die Kinder lassen sich auch mit Hilfe von balancierten Suchbdumen (AVL-, Rot-
Schwarz-, B-Béaume, etc.) verwalten:

e Platz: O(]t])

Da der Platzbedarf fiir einen Knoten ebenso wie bei linearen Listen propor-
tional zur Anzahl der Kinder ist, folgt die Behauptung fiir den Platzbedarf
unmittelbar.

o Zeit: O(log(|3))).

Da die Tiefe von balancierten Suchbdumen logarithmisch in der Anzahl der
abzuspeichernden Schliissel ist, folgt die Behauptung unmittelbar.

Auch hier ist eine Traversierung der Kinder eines Knotens in konstanter Zeit
pro Kind moglich, indem man einfach den zugehorigen balancierten Baum
traversiert.

Auch hier sind fiir eine Sequenz also pro Element maximal etwa 24-26 Bytes notig.
Dies folgt daraus, das balancierte Biéume etwa genauso viele Links besitzen wie
Listen (wenn man annimmt, dass die Daten auch in den inneren Knoten gespeichert
werden und man auf die unnotigen Referenzen in den Bléttern verzichtet, sonst
erhoht sich der Platzbedarf jeweils um etwa einen Faktor 2). Es werden jedoch noch
zusétzlich 1-2 Bytes fiir die Verwaltung der Balancierung benotigt.
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2.2.4 Darstellung des Baumes mit einer Hash-Tabelle

Eine weitere Moglichkeit ist die Verwaltung der Kinder aller Knoten in einem ein-
zigen grofien Feld der Grofie O([¢|). Um nun fiir ein Knoten auf ein spezielles Kind
zuzugreifen wird dann eine Hashfunktion verwendet:

h:Vx¥—N:(v,a) = h(v,a).

Hierbei interpretieren wir die Knotenmenge V' in geeigneter Weise als natiirliche
Zahlen, d.h. V' C N. Zu jedem Knoten und dem Symbol, die das Kind identifizieren,
wird ein Index des globalen Feldes bestimmt, an der die gewiinschte Information
enthalten ist (also hier die entsprechende Kantenmarkierung).

Leider bilden Hashfunktionen ein relativ grofles Universum von potentiellen Refe-
renzen (hier Paare von Knoten und Symbolen aus ¥, also mit einer Méchtigkeit von
O(|t|-|X])) auf ein kleines Intervall ab (hier Indizes aus [1 : /] mit £ = ©(|¢|)). Daher
sind so genannte Kollisionen prinzipiell nicht auszuschlieen. Ein Beispiel ist das
so genannte Geburtstagsparadoxon. Ordnet man jeder Person in einem Raum eine
Zahl aus dem Intervall [1 : 366] zu (némlich ihren Geburtstag), dann ist bereits ab
23 Personen die Wahrscheinlichkeit groBer als 50%, dass zwei Personen denselben
Wert erhalten. Also muss man beim Hashing mit diesen Kollisionen leben und diese
geeignet auflosen. Fiir die Details der Kollisionsauflosung verweisen wir auf andere
Vorlesungen.

Um solche Kollisionen iiberhaupt festzustellen, enthélt jeder Feldeintrag ¢ neben
den normalen Informationen noch die Informationen, wessen Kind er ist und tiber
welches Symbol er von seinem Elter erreichbar ist. Somit lassen sich Kollisionen
leicht feststellen und die iiblichen Operationen zur Kollisionsauflésung anwenden.

1 O(Jt])

s a s’ b

......

Ref Ref

Abbildung 2.8: Skizze: Realisierung mittels eines Feldes und Hashing

e Platz: O(]t])

Das folgt unmittelbar aus der obigen Diskussion.

o Zeit: O(1) (bei einer perfekten Hashfunktion)

Im Wesentlichen erfolgt der Zugriff in konstanter Zeit, wenn man voraussetzt,
dass sich die Hashfunktion einfach (d.h. in konstanter Zeit) berechnen lasst
und dass sich Kollisionen effizient auflésen lassen.
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Hier sind fiir jeden Eintrag 4 Bytes fiir die Kantenmarkierung notig. Fiir die Ver-
waltung (ein Verweis auf den Elter und das Zeichen, das das Kind identifiziert) sind
5 Bytes notig. Um die Endposition zu merken, muss man sich noch das entspre-
chende Kind merken, was ein weiteres Byte kostet (fiir das Zeichen, iiber das das
Kind erreicht wird). Da es maximal 2|¢| Kanten gibt, sind somit maximal 20 Bytes
pro Element notig. Da beim Hashing fiir eine effiziente Kollisionsauflosung das Feld
nur bis zu etwa 80% gefiillt sein darf, muss das Feld entsprechend grofler gewéhlt
werden, so dass der Speicherbedarf insgesamt maximal 25 Bytes pro Element der
Sequenz betragt.

2.2.5 Speicherplatzeffiziente Feld-Darstellung

Man kann die Methode der linearen Listen auch selbst mit Hilfe eines Feldes imple-
mentieren. Dabei werden die Geschwisterlisten als konsekutive Feldelemente abge-
speichert. Begonnen wird dabei mit der Geschwisterliste des &ltesten Kindes der
Waurzel, also mit den Kindern der Wurzel, die dann ab Position 1 des Feldes stehen.
Die Wurzel selbst wird dabei nicht explizit dargestellt.

Auch hier unterscheidet man wieder zwischen internen Knoten und Blédttern. Ein
interner Knoten belegt zwei Feldelemente, ein Blatt hingegen nur ein Feldelement.
Ein innerer Knoten hat einen Verweis auf das Feldelement, in dem die Geschwis-
terliste des &ltesten Kindes konsekutiv abgespeichert wird. Im zweiten Feldelement
steht die Startposition der Kantenmarkierung innerhalb von ¢ fiir die Kante, die in
den Knoten hineinreicht. Fiir ein Blatt steht nur die Startposition der Kantenmar-
kierung innerhalb von ¢ fiir die Kante, die in das Blatt hineinreicht.

Ein Beispiel ist in Abbildung 2.9 fiir t = abbab$ angegeben. Zur Unterscheidung
der beiden Knotentypen wird ein Bit spendiert. Dies ist in der Abbildung 2.9 als
hochgestelltes B fiir die Blétter zu erkennen (die anderen sind innere Knoten). Des
Weiteren miissen mit Hilfe eines weiteren Bits auch noch die Enden der Geschwis-
terlisten markiert werden. Dies ist in Abbildung 2.9 mit einem tiefergestellten x
markiert. Verweise sind dort als rote Zahlen geschrieben.

1 2 3 4 5 16 7 | 8 9 10 |11 12
L1 6| [2]s8]][[6 6, 6.
| | P ]

Abbildung 2.9: Beispiel: Feld-Darstellung des Suffix-Baumes aus Abbildung 2.6 fiir
t = abbab$

Es bleibt nur die Frage, wie man das Ende einer Kantenmarkierung findet. Das ist
jedoch sehr einfach: Hat man den Beginn der Kantenmarkierung, so folgt man dem
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Verweis dieses Knotens. Im folgenden Knoten steht dann der Beginn der néchsten
Kantenmarkierung; dieser muss nur noch um es erniedrigt werden. Handelt es sich
um ein Blatt, so gibt es keinen Folgeverweis, aber die Endposition ist dann das
Ende, also |¢|. Hierfiir ist aber wichtig, dass die Knoten der Geschwisterliste in der
richtigen Reihenfolge abgespeichert werden, nédmlich das Kind, dessen zugehorige
Kantenmarkierung am friithestens in ¢ auftritt, als erstes.

e Platz: O([t]).
Wie bei Listen

o Zeit: O(|%)).

Leider ist hier die Zugriffszeit auf ein Kind sehr grof; da im schlimmsten
Fall (aber groBenordnungsméBig auch im Mittel) die gesamte Kinderliste eines
Knotens durchlaufen werden muss und diese bis zu |X| Elemente umfassen
kann.

Auch hier ist eine Traversierung der Kinder eines Knotens in konstanter Zeit
pro Kind moglich, indem man einfach im Feld weiterlauft bis man auf eine
Markierung sté8t, die das Ende der Geschwisterliste markiert.

Pro inneren Knoten wird nun eine Zahl, ein Verweis und zwei Bits gespeichert, pro
Blatt eine Zahl und zwei Bits. Spendiert man von den 4 Bytes jeweils zwei Bits um
die Bits dort zu Markierung von Blattern und dem Ende von Geschwisterlisten zu
speichern, kommt man mit maximal 12 Bytes pro Sequenzelement aus.

2.3 WOTD-Algorithmus

Nun wollen wir einen einfachen Algorithmus zur Konstruktion von Suffix-Bdumen
angeben. Der so genannte WOTD-Algorithmus (fiir write-only-top-down) fligt die
Kanten in den Suffix-Baum von der Wurzel beginnend (daher top-down) ein.

2.3.1 Die Konstruktion

Zuerst werden alle moglichen Suffixe des Wortes t$ (mit ¢t € X* und $ ¢ X) bestimmt
und hierfiir der rekursive Algorithmus mit der Wurzel und dieser Menge von Suffixen
aufgerufen. Die Menge von Suffixen wird dabei natiirlich durch deren Startpositio-
nen repriasentiert. Der rekursive Algorithmus konstruiert nun einen Baum mit der
angegeben Wurzel, der alle Worter in der {ibergebenen Menge darstellen soll.
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WOTD (char ¢[])

begin
set of words S(t) :={y : Iz € *: zy = t$}; /* all suffixes of t$ */
node r; /* root of the suffix-tree */
WOTD_REC(S(t), m);

end

WOTD_REC(set of words .S, node v)

begin

sort S according to the first character using bucket-sort;

let S,:={z €S :x=c=%$VvIzeX*$:x=cz} forall ce TU{$};

for (ce YU {$}) do

if (]S;/ =1) then

| append a new leaf to v with edge label w € S,;

else if (|S.| > 1) then
// determine a longest common prefix in S,
let p be a longest word in {p’ € ¥* : Vo € S.: 3z € ¥*$): . = p'z};
append a new node w to v with edge label p;
Sli=p 1. S.:={2e€X* : dr € S.:x =pz};
WOTD_REC(S.,w);

end

Abbildung 2.10: Algorithmus: WOTD (Write-Only-Top-Down)

Im rekursiven Algorithmus wird die iibergebenen Menge von Wortern nach dem
ersten Buchstaben sortiert. Hierzu wird vorzugsweise ein Bucket-Sort verwendet.
Rekursiv wird dann daraus der Suffix-Baum aufgebaut. Fiir den eigentlichen Aufbau
traversiert man den zu konstruierenden Suffix-Baum top-down. Fiir jeden Knoten
gibt es eine Menge S von Zeichenreihen (Suffixe von t$), die noch zu verarbeiten
sind. Diese wird dann nach dem ersten Zeichen (mittels eines Bucket-Sorts) sortiert
und liefert eine Partition der Zeichenreihe in Mengen S, mit demselben ersten Zei-
chen fiir ¢ € ¥ U {$}. Fiir jede nichtleere Menge S, wird ein neues Kind generiert,
wobei die inzidente Kante als Kantenmarkierung das ldngste gemeinsame Préfix p
aus S, erhilt. Dann werden von jeder Zeichenreihe aus S, dieses Prifix p entfernt
und in einer neuen Menge S’ gesammelt (beachte hierbei, dass Suffixe von Suffixen
von t$ wiederum Suffixe von t$ sind). An dem neu konstruierten Kind wird nun die
Prozedur rekursiv mit der Menge S aufgerufen. Siehe hierzu den Algorithmus in
Abbildung 2.10.

Da Werte immer nur geschrieben und nie modifiziert werden, erkldrt sich nun der
Teil write-only aus WOTD.
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ababb$
e
a
0S ab b\ $ ab b $
b$
$

Werden

gestrichen.

abb$

Abbildung 2.11: Beispiel: Konstruktion eines Suffix-Baumes fiir ¢ = ababb$ mittels
WOTD

In der Implementierung wird man die Menge S (bzw. S.) nicht wirklich als Menge
von Wortern implementieren, da sonst die Menge S bereits quadratischen Platzbe-
darf hatte. Da S jeweils eine Menge von Suffixen beschreibt, wird man diese Menge
als Menge der Anfangspositionen der Suffixe in S realisieren.

Ein Beispiel fiir den Ablauf dieses Algorithmus mit dem Wort ¢ = ababb$ ist in
Abbildung 2.11 angegeben. Wenn man den WOTD-Algorithmus fiir Worte ohne das
Endsymbol $, verwendet, entstehen nicht notwendigerweise Suffix-Baume, es kann
dann interne Konten mit nur einem Kind geben (betrachte beispielweise das Wort

t = abab).

2.3.2 Zeitbedarf

Wir wollen nun den Zeitbedarf des Algorithmus analysieren. Fiir jeden Knoten wird
ein Bucket-Sort nach dem ersten Zeichen ausgefiihrt. Dies geht in Zeit O(|S]). Wir
verteilen diese Kosten auf das jeweils erste Zeichen in den Mengen S.. Somit erhélt
jedes erste Zeichen in S, konstante Kosten.

Zur Ermittelung des langsten gemeinsamen Prifixes p in S. werden in jeder Zeichen-
reihe in S, maximal |p| Vergleiche ausgefiihrt. Das erste Zeichen ist in allen Wortern
in S, sind nach dem Bucket-Sort gleich (und muss nicht verglichen werden), nach
Definition von p muss es an Position p 4+ 1 in S, zwei verschiedene Zeichen geben.
Diese Kosten verteilen wir nun auf die Zeichen des ldngsten gemeinsamen Préfi-
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xes. Da nach Vorsortierung [p| > 1 gilt, erhélt auch hier wieder jedes Zeichens des
langsten gemeinsamen Préfixes konstante Kosten.

Da anschlieflend das langste gemeinsame Préfix entfernt wird, enthélt jedes Zeichen
aus S(t) maximal konstant viele Einheiten. Da fiir ein Wort ¢ der Lange n gilt, dass
die Anzahl der Zeichen aller Suffixe von ¢ gleich (”;’1) ist, betragt die Laufzeit im
worst-case O(n?).

Theorem 2.8 Fiir ein Wort t € X" mit n € N kann der zugehdrige Suffix-Baum
mit dem WOTD-Algorithmus im worst-case in Zeit O(n?) konstruiert werden.

In der Praxis bricht der Algorithmus ja ab, wenn |S.| = 1 ist. Fiir jeden inter-
nen Knoten v eines Suffix-Baumes gilt im average-case |path(v)| = O(log s (n)).
Somit werden im average-case maximal die ersten O(logys,(n)) Zeichen eines Wor-
tes aus S(t) betrachtet. Daraus ergibt sich dann im average-case eine Laufzeit von

O(n logs; (n)).

Theorem 2.9 Fiir ein Wortt € X" mitn € N kann der zugehdrige Suffiz- Baum mit
dem WOTD-Algorithmus im average-case in Zeit O(nlogs (n)) konstruiert werden.

2.4 Der Algorithmus von Ukkonen

In diesem Abschnitt wollen wir einen Algorithmus vorstellen, der im worst-case eine
lineare Laufzeit zur Konstruktion eines Suffix-Baumes besitzt.

2.4.1 Suffix-Links

Zunéchst einmal benotigen wir fiir die Darstellung des Algorithmus den Begriff eines
Suffix-Links.

Definition 2.10 Sei t € X* und sei T der Suffix-Baum zu t. Zu jedem inneren
Knoten aw von T mit a € X, w € ¥* (also mit Ausnahme der Wurzel) ist der
Suffix-Link des Knotens aw als w definiert (in Zeichen slink(aw) = w).

In Abbildung 2.12 sind die Suffix-Links fiir den Suffix-Baum fiir ¢t = ababb als gestri-
chelte Linien dargestellt.
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Abbildung 2.12: Beispiel: Die Suffix-Links im Suffix-Baum fiir ¢ = ababb

Als néchstes sollten wir uns noch iiberlegen, dass Suffix-Links iiberhaupt wohlde-
finiert sind. Es konnte ja durchaus sein, dass es einen Knoten aw fiir a € ¥ und
w € 3* gibt, aber es keinen Knoten v mit path(v) = w gibt.

Wir miissen also Folgendes zeigen: Wenn aw ein innerer Knoten des Suffix-Baums
ist, dann ist auch w ein innerer Knoten. Beachte dabei, dass nach Definition aw
nicht die Wurzel sein kann.

Ist @w ein innerer Knoten des Suffix-Baumes (ungleich der Wurzel), dann muss es
Zeichen b # ¢ € ¥ geben, so dass sowohl awb C ¢ als auch awc C ¢ gilt. Dabei sind bx
und ¢z’ mit z, 2’ € ¥* die Kantenmarkierungen von (mindestens) zwei ausgehenden
Kanten aus dem Knoten aw. Dies folgt aus der Definition des Suffix-Baumes als
kompakter ¥T-Baum und ist in Abbildung 2.13 schematisch dargestellt.

Suffix-Baum T'

| t

la]  w  [b] o]
U O w1
x’,x/EE*

konnen iiberlappen,
miussen aber nicht.

Abbildung 2.13: Schema: Suffix-Links sind wohldefiniert
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Gilt jedoch sowohl awb C t als auch awc C ¢, dann gilt auch wb C ¢ und we C t.
Somit muss w ein Knoten im Suffix-Baum fiir ¢ sein.

Man beachte, dass man fiir Blatter eines Suffix-Baumes auf diese Weise keine Suffix-
Links definieren kann. Hier kann es passieren, dass fiir ein Blatt aw kein Knoten w
im Suffix-Baum existiert. Der Leser moge sich solche Beispiele selbst iiberlegen.

2.4.2 Verschachtelte Suffixe und verzweigende Teilworter

Fiir die folgende Beschreibung des Algorithmus von Ukkonen zur Konstruktion von
Suffix-Bdumen bendtigen wir noch einige Definitionen und Notationen, die in diesem
Abschnitt zur Verfiigung gestellt werden.

Definition 2.11 Sei t € ¥*. Fin Suffiz s T t heifit verschachtelt (engl. nested),
wenn sowohl s$ C t$ als auch sa C t fiir ein a € X gilt.

In Abbildung 2.14 ist ein verschachteltes Suffix s von ¢ schematisch dargestellt. Man
beachte hierbei, dass anders als in der Skizze das verschachtelte Vorkommen mit
dem Suffix auch iiberlappen kann.

] N

| w la] | w 0]

Abbildung 2.14: Skizze: verschachteltes Suffix s und rechtsverzweigendes Teilwort w

Definition 2.12 Sei t € ¥*. Fin Teilwort s T t heif$t rechtsverzweigend (engl.
rightbranching ), wenn es a # b € ¥ mit sa C t und sb C t gibt.

Ein rechtsverzweigendes Teilwort w von t ist in Abbildung 2.14 schematisch darge-
stellt Man beachte, dass anders als in der Skizze das Vorkommen des rechtsverzwei-
genden Teilwortes auch iiberlappen kann.

Fiir das Wort ¢ = abbabbba ist beispielsweise ba oder bba ein verschachteltes Suffix
und bb ein rechtsverzweigendes Teilwort.
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2.4.3 Idee von Ukkonens Algorithmus

Sei t = ty---t, € ¥*. Der Algorithmus konstruiert dann sukzessive Suffix-Baume
T, ..., T" mit T* = T(t; - - - ;). Nach Definition stellt 7% alle Teilworter von ¢y - - - t;
und T alle Teilworter von ¢y - --t; - t;41 dar, d.h words(T%) = {w : w Ety---1;}
und words(T™) = {w : w C -t}

T ist offensichtlich leicht zu erstellen. Da jedes Teilwort von t; - - - ¢; auch ein Teil-
wort von ¢y - -+ t; - t;4q ist, ist T*"1 quasi eine Erweiterung von T%. Wir miissen uns
nur noch iiberlegen, wie wir 7! aus T konstruieren kénnen.

Im Weiteren verwenden wir die folgenden Abkiirzungen: x :=t¢;---t; und a := t;,1.
Also miissen wir in 7% alle Teilworter aus za einfiigen, die keine Teilworter von x
sind, um 7! zu erhalten. Dazu halten wir erst noch einige Notationen fest.

Notation 2.13 [ :={w e ¥ : wC zaAw Z z}.
Halten wir zuerst die folgenden beiden offensichtlichen Lemmata fest.
Lemma 2.14 Alle Warter aus I sind Suffize von xa.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Definition von I. [

Lemma 2.15 Sei sa € I, dann ist 5a in T ein Blatt.

Beweis: Da sa nach dem vorhergehenden Lemma ein Suffix von xa ist und sa kein
Teilwort von x ist, folgt die Behauptung. [

Damit kénnen wir noch folgende wichtige Notation einfiihren.
Notation 2.16 [* := {sa € I : 5 ist kein Blatt in T'} C I.

Fiir alle Worter in sa € I\ I* ist nicht sonderlich viel zu tun, da es sich bei 5 um ein
Blatt in 7% handelt. Fiir die Konstruktion von 7! wird an die Kantenmarkierung
des zu s inzidenten Blattes nur ein a angehingt und die Bezeichnung dieses Blattes
wird zu Sa. Somit sind alle Worter aus I\ I* nun ebenfalls dargestellt. Die eigentliche
Arbeit besteht also nur bei der Darstellung der Worter aus ™.

Lemma 2.17 Fiir ein Suffix sa von za gilt genau dann sa € I*, wenn s ein ver-
schachteltes Suffix von x ist und sa £ x.
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Beweis: =: Da sa € [* C I gilt, gilt nach Definition von I, dass sa £ x.

Da sa € I* ist, ist 5 kein Blatt in 7% = T'(z). Somit muss s sowohl ein Suffix von z
als auch ein echtes Teilwort von x sein, d.h. s ist ein verschachteltes Suffix von .

<: Da s ein verschachteltes Suffix von x ist, ist sa insbesondere ein Suffix von za.
Da auflerdem sa £ z, folgt sa € I.

Da s ein verschachteltes Suffix von x ist, gibt es ein b € ¥, so dass auch sb C x gilt
(mit b # a). Somit kann 5 kein Blatt in 7% = T'(x) sein und es folgt sa € I*. u

Definition 2.18 Das ldingste verschachtelte Suffiz von x heifit aktives Suffix und
wird mit a(x) bezeichnet.

Als Beispiel hierfiir ist das aktive Suffix von = ababb gleich a(z) = b und von
x = abbab gleich a(x) = ab. Beachte, dass fiir das leere Wort kein aktives Suffix
definiert ist.

Lemma 2.19 Seix € X7 und a € . Es gelten die folgenden Aussagen:
1. Fiir alle Suffize s von x gilt: s ist genau dann verschachtelt, wenn |s| < |a(x)|.
2. Fir alle Suffize s von x gilt: sa € I* < |a(x)a| > |sa| > |a(za)|
3. a(xza) ist ein Suffiz von a(x) - a.

4. Ist sa = a(xa) und s # a(x), dann ist s ein verschachteltes Suffiz, sogar ein
rechtsverzweigendes Suffix von x.

Beweis: Zu 1.. =: Da a(z) das lingste verschachtelte Suffix ist, folgt die
Behauptung unmittelbar.

<: Ist s ein Suffix von z und gilt |s| < |a(z)], so ist s ein Suffix von a(z). Da a(zx)
ein verschachteltes Suffix von x ist, kommt es in x ein weiteres Mal als Teilwort vor
und somit auch s. Also ist s ein verschachteltes Suffix. Dies ist in Abbildung 2.15
illustriert.

| o
| a(r) | a(z)
I | s |

Abbildung 2.15: Skizze: Das Suffix s von x mit |s| < |a(z)| ist verschachtelt
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Zu 2.:  Es gilt offensichtlich mit Lemma 2.17 und mit Teil 1. fiir jeden Suffix s von x
(und somit jeden Suffix sa von xa):

sa € I < s ist ein verschachteltes Suffix von z und sa £ x
< |s| < |a(x)] und sa ist kein verschachteltes Suffix von za
& sl < la(z)| Alsal > |a(za)l
& a(x)a > |sal > |a(xa)|

Zu 3.: Offensichtlich sind «a(za) und «a(z)a Suffixe von za. Nehmen wir an, dass
a(za) kein Suffix von «a(z) - a wire. Da a(xa) das lingste verschachtelte Suffix von
xa ist, muss es nochmals als Teilwort in z auftreten. Dann kann aber nicht «o(x)
das lédngste verschachtelte Suffix von x sein. Diese Situation ist in Abbildung 2.16
illustriert.

| T a
y | a(x) a
a(za)
a(za)
y | a(x) la

Abbildung 2.16: Skizze: Die Suffixe a(z) - @ und a(xa) von xa und ihre Wiederho-
lungen in za

Zu 4.: Sei also a(za) = sa und «a(z) # s. Da a(za) = sa ein verschachteltes Suffix
von xa ist, muss auch s ein verschachteltes Suffix von z sein. Somit ist |a(z)| > |s|
(da ja nach Voraussetzung s # a(z)) und s ist ein echtes Suffix von «(z). Nach
Definition taucht also a(z) (und damit auch s) ein weiteres Mal in z auf. Da sa
ein ldngstes verschachteltes Suffix von xa ist, muss bei dem weitere Vorkommen
von «a(x) direkt dahinter ein Zeichen b € ¥ mit b # a auftauchen (siehe auch die

| v [a
a(za)
\ a(x) a
a(za) |
| o(z) b
[ s [o

Abbildung 2.17: Skizze: Die Suffixe a(z) - a und «(za) von za
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[Nlustration in Abbildung 2.17). Also ist s ein rechtsverzweigendes Suffix von z, da
in x sowohl sa als auch sb auftritt.

Somit ist der gesamte Beweis abgeschlossen. [

2.4.4 Ukkonens Online Algorithmus

Die Aussage 2 des Lemmas 2.19 gibt uns eine Charakterisierung derjenigen Suffixe,
die in 7% noch dargestellt werden miissen, um 7%"! zu erhalten. Mit Hilfe von Aus-
sage 3 des Lemmas 2.19 wissen wir weiter, dass die noch darzustellenden Suffixe
Suffixe des alten aktiven Suffixes verldngert um a sind.

Wie kénnen wir nun alle neu darzustellenden Suffixe von za finden? Wir beginnen
mit dem Suffix «(z) in 7% und versuchen dort das Zeichen a anzuhéingen. Anschlie-
Bend durchlaufen wir alle Suffixe von a(x) in abnehmender Léange (was sich elegant
durch die Suffix-Links erledigen ldsst) und héngen jeweils ein a an. Wir enden mit
dieser Prozedur, wenn fiir ein Suffix s von a(x) das Wort sa bereits im Suffix-Baum
dargestellt ist, d.h. die einzufiigende Kante mit Kantenmarkierung a bereits exis-
tiert (bzw. eine Kanten, deren Kantenmarkierung nach (einem Suffix von) s bereits
ein a enthélt). Nach dem vorhergehenden Lemma erhalten wir durch Ablaufen der
Kantenmarkierung a den aktiven Suffix a(za) von T*"!. Diese Position wird dann
als Startposition fiir die Erweiterung auf den Suffix-Baum 7! verwenden.

Wir miissen jedoch noch berticksichtigen, dass wir auf einen Suffix s von a(z) treffen,
wobei 5 kein Knoten in 7% ist. In diesem Fall miissen wir in die Kante, an der die

Abbildung 2.18: Skizze: Ubergang von 7% zu T°*! in Ukkonens Algorithmus
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Darstellung von s endet, aufbrechen und an der geeigneten Stelle einen neuen Knoten
einfiigen.

Die Erweiterung eines Suffix-Baumes fiir  zu einem Suffix-Baum fiir xa ist in Abbil-
dung 2.18 schematisch dargestellt. Dort sind die rot gepunkteten Linien die noch
nicht vorhanden Suffix-Links, denen wir gerne folgen mdochten, die aber gar nicht
existieren, da deren Anfangspunkt in T° gar nicht zu einem Knoten im Baum 7"
gehoren (diese werden aber im Laufe der Erweiterung hinzugefiigt). Die rot gestri-
chelten Linien sind wirklich vorhandene Suffix-Links in T .

xc = abbabb
a(xr) = abb

O

Abbildung 2.19: Beispiel: Konstruktion von 7'(abbabbc) aus T'(abbabb)

In Abbildung 2.19 ist ein Beispiel fiir eine Erweiterung eines Suffix-Baumes angege-
ben. Dort wird auch das mehrfache Aufbrechen von Kanten illustriert. Die Erweite-
rung ist orangefarben dargestellt.

In diesem Beispiel haben wir noch eine virtuelle Superwurzel L eingefiihrt. Mit
slink(€) = L konnen wir sicherstellen, dass jeder innere Knoten einen Suffix-Link
besitzt. Dazu nehmen wir noch eine Baum-Kante von | zu £ an, die mit allen
Zeichen aus X markiert ist. Damit stellen wir sicher, dass wir wieder zur Wurzel
zuriickkehren konnen, wenn wir eigentlich félschlicherweise dem Suffix-Link von &
zu L gefolgt sind.

Wie wir noch sehen werden, ist der einzige Grund fiir die Einfiihrung von L, dass
die Beschreibung von Ukkonens Algorithmus einheitlicher wird, da wir beim Folgen
der Suffix-Links dann immer irgendwann auf einen Knoten stoflen werden, von dem
eine Kante mit dem Zeichen a € ¥ ausgeht.
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Ukkonen (string t =t1---t,)
begin
tree T := T'(t1);
string a(ty) := ¢;
for (i :=1;1 <n; i++) do
string x =ty - - t;;
char a :=t,,1;
string s := a(x);
while (sa is not represented in 7") do
insert sa in T’
§:1= 838 /* via suffix-links */
/* Note that sy---s:= L iff s=¢ */

aza) = sa; /* Note that | -a:=¢ for any a € X! */

end

Abbildung 2.20: Algorithmus: Abstrakte Fassung von Ukkonens Algorithmus

Wie finden wir in diesem Beispiel den Suffix-Link von a(z) = abb? Im Suffix-Baum
fiir abbabb gibt es ja keinen Knoten abb. Wir folgen stattdessen dem Suffix-Link des
Knotens, der als erstes oberhalb liegt: €. Somit landen wir mit dem Suffix-Link im
Knoten 1. Vom Knoten € mussten wir ja noch die Zeichenreihe abb ablesen um bei
der Position von a(x) zu landen. Dies miissen wir jetzt auch vom Knoten L aus
tun. Damit landen wir dann eigentlich beim Knoten bb, der aber dummerweise im
Suffix-Baum fiir abbabb auch nicht existiert (der aber jetzt eingefiigt wird).

Fiir das weitere Folgen des Suffix-Links von bb (wobei es den Suffix-Link ja noch
nicht gibt) starten wir wieder von b aus. Nach Folgen des Suffix-Links landen wir in
. Nun laufen wir noch das Wort b ab, um die eigentlich Position b im Suffix-Baum
zu finden, an der wir weitermachen. Die folgenden Schritte sind nun einfach und
bleiben dem Leser zur Ubung iiberlassen.

Die sich aus dieser Diskussion ergebende, erste abstrakte Fassung von Ukkonens
Algorithmus ist in Abbildung 2.20 angegeben.

Um dies etwas algorithmischer beschreiben zu kénnen, benttigen wir erst noch eine
angemessene Darstellung der vom Suffix-Baum T' dargestellten Worter, die wir als
Lokation bezeichnen wollen (in Zeichen loc(v)).

Definition 2.20 Sei t € X* und sei T = T(t) der zugehdrige Suffiz-Baum. Fir
s € words(T') ist loc(s) = (uw,v) = (u,j + |ul,j + |s| — 1) eine Lokation von s in T,
wennw € V(T), s = uv fiir einv € X* und t;---tjis—1 = s gilt. Ist'5 ein Blatt in
T, dann muss dariber hinaus u # s gelten
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Fiir eine Lokation (7,1, j) eines Blattes schreiben wir dariiber hinaus im Folgenden
(0,4,00), da wir fiir ein Blatt immer j = [¢| widhlen kénnen. Diese Schreibweise
bezeichnet man als offene Lokation bzw. auch als offene Referenz, da der Endpunkt
keine Rolle spielt. Das ist auch ein Grund, warum Lokationen keine Blétter verwen-
den diirfen.

Die Definition wollen wir uns in Abbildung 2.21 noch einmal an einem Beispiel
genauer anschauen.

loce) = (5¢) = (1,0
ab b loc(ab) = (@, £) = (@, 3,2)
loc(abb) = (ab,b) = (ab,b,00)
loc(bab) = (b,ab) = (b,3,4)
abb bbb abb loc(abab) = (ab,ab) = (ab,3,4)
loc(abab) = (€,abab) = (,1,4)
Abbildung 2.21: Beispiel: Einige Lokationen im Suffix-Baum fiir ababb
I
08.11.17

Fiir unseren Algorithmus bendtigen wir insbesondere so genannte kanonische Loka-
tionen.

) = (v,w) = (0,1, 7) heifit kanonisch, wenn fiir

Definition 2.21 FEine Lokation loc(s
w') = (', 7,5 gilt, dass |v| > |v'|.

jede andere Lokation loc(s) = (v,
Fiir die in Abbildung 2.21 angegebenen Lokationen sind die ersten fiinf kanonische,

die sechste jedoch nicht.

Fiir eine kanonische Lokation gilt also das Folgende:

e Wenn § ein innere Knoten (Verzweigungsknoten) in 7" ist, dann gilt
loc(s) := (5,¢) = (5,5 +[s|,5 + [s] = 1),
wobei £+t 51 = s.
e Wenn 5 ein Blatt ist, d.h. @ — 3 und s = uv, dann gilt
loc(s) := (u,v) = (u,j + |ul, 00),
wobei ;- -ty —1 = UV = 8.

. — . . . . . . R O L 7 — .
e Wenn kein Knoten s in T existiert, dann existiert eine Kante u — wow mit
s=uv, v # e, w# e und es gilt

loc(s) == (w,v) = (u,j + [ul,j + [s| = 1),

wobei £+t jup—1 = UV = 8.
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Ukkonen (string t =1 ---t,)

begin
tree T :=T(t,);
ref (v,w) := (r(T),¢); /* r(T) is the root of T */

for (i :=1;1 <n; i++) do
node z := y := NIL;
while (not T'.lookup((v,w),t;41)) do /* i.e., while((T,w -t;11) ¢ T) */
y := T.insert((0, w), t;11) ; /* returns parent of new leaf */
if (x # NIL) then
| slink(z) = y;
T =
(T, w) := canonize((slink(v), w));
if (z # NIL) then
L slink(z) :=v; /* Note that always w =¢ if x # NIL =/

| (U, w) := canonize((V, w - tj11));

end

Abbildung 2.22: Algorithmus: Ukkonens Algorithmus

Aus unserer Diskussion ergibt sich nun Ukkonens Algorithmus, der im Pseudo-Code
in Abbildung 2.22 angegeben ist. In der Regel wird dabei in einer realen Imple-
mentierung allerdings w dabei als Referenz (j, k) angegeben, d.h. w =t¢;---¢,. Wir
gehen darauf im Folgenden allerdings nicht immer im Detail ein, siche aber auch
Abbildung 2.23. Bei dieser Realisierung wird die Referenz (j, k) allerdings immer
auf einen Suffix von ¢ - - - ¢; verweisen, d.h. es gilt k = i.

Hierbei schaut die Prozedur lookup((7,w), a) nach, ob im Baum 7" das Wort vwa
dargestellt wird, d.h. ob man ab der kanonischen Lokation (7, w) in T" den Buchsta-
ben a weiterverfolgen kann. Ist w = ¢, dann wird nur iiberpriift, ob ¥ eine ausge-
hende Kante hat deren Kantenmarkierung mit a beginnt. Ist w # ¢, dann wird die
ausgehende Kante von v betrachtet, deren Kantenmarkierung mit dem ersten Buch-
staben von w beginnt. In dieser Kantenmarkierung wird jetzt nur der Buchstabe an
Position |w| + 1 mit a verglichen. Dabei liefert lookup false, wenn (7, w - a) keine
Lokation in T ist, andernfalls wird true zuriickgeliefert. Der Leser moge sich selbst
davon iiberzeugen, dass in dem im Algorithmus benétigten Fall (nach dem Ende der
while-Schleife) der Knoten vw in 7" wirklich existieren muss.

Man beachte, dass die Buchstaben an den Positionen 2 mit |w| nicht mit der entspre-
chenden Kantenmarkierung verglichen werden miissen, da diese nach Konstruktion
ibereinstimmen miissen. Dies folgt daraus, dass das zur Lokation (7, w) gehorige
Wort vw nach Konstruktion von Ukkonens Algorithmus in 7" zwingend dargestellt
sein muss.
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Fiir jeden Aufruf lookup((7, w), t;) (also lookup((7, j, k), t;)) bedeutet dies, dass man
fir w = € (also j > k) eine ausgehende Kanten von v finden muss, deren Kanten-
markierung mit ¢; beginnt. Andernfalls muss man zuerst eine ausgehende Kanten
von U finden, deren Kantenmarkierung (p, ¢) mit ¢; beginnt, d.h. ob ¢; = t,; falls ja,
muss noch die Bedingung t; = t,1,—;4+1 gepriift werden. Falls einer der Félle eintritt,
liefert lookup den Wert true, sonst false.

Die Prozedur canonize macht aus einer gegebenen Lokation (7, w) eine kanonische,
indem sie vom Knoten ¥ soweit im Suffix-Baum die Zeichenreihe w verfolgt, bis die
kanonische Lokation gefunden wird. Man beachte da, dass der Aufwand proportional
zur Anzahl tiberlaufener Kanten plus 1 ist, da jeweils nur das erste Zeichen einer
ausgehenden Kante betrachtet werden muss (die folgenden Zeichen dieser Kanten-
markierung miissen dann, wie schon diskutiert, auch wieder alle iibereinstimmen).

Wie man in Abbildung 2.19 sehen kann, kann es auch wirklich passieren, dass man
bei canonize mehrere Kanten iiberlaufen muss. Dort ist die kanonische Lokation
des Suffixes a(x) = abb gerade (Z, abb). Folgt man dem zugehorigen Suffix-Link, so
gelangt man zur Lokation (L, abb). Um die zugehorige kanonische Lokation (b, b) zu
erhalten, muss man zwei Knoten fiir das Wort abb im Baum hinabsteigen.

Innerhalb von canonize muss fiir eine Lokation (v, w) (also (v, j, k)) zuerst die von
U ausgehende Kante mit Kantenmarkierung (p, ¢) zu vw’ bestimmt werden, die mit
t; beginnt, d.h. t; = t,. Ist |w'| > |w| (also ¢ —p > k — j) oder ist |w'| = |w| (also
q—p = k—7j) und vw ein Blatt, dann ist die Lokation kanonisch. Ansonsten wird in
Canonize versucht die Lokation (vw’, w”) mit w = w'w” (also (vw’, j+(¢—p+1),k))
zu kanonisieren.

Die Prozedur insert((v, w), a) fiigt an der Lokation (7, w) eine Kante mit Kantenmar-
kierung a zu einem neuen Blatt ein. War (7, w) bereits ein Knoten im Suffix-Baum,
so wird die neue Kante dort nur angehéngt. Beschreibt die Lokation (7,w) eine
Position innerhalb einer Kante, so wird in diese Kante an der zur Lokation (7, w)
entsprechenden Stelle ein neuer Knoten eingefiigt, an den die Kante zu dem neuen
Blatt angehdngt wird. Man iiberlegt sich leicht, dass dies in konstanter Zeit erledigt
werden kann. Der zu dem neuen Blatt adjazente innere Knoten kann dann leicht wie
gefordert zuriickgeliefert werden.

Dabei muss auch noch ein Suffix-Link vom vorhergehenden Knoten auf diesen neu
eingefiigten Knoten gesetzt werden. Mit einer geeigneten Buchhaltung kann auch
dies in konstanter Zeit erledigt werden, da der Knoten, der den neuen Suffix-Link
auf den neu eingefiigten bzw. aktuell betrachteten Knoten erhélt, gerade eben vorher
betrachtet wurde.

Fiir jeden Aufruf insert((v,w),t;) (also insert((7v, j, k), t;)) wird im Falle w = ¢ (also
j > k) nur ein Blatt mit Kantenmarkierung (i + 1,00) an den Knoten v gehéngt.
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Ukkonen (string t =1 ---t,)

begin
tree T :=T(t,);
ref (0,7, k) := (r(T),2,1); /* Note that always k=1 x/

for (i :=1; 1 <n; i++) do
node z := y := NIL;
while (not T'.lookup((7, j, k), t;+1)) do /* while((D,j,k+1) ¢ T) */
y := T.insert((v, 7, k), tiv1) ; /* returns parent of new leaf */
if (x # NIL) then
| slink(z) = y;
=y
(U, j, k) := canonize((slink(v), j, k));
if (z # NIL) then
L slink(z) :=v; /* Note that always j >k if x # NIL =/
| (7, j, k) := canonize(7, j, k + 1);

end

Abbildung 2.23: Algorithmus: Ukkonens Algorithmus mit Referenzen

Andernfalls muss die Kante mit Kantenmarkierung (p, q) vom Knoten ¥ zum Kno-
ten z mit ¢, = ¢; aufgebrochen werden. Es wird ein neuer Knoten y eingefiigt, wobei y
den Knoten z als das Kind von o ersetzt und die Kantemarkierung (p,p + k — j)
erhélt. z wird dann zu einem Kind von y mit Kantenmarkierung (p +k — j + 1, q).
Weiter bekommt y ein neues Blatt als Kind mit Kantenmarkierung (i + 1, 00).

AbschlieBend geben wir noch die Fassung von Ukkonens Algorithmus mit Referenzen
in Abbildung 2.23 an.

2.4.5 Zeitanalyse

Es bleibt noch die Analyse der Zeitkomplexitit von Ukkonens Algorithmus. Das Ein-
fiigen eines neuen Knotens kann, wie bereits diskutiert, in konstanter Zeit geschehen.
Da ein Suffix-Baum fiir ¢ maximal O(|t|) Knoten besitzt, ist der Gesamtzeitbedarf
hierfiir O(|¢]).

Der Hauptaufwand liegt in der Kanonisierung der Lokationen. Fiir einen Knoten
kann eine Kanonisierung nédmlich mehr als konstante Zeit kosten. Bei der Kanoni-
sierung wird jedoch die Lokation (7,w) zu (vv/,w’) fiir o' € T und w’ € 3* mit
v'w’ = w. Damit wandert das Ende der Zeichenreihe v des in der Lokation verwen-
deten internen Knotens bei einer Kanonisierung immer weiter zum Wortende von ¢
hin. Zwar wird ¥ beim Ablaufen der Suffix-Links verkiirzt, aber dies geschieht nur
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am vorderen Ende. Somit kann eine Verlangerung am Wortende von v bei der ver-
wendeten Lokation (7,w) maximal [t| Mal auftreten. Also haben alle Aufrufe zur
Kanonisierung eine lineare Laufzeit.

Theorem 2.22 Fin Suffiz-Baum kann mit Ukkonens Algorithmus in Zeit O(n) mit
Platzbedarf O(n) konstruiert werden.

Wir erwdhnen hier noch, dass der Algorithmus folgende Eigenschaft einer Darstel-
lung eines Suffix-Baumes benotigt: Man muss von einem Knoten das Kind finden
konnen, das sich iiber diejenige Kanten erreichen lédsst, dessen erstes Zeichen der
Kantenmarkierung vorgegeben ist. Verwendet man also fiir die Représentation aus
Platzgriinden keine Felder, so erhoht sich der Aufwand in der Regel um den Fak-
tor ||, was bei kleinen Alphabeten noch tolerierbar ist.

Des Weiteren wollen wir noch anmerken, dass in manchen Lehrbiichern eine Laufzeit
fiir Ukkonens Algorithmus von O(nlog(n)) angegeben wird. Dabei wird jedoch statt
des uniformen Kostenmafles das logarithmische Kostenmafl verwendet (also die Bit-
Komplexitdt). In diesem Fall hat jedoch der Suffix-Baum selbst schon die Grofie
O(nlog(n)), da dort ja Zahlen (Referenzen und Zeiger) aus dem Intervall [0 : n]
vorkommen, deren Darstellung ja ©(log(n)) Bits bendtigt. Daher handelt es sich
auch in diesem Modell um einen asymptotisch optimalen Algorithmus zur Erstellung
von Suffix-Béumen, da die Ausgabegrofie bereits O(nlog(n)) betragen kann. Man
beachte jedoch, dass die Eingabegréfie nur ©(nlog(|X|)) betrégt. Im logarithmischen
Kostenmaf ist also der Suffix-Baum im Allgemeinen grofler als die Eingabe!
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Repeats 3

3.1 Exakte und maximale Repeats

In diesem Kapitel wollen wir uns mit Wiederholungen (so genannten) Repeats in
Zeichenreihen (insbesondere in Genomen) beschéftigen. Dazu miissen wir uns vor
allem iiberlegen, wie man interessante Wiederholungen charakterisiert.

3.1.1 Erkennung exakter Repeats

Zunéchst einmal miissen wir formal definieren, was wir unter einer Wiederholung
verstehen wollen. Dazu benotigen wir erst noch die Begriffe einer Hamming- und
Alignment-Distanz.

Definition 3.1 Seien s,t € X", dann ist die Hamming-Distanz von s und t definiert
als 0 (s, t) == |{i € [l:n] : s; #t;}].

Definition 3.2 Seien s,t € X*, dann ist die Alignment-Distanz von s und t defi-
niert als d4(s,t) = min{o(5,7) : (5,¢) € A(s,t)} wobei A(s,t) die Menge der
Alignments von s und t und o(5,1) ein Distanzmap fiir ein Alignment ist.

Als Alignment-Distanz kann beispielsweise die Anzahl von Substitutionen, Insertio-
nen und Deletionen im Alignment (3, %) (also die EDIT-Distanz) verwendet werden.
Nun koénnen wir definieren, was eine Wiederholung sein soll.

Definition 3.3 Seit =t ---t, € ¥* eine Zeichenreihe. Ein Paar ((i1,j1), (i2,J2))
mat (ily,jl) 7& (ig,jg) h@lﬁt
o cxaktes Paar, wenn t;, ---t;, = t;, - -tj,. Das Wort t;, ---t;, wird dann auch

als exaktes Repeat bezeichnet. Mit R(t) bezeichnen wir die Menge aller exakten
Paare und mit R(t) die Menge aller exakten Repeats.

e k-mismatch Repeat, wenn 6 (ti, -+ -t i, - - t;,) < k. Mit RE(t) bezeichnen
wir die Menge aller k-mismatch Repeats.

o k-difference Repeat, wenn §a(ty, -t ti, - - t;,) < k. Mit Ri:(t) bezeichnen
wir die Menge aller k-difference Repeats.
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In Abbildung 3.1 sind schematisch zwei solcher Repeats dargestellt. Man beachte
dabei, dass nach Definition ein Repeat sich mit sich selbst iiberlappen kann (wie bei
den roten Teilwortern) oder es auch mehr als zwei Vorkommen eines Repeats geben
kann.

| t |

T

Abbildung 3.1: Skizze: Schematische Darstellung von Repeats

Wir behaupten nun, dass wir alle solchen exakten Repeats in ,linearer Zeit* finden
konnen. Dies folgt aus der Tatsache, dass alle exakten Repeats von ¢t zu Lokatio-
nen eines Suffix-Baums 7T(t$) korrespondieren, die sich nicht auf einer zu einem
Blatt inzidenten Kante befinden. Sobald man sich im Suffix-Baum nicht auf einer zu
einem Blatt inzidenten Kanten befindet, gibt es Verlangerungsmoglichkeiten, so dass
man in mindestens zwei verschiedenen Blattern landen kann. Also ist das betrach-
tete Wort jeweils ein Préfix von mindestens zwei verschiedenen Suffixen, d.h. das
betrachtete Wort beginnt an mindestens zwei verschiedenen Positionen in ¢.

In Abbildung 3.2 ist fiir das Wort abbbab der Suffix-Baum fiir abbbab$ angegeben
und einige darin enthaltene exakte Repeats durch Angabe von exakten Paaren.

Abbildung 3.2: Beispiel: Suffix-Baum fiir t$ = abbbab$ und die exakten Repeats

Durchlaufen wir nun den Suffix-Baum T'(¢$) gekiirzt um alle Bldtter und die dazu
inzidenten Kanten mit einer Tiefensuche, so kénnen wir alle dort zu den noch ent-
haltenen Lokationen korrespondierenden Zeichenreihen ausgeben, und geben damit
alle exakten Repeats aus.
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Theorem 3.4 Seit € X", dann lassen sich alle exakten Repeats als Worter bzw.
Referenzen in Zeit O(n + k) ermitteln, wobei k die Anzahl aller Zeichen in den
exakten Repeats bzw. die Anzahl der exakten Repeats ist.

Somit ist hier mit linearer Zeit gemeint, dass der Algorithmus linear in der Eingabe-
und Ausgabegrofe lauft. Man beachte, dass es durchaus Worter iiber ¥ der Lange n
geben kann, die ©(n?) exakte Repeats besitzen. Wir merken noch an, dass dieser
Algorithmus optimal ist.

Somit haben wir aber nur die exakten Repeats ausgegeben, wir wissen jedoch nicht
wo diese auftreten. Daher ist in der Regel ein Algorithmus zum Auffinden aller
exakten Paare interessanter. Auch diesen kénnen wir analog zu denen der exakten
Repeats definieren. Der Algorithmus zum Auffinden aller exakten Paare geht dabei
wie folgt vor:

1. Konstruktion von T'(t$) in Zeit O(n).

2. Tiefensuche durch 7'(¢$) in Zeit O(n). Wiahrend der Tiefensuche fiihre folgende
Schritte aus:

(a) Jedes Blatt liefert die Indexposition zuriick, an der das aufgefundene Suf-
fix beginnt. Der Zeitbedarf hierfiir ist insgesamt O(n).

(b) Jeder innere Knoten liefert eine Liste der Blatter, die von diesem Knoten
erreichbar sind, an seinen Elter zuriick. Der Zeitbedarf hierfiir ist insge-
samt O(n), da zum einen immer nur ein Zeiger auf den Beginn und das
Ende der Liste iibergeben wird und zum anderen, da das Zusammenhén-
gen der Listen der Kinder insgesamt in Zeit O(n) zu realisieren ist (wenn
man sich auch jeweils das Ende der Liste merkt).

(c) Fiir einen inneren Knoten © mit der Blattliste L und mit Elter w gene-
riere die exakten Paare ((i,7 4+ ¢ —1),(j,7+¢—1)) mit i < j € L und
¢ € [|lw|+1 : |v|]. Dies ldsst sich insgesamt in Zeit O(n + |output|) erledi-
gen. Nach der vorherigen Diskussion beschreibt jedes ausgegebene exakte
Paar einen exakten Repeat. Man iiberlegt sich leicht, dass alle ausgegeben
exakten Paare paarweise verschieden sind.

Theorem 3.5 Sei t € X", dann lassen sich alle exakten Paare in Zeit O(n + k)
ermitteln, wobei k die Anzahl der exakten Paare ist.

Wir merken noch an, dass dieser Algorithmus optimal ist.

Betrachten wir das Wort a” € X*, dann enthélt es nach unserer Definition ©(n?)
exakte Paare. Es gilt ndmlich, dass fiiralle £ € [1 : n—1] und iy < i € [1 : n—{+1]
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das Paar ((i1,4 + ¢ —1), (i2,i2 + ¢ — 1)) ein exaktes Paar ist. Andererseits existieren
nur n — 1 exakte Repeats a' in a™ mit i € [1 : n — 1].

Somit ist auch hier mit linearer Zeit gemeint, dass der Algorithmus linear in der
Eingabe- und Ausgabegrofie lauft.

Man kann diesen Algorithmus auch leicht so modifizieren, dass er nur exakte Paare
ausgibt, die einen Repeat mit einer Mindestldnge ausgibt. Man muss dann nur innere
Knoten berticksichtigen, deren Worttiefe hinreichend grof} ist.

3.1.2 Charakterisierung maximaler Repeats

Wie wir gesehen haben, gibt es fiir die Bestimmung exakter Repeats bzw. Paare einen
optimalen Algorithmus. Dennoch muss dieser nicht sehr effizient sein, insbesondere
dann nicht, wenn viele exakte Repeats bzw. Paare vorkommen. Daher werden wir
die Problemstellung iiberarbeiten und versuchen uns auf die interessanten Repeats
zu beschrianken.

Definition 3.6 Sei t = t;---t, € X* und sei t' = ti---tI , = ¢ty---t,$ mit
¢ #8$ ¢ X. Ein Tripel (i,5,0) mit £ € [1 : n] sowiei < j € [1 : n — £+ 1] heifit
maximales Paar, wenn t;- - tio1 =t;---tjrey und t;_; #t;_; sowie ti , # 1},

gilt. Ist (i,7,0) ein maximales Paar, dann ist t;---t;;o—1 ein maximaler Repeat.

]\_/[z't Rumax(t) bezeichnet man die Menge aller maximalen Paare wvon t wund mit
Rumax(t) = {ti- - -tive—1 : (4,5,0) € Rmax(t)} die Menge aller maximaler Repeats
von t.

Anschaulich bedeutet dies, dass ein Repeat maximal ist, wenn jede Verldngerung
dieses Repeats um ein Zeichen kein Repeat mehr ist. Es kann jedoch Verldngerungen
geben, die wiederum ein maximales Repeat sind. Fiir ¢ = a[aa]bblaa]ab ist aa
mit dem maximalen Paar (2,6,2) ein maximales Repeat, aber auch aaab ist ein
maximales Repeat. Des Weiteren ist fiir aa das Paar (2,7,2) nicht maximal.

Lemma 3.7 Seit € X* und sei T' = T(¢t$) der Suffiz-Baum fir ¢t$ mit ¢,$ ¢ 3.
Wenn a € Runax(t), dann existiert ein innerer Knoten v in T mit path(v) = .

Beweis: Betrachten wir das zu a gehorige maximale Paar (i, 7, £). Nach Definition
des maximalen Paares gilt insbesondere ¢;,, # t},,. Somit muss also « ein rechts-
verzweigendes Teilwort von ¢’ und daher muss @ ein innerer Knoten in 7" sein.  m
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DY
(@) Y,y € X
Tty 'y’ a#ad €N
i1 i+l j—1 Al
[ fal o Jef Jof o [ Je] a [2] [Je| a [2]

Abbildung 3.3: Skizze: Maximale Repeats enden an inneren Knoten

Die Beweisidee des Lemmas ist noch einmal in Abbildung 3.3 illustriert. Man sollte
sich auch klar machen, dass es fiir ein maximales Repeat o zwei Vorkommen in
t existieren miissen, an denen sich die angrenzenden Zeichen unterscheiden (d.h.
tiy # U,y und t},, # 1}, ,, wenn das maximale Paar (7, j, /) das maximale Repeat
« beschreibt). Es kann durchaus zwei Vorkommen von « in ¢ geben, so dass sich die
Woérter nach vorne oder hinten zu léngeren Repeats verldngern lassen.

Wir erhalten damit unmittelbar noch das folgende Korollar.

Korollar 3.8 FEin Wort t € ¥* besitzt hichstens |t| viele maximale Repeats.

Beweis: Jedem maximalen Repeat entspricht nach dem vorhergehenden Lemma
ein innerer Knoten und in einem Suffix-Baum fiir ¢¢$ mit |¢| + 2 Blattern kann es
maximal |t| + 1 viele innere Knoten geben. In der obigen Formel kann nur dann das
Maximum angenommen werden, wenn jeder innere Knoten genau zwei Kinder hat.
Da die Wurzel jedoch mindestens drei Kinder hat (iiber die Kanten, die mit ¢, $ und
einem a € X beginnen), kann es maximal |¢| innere Knoten geben. ]

Wir merken noch an, dass die Anzahl der maximalen Paare keineswegs linear in der
Lange des Textes t begrenzt sein muss. Dies sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

Wie man im Beweis von Lemma 3.7 bemerkt, nutzen wir hier nur aus, dass nach
einem maximalen Repeat eines maximalen Paares (i, j, £) die Zeichen unterschiedlich
sind (d.h. ¢;,, # t},,), aber nicht die Zeichen unmittelbar davor (d.h. t;_; # t}_;).
Um diese bei der Bestimmung maximaler Repeats auch noch beriicksichtigen zu
konnen, benétigen wir noch die folgende Definition.
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Definition 3.9 Seit € ¥" und sei t' =t;-- -1, ., = ¢t$.

e Das Linkszeichen von Position i € [1 : n] ist definiert als t;_,.

e Das Linkszeichen eines Blattes 5 # ¢t$ von T(¢t$) ist das Zeichen b sl

e FEin innerer Knoten von T(¢t$) heifit linksdivers, wenn in seinem Teilbaum
zwet Blatter mat einem verschiedenen Linkszeichen existieren.

In Abbildung 3.4 ist noch einmal die Definition der Linkszeichen von Bléttern illus-
triert.

T(¢t$)

S
®
c")\
olen|em

Linkszeichen

Abbildung 3.4: Skizze: Definition von Linkszeichen

In der Definition ist fiir einen linksdiversen Knoten v nur gefordert, dass im Teilbaum
von v zwei verschiedenen Linkszeichen auftreten miissen. Man kann sich aber leicht
iiberlegen, dass es dann sogar zwei Blatter in den Teilbdumen von zwei verschiedenen
Kindern von v mit unterschiedlichem Linkszeichen geben muss.

Theorem 3.10 Seit € ¥*, t' = ¢t$ und T = T(t') der Suffiz-Baum fir t'. Die
Zeichenreihe s € X* 1st genau dann ein mazimaler Repeat von t, wenn der Knoten
s an T existiert und linksdivers ist.

Beweis: <=: Da s linksdivers ist, muss es zwei Blatter ¥ und w im Teilbaum von
s geben, die unterschiedliche Linkszeichen besitzen.

Wir halten zunéchst fest, dass dann s zwei verschiedene Kinder besitzen muss, in
deren Teilbdumen die Blédtter mit den unterschiedlichen Linkszeichen auftreten miis-
sen. Dieser Fall ist in Abbildung 3.5 illustriert.

Skriptum zu Algorithmen auf Sequenzen WS2018/19



3.1. Exakte und maximale Repeats 91

a#ad ex

L¢] t H

e linksdivers

a S v

= s ist maximaler Repeat

Abbildung 3.5: Skizze: S ist linksdivers

Seien bz und ¥z’ mit b # b’ € ¥ und x,2" € ¥* die beiden Kantemarkierungen zu
den zwei Kindern, die die verschiedenen Linkszeichen im Unterbaum besitzen. Weiter
seien a # a’ € ¥ die beiden verschiedenen Linkszeichen, wobei a das Linkszeichen
des Blattes ist, der im iiber die Kante bz erreichbaren Teilbaum liegt. Dann muss
sowohl asb als auch a’sb’ ein Teilwort von ¢’ = ¢t$ sein. Somit gibt es ein maximales
Paar, das genau diese Vorkommen in ¢’ beschreibt und somit ist s ein maximaler
Repeat.

=>: Seinun s ein maximaler Repeat in ¢, dann muss es nach Definition ein maxima-
les Paar (i, 7,¢) geben mit t; - tipp 1 =t; - tjpp1 =5t #t; yund tj,, # 1%,
Somit ist s ein rechtsverzweigendes Teilwort von ¢t$ und § muss dann ein interner
Knoten sein. Da ja t;_; # t’_, ist, ist das Linkszeichen vom Blatt ¢} - - -#; |, ungleich
dem Linkszeichen von Blatt ¢ - - - ¢} ;. Da weiter t;,, # t},, ist, tauchen die beiden
unterschiedlichen Linkszeichen in zwei verschiedenen Teilbdumen der Kinder von s
auf und § ist somit linksdivers. Dies ist auch in Abbildung 3.6 illustriert. [

i—1 i+0 j—1 J+L

t | fel s Jo]l Jof s |¥] ]
a#ad e€X z2=t;-t,%

b#V €X 2=t 1,8

Abbildung 3.6: Skizze: Ein maximales Repeat, das durch sein zugehoriges maximales
Paar einen internen Knoten im zugehorigen Suffix-Baum induziert
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Damit erhalten auch eine kompakte Darstellung von maximalen Repeats in t. Wir
miissen nur den Suffix-Baum fiir ¢t$ konstruieren und dort alle nicht linksdiversen
Knoten (inklusive der Blatter) und die dazu inzidenten Kanten entfernen. Man sieht
leicht, dass der restlichen Baum zusammenhéngend ist und nach dem vorherigen
Satz alle maximalen Repeats charakterisiert.

3.1.3 Erkennung maximaler Repeats

Wir miissen nun nur noch einen Algorithmus zur Erkennung linksdiverser Knoten
entwickeln.

Wir werden das Problem auch hier wieder mit einer Tiefensuche durch den Suffix-
Baum T = T(¢t$) erledigen. Dazu bestimmen wir an den Blidttern das jeweilige
Linkszeichen. Hierfiir miissen wir fiir ein Blatt nur wissen, ab welcher Position 7 das
zugehorige Suffix beginnt, dann ist ¢,_, das zugehorige Linkszeichen.

An den inneren Knoten bekommen wir von den Kindern entweder die Information
zuriick, ob das Kind linksdivers ist, oder das Zeichen das an allen Bléttern des
Teilbaum des Kindes als Linkszeichen notiert ist. Liefern alle Kinder dasselbe Zeichen
zuriick, so ist der Knoten nicht linksdivers und wir geben dieses Zeichen an seinen
Elter zuriick. Sind die von den Kindern zuriickgelieferten Zeichen unterschiedlich
oder ist eines der Kinder linksdivers, so geben wir an den Elter die Information
linksdivers zuriick.

Die Laufzeit an jedem Blatt ist konstant und an den inneren Knoten proportional zur
Anzahl der Kinder des Knotens. Da die Summe der Anzahl der Kinder aller Knoten
eines Baumes mit n Knoten gerade n —1 ist, ist die Gesamtlaufzeit zur Bestimmung
linksdiverser Knoten linear in der Grofie des Suffix-Baumes T und somit O([¢]).
Wie im vorherigen Abschnitt lassen sich somit die maximalen Repeats sehr leicht
ausgeben.

Theorem 3.11 Seit € X, dann lassen sich alle maximalen Repeats als Worter
bzw. Referenzen in Zeit O(n+ k) ermitteln, wobei k die Anzahl aller Zeichen in den
maximalen Repeats bzw. die Anzahl der mazimalen Repeats ist.

Jetzt miissen wir nur alle maximalen Paare (Position und Lénge des Repeats in der
Zeichenreihe) generieren. Hierfiir konstruieren wir fiir jeden Knoten v ein Feld Lz
von Listen, wobei das Feld iiber die Zeichen des Alphabets ¥ indiziert ist und die
Listenelemente Positionen innerhalb von ¢ (also Werte aus [1 : |¢|]) sind. Intuitiv
bedeutet dies fiir einen Knoten v, dass in seiner Liste fiir das Zeichen a € X die
Positionen gespeichert sind, fiir die a ein Linkszeichen im zugehorigen Teilbaum ist.
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An den Bléttern erzeugen wir das Feld von Listen wie folgt. Sei b das Linkszeichen
des Blattes, dessen zugehoriges Suffix an Position ¢ beginnt. Dann enthalten alle Fel-
delemente die leere Liste mit Ausnahme fiir das Zeichen b € 3, die eine einelementige
Liste mit Listenelement ¢ enthélt. Dies ist in Abbildung 3.7 illustriert.

z E—> z E—)

Yy (o1 Y (el o] o
b [er—=li]e] b [e—li[ed—

a o-T—> a o*-T—>

¢ [o}— ¢ [o}—

Abbildung 3.7: Skizze: Das Feld der Listen Lz fiir ein Blatt ¥ mit Linkszeichen b € X
(rechts) und fiir einen inneren Knoten (links) mit ¥ = {a,...,z}

An den inneren Knoten erzeugen wir dieses Feld, indem wir fiir jedes Feldelement
a € Y die entsprechenden Listen der Kinder aneinanderhéingen. Bevor wir fiir ein
Kind die Listen an die Listen des Knotens v anhédngen, geben wir erst noch die
maximalen Paare wie folgt aus: fiir jedes Paar von Kindern v’ # v” von ¥ und fiir
alle a # b € ¥ U {¢} erzeuge fiir alle ¢ € Lz[a] und j € L[b] die maximalen Paare
(4,7, |v|). Wenn wir das Kind v” neu aufnehmen, dann kénnen wir statt der Liste
vom Kind v/ auch die bislang bereits konstruierte Listen von ¥ hernehmen.

Fiir die Laufzeit ist wichtig, dass die Listen konkateniert und nicht kopiert werden,
da die Listen ja sehr lang werden konnen. Prinzipiell muss dazu im Feld jeweils
auch noch ein Zeiger auf das letzte Feldelement gespeichert werden. Die Idee der
Konkatenation der Felderlisten der Kinder ist (ohne die Zeiger auf das das letzte
Listenelement) in Abbildung 3.8 illustriert.

/

3]
S

Abbildung 3.8: Skizze: Konkatenation der Felder von Listen zu einem neuen Feld
von Listen

Der Aufwand der Konkatenation der Felder von Listen ist wiederum proportional
zur Summe der Grade iiber alle Baumknoten und ist damit wieder linear (allerdings
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mit Aufwand O(|X]) pro Knoten), d.h. insgesamt O(|X]| - [¢]). Allerdings kann die
Ausgabe der maximalen Paare wiederum mehr Zeit benttigen, jedoch nur konstante
Zeit pro maximales Paar. Somit ist die Laufzeit wiederum linear in der Eingabe-
und Ausgabegrofie, sofern es keine leeren Listen gibt.

Wenn es leere Listen gibt, dann kann konstanter Aufwand entstehen, die nicht durch
Ausgabe eine maximalen Paares gedeckt sind. Dies kann den Aufwand um den Faktor
|X]? erhohen, da die Anzahl der (nicht kiinstlichen) Kinder eines Knotens im Suffix-
Baum durch |¥| beschrankt ist.

Wenn das Alphabet also grofl wird, ist es besser, das Feld als sortierte Liste zu ver-
walten. Die oben angegebene Aufgaben lassen sich dann wirklich in Zeit O(|X|-n+k)
implementieren. Der Leser moge sich die Details {iberlegen.

Theorem 3.12 Seit € X", dann kénnen alle mazimalen Paare in Zeit O(|%|-n+k)
ermittelt werden, wobei k die Anzahl der mazimalen Paare ist.

Auch hier kann man den Algorithmus leicht so modifizieren, dass er nur exakte Paare
ausgibt, deren maximalen Repeats eine Mindestlinge aufweisen.

3.1.4 Revers-komplementire Repeats

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den so genannten revers-komplementéren
Repeats beschiftigen, die in Genomen auftreten konnen, wenn das Repeat eigentlich
auf dem anderen Strang der DNA-Doppelhelix liegt. Dazu miissen wir erst einmal
formal definieren, was wir unter revers-komplementéiren Repeats verstehen wollen.
Wir beginnen mit der Definition von revers-komplementiren Sequenzen.

Definition 3.13 Sei ¥ ein Alphabet und sei m € S(X) eine Permutation auf ¥ mit
7%(0) = 0. Fiir o € ¥ ist das iiber ™ zugehdrige komplementire Zeichen & = (o).

Fir w € X* ist das tber m zugehdrige revers-komplementiare Wort w wie folgt defi-

niert:
- € falls w=¢,
V-0 falls w=0o-vmitceX, vel

Fiir das biologisch relevante Alphabet ¥ = {A,C,G,T} ist das komplementére
Zeichen wie folgt definiert:

falls
falls
falls
falls

NQ Q-
I
B QQN

Q 9 9 Q9
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Hierauf basierend kénnen wir nun die so genannten revers-komplementére Repeats
definieren.

Definition 3.14 Sei t € X*. Fin Teilwort s von t heifst revers-komplementéres
Repeat, wenn es ein Tripel (i,7,0) mitt; - -tisp1 =s und t;-- -ty 1 =5 gibt.

Die Losung zum Auffinden exakter bzw. maximaler revers-komplementérer Repeats
ist nun einfach, da wir das Problem auf exakte bzw. maximale Repeats zuriickfiihren
konnen. Sei t € ¥* die Sequenz in der wir revers-komplementéire Repeats ermitteln
wollen. Wir konstruieren zuerst das Wort ' = ¢t#t$, wobei ¢, #, $ ¢ ¥ neue Zeichen
sind. Ein revers-komplementéres Repeat in ¢ entspricht nun einem normalen Repeat
in . Dies ist in Abbildung 3.9 schematisch dargestellt.

i 20— (nt1)—1

. ! L
w4 : k

¢ : t o §id : f
E i

L|H

5 i sszé

Abbildung 3.9: Skizze: revers-komplementére Repeats

Wir miissen dabei nur beachten, dass wir auch normale Repeats in ¢ finden (bzw.
dann natiirlich und nur dann auch in #). Wir miissen bei der Ermittlung der Repeats
also darauf achten, dass ein Paar (i, j, ¢) nur dann interessant ist, wenn i € [1 : n] und
J € [n+2:2n+ 1] ist (wobei wir annehmen, dass t' = t(---t,,,, ist). Als Ausgabe

generieren wir dann (4,7 — (0 +2(j — (n+1)) = 1),4) = (i,7 — € — 25 + 2n + 3,{).

Um nicht mit der Uberpriifung von Repeats innerhalb von ¢ (bzw. ) aufgehalten
zu werden, fiihren wir in den entsprechenden Algorithmen immer zwei Listen mit.
Eine mit den Eintrége von Positionen aus [1 : n| und eine mit den Eintrégen von
Positionen aus [n + 2 : 2n + 1]. Bei der Ausgabe miissen wir dann immer nur
Paare betrachten, bei denen die Positionen aus den jeweils entgegengesetzten Listen
stammen.

Theorem 3.15 Seit € ¥*, dann lassen sich alle Paare, die exakte bzw. maximale
revers-komplementdre Repeats darstellen, in Zeit O(|X| - n + k) ermitteln, wobei k
die Anzahl der ausgegebenen Paare ist.
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96 Kapitel 3. Repeats

3.2 Tandem-Repeats und Suffix-Baume

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit so genannten Tandem-Repeats beschéfti-
gen, dass sind kurz gesprochen exakte Repeats, die unmittelbar hintereinander in ¢
vorkommen.

3.2.1 Was sind Tandem-Repeats

Zunéchst einmal definieren wir formal, was Tandem-Repeats sind.

Definition 3.16 Firt € ¥* heifit ein Paar (i,¢) Tandem-Repeat-Paar in t, wenn
by tivoe1 = tize- - tivoe—1 gilt. Mit T (t) bezeichnen wir die Menge aller Tandem-
Repeat-Paare von t. Das Wort t;---t;100-1 heifit dann auch Tandem-Repeat. Mit
T (t) bezeichnen wir die Menge aller Tandem-Repeats von t. Die Linge eines
Tandem-Repeat-Paares (i,¢) bzw. eines Tandem-Repeats aa ist 20 bzw. 2|a.

In Abbildung 3.10 ist schematisch ein Tandem-Repeat dargestellt.

¢ | o | o | |

Abbildung 3.10: Skizze: Tandem-Repeat

Wir reden auch manchmal etwas locker von einem Tandem-Repeat anstelle eines
Tandem-Repeat-Paares, wenn klar ist, welches zugehérige Tandem-Repeat-Paar hier
gemeint ist.

Definition 3.17 Seit = t;---t, € ¥* und sei t' = ty---t, | = ¢ty---1,3. Ein
Tandem-Repeat-Paar (i,0) von t heifst rechtsverzweigend bzw. linksverzweigend,
wenn b, , # t;. 9 bow. t;_; # 1, gill.

Wir sagen auch manchmal etwas locker, dass ein Tandem-Repeat rechtsverzweigend
ist, wenn klar ist, welches das zugehorige Tandem-Repeat-Paar ist. Man beachte,
dass es Tandem-Repeats geben kann, fiir die es sowohl ein Tandem-Repeat-Paar

(0% o
¢ o Jel ]y |

Abbildung 3.11: Skizze: Ein rechtsverzweigendes Tandem-Repeat mit x # y € X
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geben kann, das rechtsverzweigend ist, als auch ein anderes, das nicht rechtsverzwei-
gend ist. In Abbildung 3.11 ist schematisch ein rechtsverzweigendes Tandem-Repeat
dargestellt.

Definition 3.18 Sei t € ¥* und sei (i,£) ein Tandem-Repeat-Paar in t. Ist auch
(1+1,0) bzw. (i—1,¢) ein Tandem-Repeat-Paar, so nennen wir das Tandem-Repeat-
Paar (i,0) eine Linksrotation von (i + 1,¢) bzw. Rechtsrotation von (i —1,¢).

Mit Hilfe dieser Definition kénnen wir uns beim Auffinden von Tandem-Repeat-
Paaren auf rechtsverzweigende (oder auch linksverzweigende) beschrénken, wie die
folgende Beobachtung zeigt.

Beobachtung 3.19 Jedes nicht rechts- bzw. linksverzweigende Tandem-Repeat-
Paar (i,0) ist eine Linksrotation des Tandem-Repeat-Paares (i + 1,¢) bzw. eine
Rechtsrotation des Tandem-Repeat-Paares (i — 1, ().

Diese Beobachtung ist in der folgenden Abbildung 3.12 noch einmal illustriert.

\Blﬁ!

« o .
a| o a| o a‘

? 1+ 4 i+ 20

Abbildung 3.12: Skizze: Nicht rechtsverzweigendes Tandem-Repeat aav als Linksro-
tation eines anderen Tandem-Repeats (33

Der Vollstandigkeit halber definieren wir bereits an dieser Stelle noch so genannte
primitive Tandem-Repeats.

Definition 3.20 FEine Zeichenreihe s € X+ heifit primitiv, wenn aus s = u* fiir ein
u € Xt und ein k € N folgt, dass k = 1 ist.

Ein Tandem-Repeat avcv heif§t primitiv, wenn o primitiv ist.

Der Sinn hinter dieser Definition ist es, eine weitere Einschrinkung auf interessante
Tandem-Repeats zu besitzen. Nichtprimitive Tandem-Repeats bestehen ihrerseits
aus einer Konkatenation gleicher Teilworter und enthalten ihrerseits kiirzere pri-
mitive Tandem-Repeats, die Anfinge von mehrfachen Wiederholungen sind, wie
z.B. a*. Solche mehrfach gekoppelten Repeats werden in der Literatur oft auch
Tandem-Arrays genannt.
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3.2.2 Eigenschaften von Tandem-Repeats

In diesem Abschnitt wollen wir einige fundamentale Beziehungen von (rechtsver-
zweigenden) Tandem-Repeats in ¢ und dem zu ¢ gehorigen Suffix-Baum aufstellen.
Zunichst einmal wiederholen wir die Definition des im Folgenden wichtigen Begriffs
der Worttiefe eines Knotens im Suffix-Baum.

Definition 3.21 Seit € ¥* und sei T = T(t$) der Suffiz-Baum fir t$. Fir einen
Knoten v € V(T) definieren wir seine Worttiefe als |path(v)|.

Fiir das Folgende ist auch der Begriff der Blattlisten (engl. leaf lists) von fundamen-
taler Bedeutung, die wir beim Algorithmus zur Erkennung exakter Repeats schon
kennen gelernt und dort auch eingesetzt haben, aber bislang noch nicht formal defi-
niert haben.

Definition 3.22 Sei t € ¥* und sei T = T(t$) der Suffiz-Baum zu t$. Fir ein
Blatt v € V(T) ist die Blattliste LL(v) als die einelementige Menge {|t$| — |v| + 1}
definiert (d.h. die Indexposition, an der der zugehorige Suffix in t auftritt). Die
Blattliste LL(v) eines inneren Knotens v € V(T) ist definiert durch

LL@) = |J LL(w)
weV(T)
(v,w)€E(T)

(d.h. die Menge aller Indexposition von Suffixen, deren zugehirigen Bldtter sich im
Teilbaum von U befinden).

Mit Hilfe dieser Begriffe konnen wir nun eine Charakterisierung von Tandem-Repeats
durch Knoten im zugehorigen Suffix-Baum angeben.

Lemma 3.23 Seit € X" und seii < j € [1: n| sowie { := j—i. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. (i,0) ist ein Tandem-Repeat-Paar in t.

2. Es existiert ein v € V(T'(t$)) mit |v| > € und i,5 € LL().

Beweis: 1 = 2 : Nach Voraussetzung ist also (i,¢) ein Tandem-Repeat-Paar
in t. Dies bedeutet, dass t; - - - t; 101 = t;i1p- - - tizoe1 gilt. Dies ist in Abbildung 3.13
illustriert.
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| o | o |

i i+l i+ 2
Abbildung 3.13: Skizze: (i, /) ist ein Tandem-Repeat-Paar in ¢

Sei also aav das zu (i, ¢) gehorige Tandem-Repeat. Somit beginnt das Suffix an Posi-
tion ¢ sowie das Suffix an Position j := 1 4 ¢ jeweils mit a. Sei weiter 5 so gewéhlt,
dass a3 der Knoten in T'(t$) ist, an dem sich die Pfade von der Wurzel zu den
Blattern von ¢; - - - t,$ und ¢;, - - - t,,$ trennen, siehe hierzu auch Abbildung 3.14.

uf In

i j=itl

Abbildung 3.14: Skizze: Tandem-Repeat v und der Suffix-Baum 7'(¢$)

Dann befinden sich jedoch 7 und j = i+/£ in der Blattliste LL(af) und die Worttiefe
von af3 ist gleich |af| > |a| = £.

2 = 1: Seialso v ein Knoten von T'(t$) mit Worttiefe mindestens ¢ so gewé&hlt,
dass i, j € LL(v) gilt. Weiterhin sei path(v) = af mit |a| = ¢ und g € £*. Dieser
Fall ist in Abbildung 3.15 illustriert.

® /2 =it
T(t3) .-"..046 mit o =/ [ o [B]
o, i
O O
i J = (i, /) ist ein Tandem-Repeat

Abbildung 3.15: Skizze: Knoten v mit Worttiefe mindestens ¢ und i, j € LL(v)

Daraus folgt nun sofort, dass ¢; - - - t;4jap—1 = @fund t; - - -t o -1 = af. Da la] = ¢
und ¢ = j —1 ist, folgt, dass sich die beiden Vorkommen in ¢ iiberlappen miissen und
aa somit ein Tandem-Repeat zum Tandem-Repeat-Paar (7, ) sein muss. Dies ist im
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linken Teil der Abbildung 3.15 besonders gut zu erkennen. Damit ist die Behauptung
bewiesen. [

Wir kénnen auch eine analoge Charakterisierung fiir rechtsverzweigende Tandem-
Repeats angeben.

Lemma 3.24 Sei t € ¥" und sei i < j € [1: n] sowie £ :== j —i > 0. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. Das Paar (i,0) ist ein rechtsverzweigendes Tandem-Repeat-Paar.

2. Es existiert ein Knoten v € V(T (t$)) mit |v| = £ und i,j € LL(D). Weiterhin
gilt fiir alle Knoten w € V(T'(t$)) mit |w| > ¢, dass nicht sowohl i € LL(W)
als auch j € LL(w) gilt.

Beweis: Der Beweis ist analog zum Beweis in Lemma 3.23 und bleibt dem Leser
zur Ubung iiberlassen. [

3.2.3 Algorithmus von Stoye und Gusfield

Aus diesem Lemma 3.24 ldsst sich sofort der folgende, in Abbildung 3.16 angege-
bene Algorithmus von Stoye und Gusfield fiir das Auffinden rechtsverzweigender
Tandem-Repeat-Paare herleiten. Dabei werden die rechtsverzweigenden Tandem-
Repeat-Paare explizit durch die Abfrage t;|path(v)] 7 ti+2|path(v)| herausgefiltert.
Aufgrund der Tatsache, dass die Anfangsposition eines rechtsverzweigendes Tandem-
Repeat-Paares nur an einem Knoten aufgefunden werden kann (sieche Lemma 3.24),
wird jedes rechtsverzweigendes Tandem-Repeat-Paar genau einmal ausgegeben.

Der Test, ob i + |path(v)| € LL(v) gilt, wird effizient mit Hilfe einer DFS-Numme-
rierung der Blatter durchgefithrt. Haben wir zu jedem Blatt j seine DFS-Nummer
DFS(j) und zu jedem inneren Knoten v das DFS-Intervall DFS_Int(v), das die DF'S-
Nummer der Bléatter in seinem Teilbaum beschreibt, so gilt:

jeLL(v) < DFS(j) € DFS_Int(v)

Die Korrektheit folgt daher, dass wir einfach nur eine Umbenennung der Knoten
vorgenommen haben, so dass die Blattlisten zu Intervallen werden. Es ist ndmlich
offensichtlich effizienter, zwei Intervallgrenzen abzufragen als eine ganze Liste (als
Darstellung der Menge) zu durchlaufen.

Daraus ergibt sich der in Abbildung 3.17 angegeben Algorithmus.
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TandemRepeats (string t)

begin
tree T := SuffixTree(t$);
foreach (v € V(7)) do /* using DFS
// after returning from all children
// creating leaf lists
LL(v) := 0;
foreach ((v,w) € E(T)) do
LLLU) LL(v)U LL(w);
if (LL(v) =0) then
L LL(v) := {[t| + 2 — |path(v)[};
= |path(v)];
foreach (i € LL(v)) do
)

\; if ((Z + (e LL (U) && (tiJrg # tiJng)) then
| output (i, /);

end

*/

Abbildung 3.16: Algorithmus von Stoye und Gusfield

TandemRepeats (string t)

begin
tree T := SuffixTree(t$); int dfs := 0;
foreach (v € V(7)) do /* using DFS
if (v is a leaf) then DFS(v) = ++dfs;
determine DFS_Int(v);
// after returning from all children
// creating leaf lists
LL(v) := 0;
foreach ((v,w) € E(T)) do
L LL@w) = LLw) U LL(w),

if (LL(v ) () then

L LL(v) := {[t| + 2 — |path(v)[};
= \path( )l

foreach (i € LL(v)) do

L if (DFS(i +¢) € DFS_Int(v)) && (tir¢ # tis2e)) then
| output (i, /);

end

*/

Abbildung 3.17: Algorithmus von Stoye und Gusfield mit DFS-Nummerierung
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t$ = abbbab$

Blattliste Position = 1234567
DFS-Nummerierung = 1764253

- DFS-Intervall

Ca P

[1,5,7,.4,6,3,2] [1:7)

6 7

Abbildung 3.18: Beispiel: Auffinden von Tandem-Repeat-Paaren mit dem Algorith-
mus von Stoye und Gusfield

Ein Beispiel ist hierfiir in Abbildung 3.18 angegeben. Wir geben noch ein paar
Beispiele zur Bestimmung von i + |path(v)| € LL(v) an.

Beispiel 1: Wir betrachten zuerst den Knoten v = b und die Abfrage fiir i = 4.
Der ausgefiihrte Test lautet dann: j = i + |path(b)| = 4+ 1 = 5 ¢ LL(D).

Da DFS(5) =2 ¢ [4 : 7] = DFS_Int(b), fallt die Antwort negativ aus.

Beispiel 2: Wir betrachten jetzt den Knoten v = b und die Abfrage fiir i = 2.
Der ausgefiihrte Test lautet dann: j = i + |path(b)] = 241 = 3 ¢ LL(b).

Da DFS(3) =6 € [4: 7] = DFS_Int(b), fallt die Antwort positiv aus.

Da weiter ;4 |path(v)| = t241 = b = 242 = tijoppath(v)|, handelt es sich um keinen
rechtsverzweigenden Tandem-Repeat.

Beispiel 3: Wir betrachten erneut den Knoten v = b und die Abfrage fiir i = 3.
Der ausgefiihrte Test lautet dann: j = i + |path(b)| = 3+ 1 = 4 ¢ LL(D).

Da DFS(4) =4 € [4: 7] = DFS_Int(b), fallt die Antwort positiv aus.

Skriptum zu Algorithmen auf Sequenzen WS2018/19



3.2. Tandem-Repeats und Suffix-Baume 103

Da weiter ¢y |path(w)| = t3+1 = b # a@ = t342 = tifopath(v)|, handelt es sich um
einen rechtsverzweigenden Tandem-Repeat.

3.2.4 Laufzeitanalyse und Beschleunigung

Wir wollen nun die Laufzeit fiir diesen Algorithmus analysieren. Die Konstruktion
des Suffix-Baumes und das Erstellen der Blattlisten (mittels einer Tiefensuche und
dem Konkatenieren der Blattlisten der Kinder an den inneren Knoten) benétigt
lineare Zeit. Die reine Tiefensuche im zweiten Teil durchlduft O(n) Knoten und fir
jeden Knoten werden seine Blattlisten durchlaufen. Da die Blattliste maximal O(n)
Bliitter enthalten kann, betriigt der Zeitaufwand O(n?). Hierbei haben wir schon
ausgenutzt, dass sich der Test i + |path(v)| € LL(v) in konstanter Zeit mit Hilfe der
DFS-Nummern ausfiihren lasst.

Theorem 3.25 Seit € 3". Alle rechtsverzweigenden Tandem-Repeats von t kinnen
in Zeit O(n?) ermittelt werden.

Beriicksichtigen wir die Beobachtung zu Beginn, dass man alle Tandem-Repeats
aus rechtsverzweigenden Tandem-Repeats rekonstruieren kann und dass es maximal
O(n?) Tandem-Repeats in einem Wort der Linge n geben kann, erhalten wir das
folgende Korollar.

Korollar 3.26 Seit € ™. Alle Tandem-Repeats von t kénnen in Zeit O(n?) ermit-
telt werden.

Wir wollen jetzt noch einen einfachen Trick vorstellen, mit dem sich die Laufzeit
beschleunigen lidsst. Wir werden dazu zunéchst nicht direkt die Blattliste LL(v)
erzeugen, sondern eine disjunkte Vereinigung davon.

Betrachten wir dazu einen Knoten v mit seinen Kinder vy,...,v,. Sei v’ ein Kind
von v mit einer lingsten Blattliste, d.h. |LL(v")| > |LL(v;)| fiir @ € [1 : k|. Dann
definieren wir:

k
LL(v) == ] LL(v).
gt
Es gilt dann LL(v) = LL'(v) U LL(v") mit LL'(v) N LL(v") = 0. Dies ist in Abbil-
dung 3.19 illustriert.

Weiter wissen wir aufgrund von Lemma 3.24 fiir unseren Test i + £ ¢ LL(v) mit
i € LL(v) und ¢ := |path(v)|: Gilt ¢ ¢ LL'(v) (d.h. ¢ € LL(v")), dann muss
j=1i+{€ LL'(v) gelten.
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max |X| 4+ 1 Kinder

AL A A Ao

Abbildung 3.19: Skizze: Partitionierung von LL(v) in LL'(v) U LL(v)

Der im Algorithmus durchgefiihrte Test, ob i + ¢ ¢ LL(v) fir i € LL(v) und
¢ := |path(v)| wird dann wie folgt ausgefiihrt.

Gilt ¢ € LL’(v) : In diesem Fall testen wir ganz normal
j=i+40éLL(v)=LL(v)ULL®).

Gilt ¢ ¢ LL'(v) : Dann gilt i € LL(v') und es muss j =i+ ¢ € LL'(v) gelten. Wir
testen daher umgekehrt fiir j € LL'(v), ob gilt:

i=j—0&LLR).

Dadurch miissen wir in der for-Schleife nicht mehr iiber alle Listenelemente der
Blattliste von v gehen, sondern es geniigt die Liste LL'(v) zu durchlaufen. Der so
modifizierte Algorithmus ist in Abbildung 3.20 angegeben. Auch hier werden in der
realen Implementierung die Tests auf Enthaltensein in Listen durch Enthaltensein
in DFS-Intervallen ersetzt.

3.2.5 Eine einfache Laufzeitanalyse (*)

Wie verhalten sich nun die Langen der Blattlisten zueinander? Wir halten zunéchst
fest, dass der Knoten v maximal |X|+1 Kinder besitzt und dass die lingste Blattliste
mindestens so lang sein muss wie eine durchschnittliche. Nach Wahl von v’ gilt also:

| LL(v)]

LL(V)| > )
L) 2 )

Mit |LL(v)| = |LL(v")| + |LL'(v)| folgt sofort:

CLLE) 3
|2+ 1 |2+ 1

|LL'(v)| = |LL(v)] = [LL(v)] < |LL(v)] - |LL(v)|.
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FastTandemRepeats (string )

begin
tree T := SuffixTree(t$);
int dfs_num := 0; /* used for DFS numbering of leaves */
foreach (v € V(7)) do /* using DFS at bottom-up phase */

Interval DFS_Int(v) := 0;
node v’ :=wv; /* some node with an empty leaf list (currently) */
foreach ((v,w) € T') do /* w is a child of v */
if (|DFS_Int(w)| > |DFS_Int(v’)|) then
| v = w;
DFS_int(v) := DFS_Int(v) U DFS_Int(w);

¢ := |path(v)];
foreach (z € DFS_Int(v) \ DFS_Int(v")) do ~ /* for each i € LL'(v) */
i :=1iDFS(z); /* the position in ¢ associated with the leaf */
if (DFS(i+ ¢) € DFS_Int(v)) && (tire # titor)) then
| return (7, ¢);
if (DFS(i —¢) € DFS_Int(v")) && (t; # tiy¢)) then
| return (i — ¢, {);

if (DFS_Int(v’) = ) then /* v is a leaf */
pi=|t|+2—1¢ /* the position in ¢ associated with v */
DFS(p) := ++dfs_num;

iDFS(dfs_num) := p;

DFS_Int(v) := [dfs_num, dfs_num)];

end

Abbildung 3.20: Beschleunigter Algorithmus von Stoye und Gusfield

Wenn also ein Blatt aus LL'(v) an einem Vergleich beteiligt war, befindet es sich

anschlieflend in einer Blattliste, die mindestens um den Faktor |2|‘£‘rl groBer ist. Dies
kann nur
log(n)
log|si+1 (n) = —————— ~ || - log(n)
>l log <1 + ﬁ)

oft passieren. Somit kann jedes Blatt nur O(|X] - log(n)) Vergleiche initiieren. Die
Laufzeit aller Tests betrigt also insgesamt: O(|X] - nlog(n)).

Theorem 3.27 Alle rechtsverzweigenden Tandem-Repeat-Paare (Tandem-Repeats)
eines Wortes t € X" konnen in Zeit O(|X| - nlog(n)) ermittelt werden.
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Durch die obere Schranke der Laufzeit erhalten wir auch sofort eine Beschrénkung
der Anzahl rechtsverzweigender Tandem-Repeats eines Wortes.

Korollar 3.28 Ein Wortt € X" besitzt mazimal O(|3|-nlog(n)) rechtsverzweigende
Tandem-Repeat-Paare (bzw. Tandem-Repeats).

Korollar 3.29 Alle Tandem-Repeat-Paare (bzw. Tandem-Repeats) von t € X" kin-
nen in Zeit O(|X| - nlog(n) + k) ermittelt werden, wobei k die Anzahl der Tandem-
Repeat-Paare (bzw. Tandem-Repeats) in t ist.

3.2.6 Eine bessere Laufzeitanalyse

Wir kénnen fiir grofie Alphabetgréfien noch eine bessere Laufzeitanalyse geben. Wir
betrachten dazu wieder einen Knoten v, dessen Kind mit grofiter Blattliste gerade v’
ist. Fiir ein Blatt ¢ € LL'(v) betrachten wir den néchsten Vorgénger u von v, so dass
i € LL'(u) gilt. Dies muss nicht notwendigerweise der Elter oder Grofielter von v
sein. Erst an diesem Knoten u wird das Blatt ¢ das néchste Mal einen Test auslosen.
Dies ist in Abbildung 3.21 illustriert.

” ESSRDN

LL'(u) =~

~ LL(v)

Kk J

AG A K B

Abbildung 3.21: Skizze: Verhéltnis von LL(v) zu LL'(u)

Wir fragen uns jetzt, wie verhélt sich |LL(u)| zu |LL(v)|. Diese Frage ist also
zunéchst einmal unabhéngig von den Blattlisten LL'(v) und LL'(u), deren zuge-
horige Bléatter ja gerade die Tests auslosen. Sei u’' das Kind von u mit der grof-
ten Blattliste. Dann ist u’ kein Vorfahre von v oder v/, da wir ja annehmen, dass
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i € LL'(u) und somit ¢ ¢ LL(u') gilt. Zunichst einmal gilt nach Wahl von «/, dass
fiir das Kind «” von u, das auch ein Vorfahre von v (oder gleich v) ist:

|LL(u)| = [LL(u")| = |LL(v)|.
Damit konnen wir weiter zeigen:

[LL(u)| = [LL(u)| + [LL ()]
da |LL()| > |LL(v)|
|LL(v)| + |LL (u)]

da LL'(u) 2 LL(v)

> |LL(v)| + |LL(v)]

= 2|LL(v)|.

v

Lost also ein Blatt ¢ einen Vergleich am Knoten v aus und das n#chste Mal erst
wieder am Vorfahren u von v, dann hat sich die Linge der Blattliste des zugehorigen
Knotens gegeniiber dem vorher betrachteten mindestens verdoppelt. Somit kann
jedes Blatt nur O(log(n)) Vergleiche initiieren. Die Laufzeit aller Tests betrégt also
insgesamt: O(nlog(n)).

Theorem 3.30 Alle rechtsverzweigenden Tandem-Repeat-Paare (Tandem-Repeats)
eines Wortes t € X" konnen in Zeit O(nlog(n)) ermittelt werden.

Durch die obere Schranke der Laufzeit erhalten wir auch sofort eine Beschriankung
der Anzahl rechtsverzweigender Tandem-Repeats eines Wortes.

Korollar 3.31 Fin Wort t € X" besitzt maximal O(nlog(n)) rechtsverzweigende
Tandem-Repeat-Paare (bzw. Tandem-Repeats).

Korollar 3.32 Alle Tandem-Repeat-Paare (bzw. Tandem-Repeats) von t € X" kin-
nen in Zeit O(nlog(n)+k) ermittelt werden, wobei k die Anzahl der Tandem-Repeat-
Paare (bzw. Tandem-Repeats) in t ist.

3.3 Tandem-Repeats mit Divide-&-Conquer

Wir wollen nun noch ein Verfahren zur Erkennung von Tandem-Repeats vorstellen,
das sich auch auf Erkennung &hnlicher Tandem-Repeats erweitern lésst.
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3.3.1 Algorithmus von Main und Lorentz

In diesem Abschnitt wollen wir noch eine alternative Methode zur Erkennung von
Tandem-Repeats angeben. Dieses Verfahren von Main und Lorentz basiert auf einem
Divide-and-Conquer-Ansatz. Wir nehmen wieder an, dass ¢t € ¥* mit ¢t = t;---1,.
Der Algorithmus geht wir folgt vor.

0. Schritt: Ist n < 1, dann enthélt ¢ keine Tandem-Repeats und wir sind fertig.
Andernfalls berechne h := [7].

1. Schritt: Finde rekursiv alle Tandem-Repeats in ;- - - t},.

2. Schritt: Finde rekursiv alle Tandem-Repeats in t51---t,.

3. Schritt: Finde alle Tandem-Repeats ar der Lange 2¢ mit ¢ € [1: |n/2]], die an
Position ¢ € [h — {4 2, h] beginnen.

4. Schritt: Finde alle Tandem-Repeats aev der Lénge 2¢ mit ¢ € [1: |n/2]], die an

Position ¢ € [h — 20 4+ 2, h — ¢ + 1] beginnen.

Das Prinzip des Algorithmus ist in der folgenden Abbildung 3.22 noch einmal sche-
matisch dargestellt.

Abbildung 3.22: Skizze: Die vier Schritte des Algorithmus von Main und Lorentz

Die Implementierung der Schritte 0, 1, und 2 sind trivial. Wir miissen uns also nur
noch Gedanken um die Implementierung von Schritt 3 und 4 machen. Wie man leicht
sieht, sind die Schritte 3 und 4 symmetrisch, so dass wir uns nur einen der beiden
Schritte genauer anschauen miissen. Wie wir noch sehen werden, kann der Schritt 3
bzw. 4 in Zeit O(n) realisiert werden (zumindest wenn wir uns auf rechtsverzweigende
Tandem-Repeats beschranken). Damit erhalten wir folgende Rekursionsgleichung fiir
die Laufzeit des Algorithmus von Main und Lorentz:

falls n <1,

O(1)
I(n)= { T(|2)) + T([2]) +O(n)  falls n>2.
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Das ist dieselbe Laufzeitanalyse wie fiir Merge-Sort und die betrégt bekanntlich
O(nlog(n)). Somit kénnen wir schon das folgende Theorem festhalten.

Theorem 3.33 Seit € X* mit n = [t|. Mit dem Algorithmus von Main und Lorentz
lassen sich alle rechtsverzweigenden Tandem-Repeat-Paare in Zeit O(nlog(n)) fin-
den.

Fiir den Beweis dieses Satzes miissen wir nur noch zeigen, wie sich Schritt 3 und 4
in linearer Zeit implementieren lassen.

3.3.2 Longest Common Extensions

Fir Schritt 3 bzw. 4 im Algorithmus von Main und Lorentz benotigen wir das
Konzept der so genannten longest common extension.

Definition 3.34 Seit € ¥* mitn = |t| und seit' = ¢t$. Firi < j € [1: n] ist eine
longest common forward extension bzw. longest common backward extension (oder
kurz longest common extension) von i und j in t definiert als eine Zahl m € Ny
mit t;- - tigmo1 = tj o tipmo1 und ti,, #F ti,. (in Zeichen lces(i,j) = m) bzw.

ticmy1 - ti =tjmy1-- -ty und t;_, #1t, . (in Zeichen leey(i, j) = m).

Eine solche longest common (forward) extension ist in der Abbildung 3.23 noch
einmal schematisch dargestellt.
i i+ L J J+Y
¢l ) s

£
Abbildung 3.23: Skizze: Longest Common (Forward) Extension

Bevor wir uns darum kiimmern, wie uns longest common extensions fiir Schritt 3
bzw. 4 im Algorithmus von Main und Lorentz helfen, werden wir uns erst iiberlegen,
wie man solche longest common extensions effizient berechnen kann.

Dazu betrachten wir zunéchst den Suffix-Baum 7" = T'(¢$) fiir ¢. In T betrachten wir
die beiden Blétter, die zu den Suffixen ¢; - - - t,,$ und ¢; - - - £,,$ gehoren. Zu diesen muss
es nach Konstruktion des Suffix-Baumes T jeweils einen Pfad von der Wurzel zum
entsprechenden Blatt geben. Solange diese beiden Pfade von der Wurzel gemeinsam
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verlaufen, verfolgen wir ein gemeinsames Wort, dass sowohl ab Position ¢ als auch ab
Position j in ¢ beginnt (common extension). Sobald sich die Pfade trennen, unter-
scheiden sich der folgende Buchstabe und wir haben an diesem Knoten v € V(7))
die longest common extension lces (i, j) = ¢ = |path(v)| = |path(lca(s, j))| gefunden.
Dies ist in Abbildung 3.24 noch einmal illustriert.

L
=
J

1
el
7

Abbildung 3.24: Skizze: Eine longest common (forward) extension in ¢ und der nied-
rigste gemeinsame Vorfahre im Suffix-Baum von ¢$

Wir konnen also das Problem der longest common extension im Wort ¢ auf eine
Anfrage zum niedrigsten gemeinsamen Vorfahren (eng. lowest common ancestor,
kurz lca) zweier Bldtter im Suffix-Baum fiir ¢$ reduzieren.

Wir gehen in Kapitel 4 ndher darauf ein, wie man solche lowest common ancestor
Anfragen effizient beantworten kann, insbesondere wenn fiir einen Baum sehr viele
Anfragen gestellt werden. Fiir die weitere Analyse des Algorithmus von Main und
Lorentz geben wir hier noch kurz das hierfiir interessierende Ergebnis an. Mit einer
Vorverarbeitung des Baumes 7" mit n Knoten in Zeit von O(n), kann jede nachfol-
gende LCA-Query in konstanter Zeit beantwortet werden.

3.3.3 Conquer-Schritt

Fiir die Losung von Schritt 3 (bzw. analog fiir Schritt 4) gehen wir wie folgt vor. Wir
setzen h = [n/2] und ¢ = h + £ wobei ¢ € [1 : |n/2]] die Linge einer Halfte eines
Tandem-Repeats ist. Dann ermitteln wir die longest common backward extension
in ¢ von den Positionen A und g¢:

ly :=lcey(h, q).
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Weiterhin ermitteln wir die longest common forward extension in ¢ von den Positio-
nen h+ 1 und ¢ + 1:
by :=lces(h+1,q+1).

Gilt fiir diese beiden longest common extensions ¢; + ¢, > ¢, dann iiberlappen
sich diese beiden longest common extensions 3 = t,_s, 41ty = th—g,41-- -t und
Y = thi1- thie, = tgr1- - tgrs, (bzw. sind unmittelbar aufeinander folgend) im
Bereich tp4q - - -t,. Aufgrund dieser Uberlappung beginnen ab Position h — ¢ + 1
genau ¢ + {5 — ¢ + 1 Tandem-Repeats. Gilt weiter, dass ¢; > 0, dann beginnt
der erste dieser Tandem-Repeats im Wort ¢, - - - t;,, wie fiir Schritt 3 gefordert. Man
beachte noch, dass all diese Tandem-Repeats bis auf das letzte nichtrechtsverzwei-
gend sind. Falls /1 4+ /5 < ¢ gilt, dann gibt es offensichtlich kein Tandem-Repeat, das
im Teilwort ¢ - - - £, beginnt und in das Teilwort ¢, - - - £, hineinragt. Wenn nur das
letzte rechtsverzweigende Tandem-Repeat-Paar ausgegebenwerden soll, muss 5 < ¢
gelten, da ansonsten dieses Tandem-Repeat vollstindig in der zweiten Halfte liegt.
Dies ist in Abbildung 3.25 noch einmal illustriert.

: £ |
h q
B [ 8
. 4\ v | gl
; | fe—— % .
| a | a |
‘ o | o ‘
| 2 —0) | (G20 |

b=lee(h ) =161 bri=leep(h+1,g+1) =1

Abbildung 3.25: Skizze: Longest common backward bzw. forward extensions in ¢
ab Position h und ¢ = h 4+ ¢ bzw. h + 1 und ¢ + 1 und die dadurch induzierten
Tandem-Repeats

Wir kiimmern uns nun noch um die Laufzeit von Schritt 3 (bzw. Schritt 4). Wie
noch zu zeigen ist, kénnen wir nach einer linearen Vorverarbeitung jede longest
common extension Anfrage in konstanter Zeit bearbeiten. Fiir ein festes ¢ konnen
somit die zwei LCE-Anfragen in konstanter Zeit beantwortet werden. Die Ausgabe
eines rechtsverzweigenden Tandem-Repeat-Paares geht dann ebenfalls in konstanter
Zeit, da es maximal eines geben kann. Fiir alle ¢ € [1 : [n/2]] ist somit Schritt 3
(bzw. Schritt 4) in Zeit O(n) losbar.
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Theorem 3.35 Der Algorithmus von Main und Lorentz kann alle rechtsverzweigen-
den Tandem-Repeat-Paare (bzw. alle rechtsverzweigenden Tandem-Repeats) in Zeit
O(nlog(n)) und Platz O(n) in einem Wort t € ¥" finden.

Will man alle Tandem-Repeat-Paare ausgeben, so erhéht sich die Laufzeit um die
Anzahl der ausgegeben Tandem-Repeat-Paare, da diese ja nach Beobachtung 3.19
Linksrotationen der rechtsverzweigenden Tandem-Repeat-Paare sind. Somit betragt
die Laufzeit des Algorithmus von Main und Lorentz O(nlog(n) + k), wobei k die
Anzahl der Tandem-Repeats in t ist.

Theorem 3.36 Der Algorithmus von Main und Lorentz kann alle Tandem-Repeat-
Paare (bzw. alle Tandem-Repeats) int € X" in Zeit O(nlog(n)+ k) und Platz O(n)
finden, wobei k die Anzahl der Tandem-Repeat-Paare (bzw. Tandem-Repeats) ist.

Wir merken noch Folgendes ohne Beweis an: Die Anzahl primitiver Tandem-Repeat-
Paare ist ebenfalls durch O(nlog(n)) beschrankt. Die Anzahl so genannter maxima-
ler (verzweigender) Tandem-Repeat-Paare ist jedoch O(n) beschréankt. Wir verwei-
sen hierfiir auf die Originalliteratur von R. Kolpakov und G. Kucherov.

3.3.4 Algorithmus von Landau und Schmidt

In diesem Abschnitt wollen wir einen Algorithmus zur Erkennung von Tandem-
Repeats mit Fehlern angeben. Dazu zunéchst einmal die Definition, welche Fehler
wir tolerieren wollen.

Definition 3.37 Seit =1, ---t, € ¥*. Ein k-mismatch Tandem-Repeat der Ldnge
20 ist ein Paar (i,0), so dass g (t; - tive—1,tive - tiror—1) < k gilt.

Hierzu betrachten wir das folgende Beispiel:
t = babaaab abbaaab.

Das Wort t enthélt ein 2-mismatch Tandem-Repeat der Linge 12 mit einem Repeat
an Position 2 mit Lange 6. Dabei gibt es jeweils einen Mismatch an den Positions-
paaren (4,10) und (7,13).

Wir werden zur Losung die Idee des Algorithmus von Main und Lorentz wiederver-
wenden. Wir werden also wieder einen Divide-and-Conquer-Ansatz benutzen. Auch
hier miissen wir uns nur um Schritt 3 (bzw. 4) Gedanken machen. Sei also wiederum
t=ty---t, und sei h = |n/2| und ¢ = h + ¢ fiir ein festes £ € [1: [n/2]].
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Anstatt jetzt an Position h und g nur eine longest common backward extension zu
finden, iterieren wir dieses Verfahren jetzt k£ + 1 mal. Dazu definieren wir

l; = leey(h— Li_1,q— L;i_1) fir ie[l:k+1],
Li == > (Li+1) fir i€[0:k+1].
=1

Beachte, dass L; > ¢ gilt. Anschaulich ist L; die Anzahl der Buchstaben, die ab
Position h bzw. ¢ nach links gelesen werden muss, bis der i-te Mismatch auftritt.
Somit erhalten wir mit

(th—ry a2 thotgmrp427 - 1g)
quasi eine longest common backward extension with k mismatches.

Analog fithren wir ab den Positionen h+1 und ¢+ 1 ebenfalls £+ 1 longest common
forward extension aus. Dazu definieren wir

C; = leef(h+1+L; ;,q+1+L;,_,) fir ie[l:k+1],
Ly == > (4+1)  fir i€[0:k+1].
j=1

Beachte, dass auch L} > ¢ gilt. Anschaulich ist L} die Anzahl Buchstaben, die ab
Position A + 1 bzw. ¢ + 1 nach rechts gelesen werden muss, bis der i-te Mismatch
auftritt. Somit erhalten wir mit

(h1 sty —1 b tgrry, —1)

quasi eine longest common forward extension with k mismatches. Dieser Ansatz zur
Losung von Schritt 3 ist in Abbildung 3.26 noch einmal illustriert.

| |h.‘ ] iq: |

T t :
O I |

| X K XN X K XN

| 0 | o4

| o | L | |

i | — | —ar |

Abbildung 3.26: Skizze: Anwendung von je k+1 lce zur Tolerierung < k£ Mismatches
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Nur im Intervall [h—Lj41+2 : g+ Lj_,—1] kann jetzt ein k-mismatch Tandem-Repeat
der Lange 2¢ auftreten. Damit dieses k-mismatch Tandem-Repeat die Positionen h
in der ersten Hilfte beinhaltet (wie im Conquer-Schritt fiir 3 gefordert), muss es
sogar im Intervall [A : B] enthalten sein, wobei A := max{h — Lyy1 + 2,h — { + 2}
und B :=min{q + L}, — 1,h + 20 — 1} ist.

Im Gegensatz zum Algorithmus von Main und Lorentz muss jedoch nicht jede in die-
sem Intervall [A : B] enthaltene Zeichenreihe der Lange 2¢ ein k-mismatch Tandem-
Repeats sein, da sich im Inneren die Mismatches haufen konnen.

Fiir i € [A: B — 2{ + 1] betrachten wir jetzt fiir jedes Wort t; - - - t; 1901 der Lénge
2¢ die Anzahl m(i) der Mismatches im zugehorigen Tandem-Repeat, d.h.:

m(i) = [{j €1 : 4] : tixj1 # tiverj 1} | = 0u(ti-tige 1, tive tizara).
Fiir m(i) konnen wir auf jeden Fall festhalten, dass Folgendes gilt:
Im@i) —m(i+1)| <1  fir i€[A:B—-20+1].

Die Funktion m(i) kann sich auch nur an den Positionen &ndern, an denen wir ein
explizites Mismatch feststellen. Diese Funktion ist in Abbildung 3.27 illustriert.

m(i)

k+1-d — —
k._——— ...................
k—1- —

A B—20+1

Abbildung 3.27: Skizze: Diagramm der Anzahl Mismatches m(i) bei Teilwortern der
Liange 2¢ im Kandidaten-Intervall von k-mismatch Tandem-Repeats

Algorithmisch benétigen wir nur die folgenden beiden Listen von Positionen von
Mismatches L = {h — Ly + 1,...,h — Ly + 1}, die nach vorne herauswandern, und
L'={q+L},...,q+ L}}, die von hinten hinzukommen. Somit kann sich m(i) nur
dann dndern, wenn wir einen Kandidaten ab einer Position aus

(h—Ly+2,.. ., h—L+2)U{h—C—1+L,,... . h—C—1+L,}

betrachten. Diese beiden Listen sind jeweils aufsteigend sortiert. Sei M die sortierte
Vereinigung dieser beiden Listen. Nur an diesen Positionen kann sich m(i) &ndern.
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Als Tandem-Repeats bzw. Tandem-Repeat-Paar miissen wir also nur fiir m € M die
Anzahl Mismatches feststellen.

Fiir das kleinste m € M kann dies in Zeit in O(k) festgestellt werden. Fiir die
folgenden m € M muss nur getestet werden, ob vorne ein Mismatch verloren geht
oder hinten ein neuer entsteht. Somit ist die Laufzeit fiir Schritt 3 fiir ein festes ¢
gerade O(k). Der Conquer-Schritt benétigt also insgesamt Laufzeit O(kn) + O(z),
wobei z die Anzahl der ausgegeben k-mismatch Tandem-Repeats (bzw. Paare) ist.

Die Gesamtlaufzeit T'(n) des Algorithmus (ohne die Ausgabe der Tandem-Repeats)
erfiillt dann die Rekursionsgleichung:

B O(1) fir n <2k,
T(n) = { T(12])+T([%]) + O(kn) fir n > 2k.

Die Losung dieser Rekursionsgleichung lautet O(knlog(n/k)). Somit bendtigt der
Algorithmus inklusive Ausgabe O(knlog(n/k) + z), wobei z die Anzahl der k-
mismatch Tandem-Repeats ist.

Theorem 3.38 Alle k-mismatch Tandem-Repeats von t € X" konnen mit dem
Algorithmus von Landau und Schmidt in Zeit O(knlog(n/k) + z) gefunden werden,
wobei z die Anzahl der k-mismatch Tandem-Repeats angibt.

Wir kénnen die Begriffe links- und rechtsverzweigend auch auf k-mismatch Tandem-
Repeat-Paare erweitern.

Definition 3.39 Se: £ € N und sei t = t---t, € X*. Ein k-mismatch
Tandem-Repeat-Paar (i,0) von t heift rechtsverzweigend bzw. linksverzweigend,
wenn (i + 1,¢) bzw. (i — 1,€) kein k-mismatch Tandem-Repeat-Paar ist.

Da wir nun fiir jedes Intervall maximal 2k rechtsverzweigende k-mismatch Tandem-
Repeat-Paare ausgeben konnen, gilt der folgende Satz.

Theorem 3.40 Alle rechtsverzweigenden k-mismatch Tandem-Repeats von t € 3"
konnen mit dem Algorithmus von Landau und Schmidt in Zeit O(knlog(n/k)) gefun-
den werden.

R. Kolpakov und G. Kucherov haben einen verbesserten Algorithmus entwickelt, der
k-mismatch Tandem-Repeat-Paar in Zeit O(klog(k) - n + z) auffinden kann. Einige
der dazu bendétigten Techniken werden im folgenden Abschnitt ebenfalls eingefiihrt.
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G.M. Landau, J.P. Schmidt und D. Sokol haben den Algorithmus auf k-difference
Tandem-Repeat-Paare unter der EDIT-Distanz erweitert, wobei die Laufzeit fiir
ihren Algorithmys O(klog(k)nlog(n/k) + z) betrégt. Dies ist im Wesentlichen eine
Verallgemeinerung der hier vorgestellten Technik, wenn auch die Details wesentlich
aufwendiger bzw. im angegeben Artikel tatséchlich wohl unvollstandig sind. Vermut-
lich lasst sich das Ergebnis der Laufzeit nur unter enormen Platzaufwand retten, so
dass unklar ist, inwieweit dieser Algorithmus praktikabel ist.

3.4 Vokabulare von Tandem-Repeats

In diesem Abschnitt wollen wir noch einen echten Linearzeit-Algorithmus zum Auf-
finden aller Tandem-Repeats vorstellen, wobei wir als Ausgabe einen mit Tandem-
Repeats dekorierten Suffix-Baum generieren werden.

3.4.1 Vokabulare und Uberdeckungen

Wir werden zunéchst ein paar grundlegende Definitionen angeben, um dann die Idee
der Darstellung der Tandem-Repeats und das Prinzip des Algorithmus erldutern zu
koénnen.

Definition 3.41 Seit =t;---t, € ¥*. Zwei Tandem-Repeat-Paare (i,0) und (7', ')
von t sind vom gleichen Typ, wenn € =0 und t; - -t; o1 =ty tyio_1 gill.

Anschaulich sind zwei Tandem-Repeat-Paare vom gleichen Typ, wenn sie denselben
Tandem-Repeat beschreiben.

Wir fithren jetzt noch den Begriff des Vokabulars ein, den wir eigentlich schon ken-
nen.

Definition 3.42 Seit € X*. Die Menge aller Tandem-Repeats T (t) von t bezeich-
nen wir auch als das Vokabular V(t) von t.

Wie wir ja bereits gesehen haben, entstehen normale Tandem-Repeats immer durch
eine geeignete Anzahl von Linksrotationen aus einem rechtsverzweigenden Tandem-
Repeat. Solchen konsekutiven Tandem-Repeats wollen wir zur besseren Orientierung
noch einen Namen geben.

Definition 3.43 Seit = t;---t, € ¥*. Das Intervall [i : j] C [1 : n] ist ein Run
von Tandem-Repeats der Linge 20 von t, wenn (k, ) € T(t) fir alle k € [i : j].
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Mit Hilfe dieser Runs kénnen wir nun auch beschreiben, wann ein Tandem-Repeat
durch mehrere Linksrotationen aus einem anderen Tandem-Repeat hervorgeht.

Definition 3.44 Sei t = t;---t, € ¥*. Ein Tandem-Repeat-Paar (i,f) von t
iiberdeckt ein Tandem-Repeat-Paar (j,€) von t, wenn [i : j] ein Run von Tandem-
Repeats der Léinge 20 ist.

Damit kénnen wir sinnvolle Teilmengen der Menge aller Tandem-Repeat-Paare defi-
nieren, die uns wieder alle Tandem-Repeat-Paare reproduzieren koénnen.

Definition 3.45 Seit = t,---t, € ¥*. Eine Menge P C T (t) heifit Uberdeckung
von T (t), wenn fiir jedes w € V(t) ein (i,0) € P ezistiert, so dass (i,¢) ein Tandem-
Repeat-Paar (j,0) € T(t) mit w =t;---tj100_1 Uberdeckt. Gilt zusdtzlich fir jedes
(7,0) € T(t) mitw =tj - -tj191 die Beziehung j' > j, dann heifit P eine linkeste
Uberdeckung.

t = 'alb b a'alb b a'alb aab
I | |

Abbildung 3.28: Beispiel: ¢t = abbaabbaabaab

In Abbildung 3.28 sind fiir die Zeichenreihe t = abbaabbaabaab alle Tandem-Repeats
der Lange grofler als zwei angegeben. Des Weiteren gilt dort beispielsweise:

e (1,4) tiberdeckt (2,4) und auch (3,4).

e (7,3) tiberdeckt (8, 3).

T(t) ={(1,4),(2,4),(3,4),(2,1),(4,1),(6,1),(8,1),(7,3),(8,3), (11, 1) }.
e V(t) = T (t) = {abbaabba, aa, baabaa, bbaabbaa, bb, aabaab, baabbaab}.
o P=1{(1,4),(7,3),(4,1),(6,1)} ist eine Uberdeckung von T (t).

P ist keine linkeste Uberdeckung, da das Tandem-Repeat-Paar (2,1) fiir bb
nicht tiberdeckt wird.

P = {(1,4),(7,3),(4,1),(2,1)} bzw. P" = {(1,4),(2,4),(7,3),(4,1),(2,1)}

ist jeweils eine linkeste Uberdeckung von 7 ().
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Man beachte, dass eine linkeste Uberdeckung nicht notwendigerweise eine kleinste
Uberdeckung der Tandem-Repeat-Paare sein muss. Betrachte dazu Abbildung 3.29.
Dort sind fiir das Wort ¢t = aabaabbaabaabaa alle Tandem-Repeats der Lange grofier
als zwei dargestellt. Dann ist P = {(1,1),(6,1),(8,3),(3,4)} hierfiir eine minimale
Uberdeckung. Diese ist allerdinge keine linkeste Uberdeckung, wie man sich leicht
tiberlegt. Des Weiteren ist dort P' = {(1,1),(6,1),(1,3),(7,3), (3,4)} beispielsweise
eine linkeste Uberdeckung.

[ | Il_ |
t= aabaabbaabaabaa

Abbildung 3.29: Beispiel: ¢t = aabaabbaabaabaa

Theorem 3.46 Das Vokabular einer Zeichenreihe der Lédnge n besitzt mazimal
O(n) Worter und kann in einem Suffizbaum reprisentiert werden.

Der nicht ganz einfache Beweis ist dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. Aus
dem vorhergehenden Satz folgt sofort das folgenden Korollar.

Korollar 3.47 Seit =t,---t, € X*. Es gibt eine linkeste Uberdeckung der Tandem-
Repeat-Paare von t mit Grofie O(n).

Wie schon erwéhnt, lasst sich das Vokabular mit Hilfe eines Suffix-Baumes darstellen.
Diese Darstellung hat dann offensichtlich eine Platzkomplexitét von O(n).

Abbildung 3.30: Beispiel: Der Suffix-Baum zu abbaabbaabaab und seine Dekorierung

In Abbildung 3.30 ist ein Beispiel fiir die Darstellung eines Vokabular mit Hilfe
eines Suffix-Baumes fiir ¢ = abbaabbaabaab angegeben. Hierbei sind die Worte des
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Vokabular als Worte im Suffix-Baum dargestellt, die zu Pfaden von der Wurzel bis
zum Trennzeichen | gehen (das auch kurz vor einem Knoten oder Blatt stehen kann).
Offensichtlich wird durch den Suffix-Baum dann das folgende Vokabular korrekt
dargestellt:

V(t) = {aa, aabaab, abbaabba, baabaa, baabbaab, bb, bbaabbaa}.

Eigentlich wird dieser Suffix-Baum fiir ¢t = abbaabbaabaab$ konstruiert, der Uber-
sichtlichkeit halber ist hier bei den Kantenmarkierungen jeweils das $ am Ende
weggelassen worden.

3.4.2 Skizze des Algorithmus von Gusfield und Stoye

Der Algorithmus von Gusfield und Stoye zur Dekorierung eines Suffix-Baumes von
t mit dem Vokabular von ¢ wird in drei Phasen vorgehen:

Phase I: Konstruktion einer linkesten Uberdeckung P der Tandem-Repeat-Paare
T(t).

Phase II: Konstruktion des Suffix-Baums 7'(¢$) und Dekoration dieses mit einigen
Tandem-Repeats aus der linkesten Uberdeckung P.

Phase III: Erweiterung der bisherigen Dekorierung zu einer vollstdndigen Dekorie-
rung von 7'(t) mit dem Vokabular von ¢.

3.4.3 Tandem-Repeats und Lempel-Ziv-Zerlegungen

Bevor wir zur Bestimmung einer linkesten Uberdeckung kommen, benétigen wir noch
ein Hilfsmittel, die Lempel-Ziv-Zerlegung, sowie einige fundamentale Beziehung von
Tandem-Repeats zu diesen.

Notation 3.48 Seit =ty ---t, € ¥*. Fir jede Position i € [1 : n] ist {; und s; wie
folgt definiert:

gi = maX{kE [0n—z+1] . E'j <’L':tj"'tj+k,1 :tl’"'tiJrk,l},

S; = min {j € [O 11— 1] 5 tj < 'thr&'fl = tz c 'ti+€i71} o

Beachte, dass in den Definitionen von ¢; bzw. s; jeweils £ = 0 bzw. j = 0 in den
Mengen, aus denen das Maximum bzw. Minimum gebildet wird, enthalten sind.
Somit sind die Extrema wohldefiniert.
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120 Kapitel 3. Repeats

Anschaulich ist ¢; - - - ;44,1 die ldngste Zeichenreihe, die in ¢ ab Position ¢ in ¢ bereits
zum zweiten Mal auftritt; s; gibt dabei an, ab welcher Position diese Zeichenreihe
vorher schon einmal aufgetreten ist und /¢; gibt deren Lénge an. Dabei ist genau
dann s; = 0, wenn ¢; = 0 gilt. In Abbildung 3.31 ist dies noch einmal illustriert.

¢; ¢;
fe— D —
t | o | | o |
S; 1

Abbildung 3.31: Skizze: Die Werte ¢; und s; in ¢

In Abbildung 3.32 sind fiir das Wort ¢ = abbaabbaabaab noch einmal beispielsweise
die Werte fiir ¢; und s; angegeben.

| [a[b[blaJa[b[blaJa[blafa[b]
GJOJ0]1]1]6]5]4|3]2]4]3]2]1
s o021 1 2|3 4|1 ]3]4]1]2

Abbildung 3.32: Beispiel: Die Werte ¢; und s; fiir ¢ = abbaabbaabaab

Wir halten zunéchst die fundamentale Beobachtung fest, dass die Folgenglieder der
Folge (¢;);en, nur um 1 sinken, aber beliebig steigen konnen.

Beobachtung 3.49 Fir jedes t € ¥ und jedes i € [2 : n] gilt, dass €; > ;1 — 1
sowie {; <n — i+ 1 und dass diese Schranken scharf sind.

Nun kénnen wir die so genannte Lempel-Ziv-Zerlegung einer Zeichenreihe iiber X
definieren.

Definition 3.50 Die Lempel-Ziv-Zerlegung einer Zeichenreihe t = ty---t, € 3*

ist eine Folge von Zahlen (i1, ..., ik11) mit
il = 1,
ijr1 = 1; +max(1,/4;) fir i; <mn,

wobei {; wie oben definiert ist. Das Wort t;, ---t;, 1 wird als j-ter Block der
Lempel-Ziv-Zerlegung bezeichnet.

Beachte, dass fiir eine Lempel-Ziv-Zerlegung eines Worte ¢ € X" nach Definition
immer i; = 1, 15 = 2 und 741 = n + 1 gilt. Wir geben als Beispiel fiir das Wort
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abbaabbaabaab die Folge (i1, ...,i7) der Lempel-Ziv-Zerlegung an:

b= 1
is, = 1+ max(1,0)=2
is = 2+ max(1,0)=3
iy = 3+max(l,1)=4
is = 4+ max(l,1)=5
ig = b+ max(l,6)=11
iz = 114+ max(1,3) =

In Abbildung 3.33 sind fiir das Beispiel abbaabbaabaab die Lempel-Ziv-Blocke noch
einmal illustriert.

t= a b b a abbaabd aab

Abbildung 3.33: Beispiel: Lempel-Ziv-Zerlegung von ¢t = abbaabbabbaab

Nun kénnen wir einige fundamentale Eigenschaften von Tandem-Repeats in ¢ beziig-
lich der Lempel-Ziv-Zerlegung von t festhalten.

Lemma 3.51 Die rechte Hilfte eines Tandem-Repeats tiberlappt maximal zwer
Lempel-Ziv-Blocke.

Beweis: Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass die rechte Hilfte
eines Tandem-Repeats mindestens drei Lempel-Ziv-Blocke tiberlappt. Sei also (i, {)
ein Tandem-Repeat-Paar zum Tandem-Repeat ar. Dann gibt es ein j € [1: k — 1],
sodass i; € [i +0+ 1,i+¢—2]und 741 € [i +(+ 2,0+ ¢ — 1] gilt. Dies ist in
Abbildung 3.34 illustriert.

G T
t (e} o
o B ||| B |7
By By

Abbildung 3.34: Skizze: Tandem-Repeats in ¢ und die Lempel-Ziv-Blocke

Der j-te Block ist dann also 8 und es gibt o/,v € X1 mit a = o/37. Offensichtlich
taucht aber (v schon vorher einmal auf, also wére der j-te Block falsch definiert
und wir erhalten den gewiinschten Widerspruch. [
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Lemma 3.52 Das linkeste Vorkommen eines Tandem-Repeats tiberlappt mindes-
tens zwei Lempel-Ziv-Blicke.

Beweis: Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass es ein linkestes Vor-
kommen eines Tandem-Repeats gibt, das innerhalb eines Lempel-Ziv-Blocks liegt.
Sei avr dieses Tandem-Repeat und sei (7, £) das linkeste Tandem-Repeat-Paar fiir aa
(d.h. mit minimalem 7). Sei weiter j so gewahlt, dass § der j-te Lempel-Ziv-Block
ist, der das Tandem-Repeat-Paar (i,¢) enthélt. Dies ist auch in Abbildung 3.35
illustriert.

tj j+1

g
t | 5 ] [a]o]

Abbildung 3.35: Skizze: Das linkeste Vorkommen eines Tandem-Repeats in ¢ und die
Lempel-Ziv-Zerlegung von ¢

Nach Definition des j-ten Lempel-Ziv-Blocks muss § ein Teilwort von ¢ sein, dass
bereits ab Position i’ < 4; schon einmal vorkommt. Somit muss auch cx noch einmal
in ¢ an einer Position i” < ¢ vorkommen, was offensichtlich ein Widerspruch zu der
Tatsache ist, dass (4, ¢) ein linkestes Tandem-Repeat-Paar fiir aev ist. |

Fiir unser weiteres Vorgehen wollen wir noch das Zentrum eines Tandem-Repeats
definieren.

Definition 3.53 Seit =ty ---t, € ¥* mit der Lempel-Ziv-Zerlegung (i1, ..., 1541)
und set ac ein Tandem-Repeat int mitt; - --t; 001 = aa zum Tandem-Repeat- Paar
(7,£). Dann ist das Zentrum von (i,¢) im Block B der Lempel-Ziv-Zerlegung, wenn
z’—l—ﬁe [ZB I’iB+1 —1]

Aus den beiden vorhergehenden Lemmata ergibt sich nun der folgende Satz.

Theorem 3.54 Wenn das linkeste Vorkommen eines Tandem-Repeats acv sein Zen-
trum im Block B hat, dann gilt:

e FEntweder ist das linke Ende von aa im Block B und sein rechtes Ende im
Block B + 1

e oder das linke Ende von a« liegt links vom Block B und sein rechtes Ende im
Block B oder Block B + 1.
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Diese verschiedenen Moglichkeiten eines Vorkommens eines Tandem-Repeats ist in
der folgenden Abbildung 3.36 noch einmal illustriert.

1 T
t | B | B+1 |
B a|a
t | B |
2. oder
I
t _ | B | B+l |

Abbildung 3.36: Skizze: Lage eines Tandem-Repeats awv in t mit Zentrum im Block B
zur Lempel-Ziv-Zerlegung von t

Wir halten noch als Lemma fest, dass sich fiir eine Zeichenreihe seine zugehorige
Lempel-Ziv-Zerlegung sehr effizient berechnen lésst.

Lemma 3.55 Seit =t---t, € ¥*. Die Lempel-Ziv-Zerlegung von t kann in Zeit
O(n) berechnet werden.

Der Beweis ist dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

3.4.4 Phase |: Bestimmung einer linkesten Uberdeckung

In der ersten Phase versuchen wir eine linkeste Uberdeckung von 7 (t) zu konstru-
ieren. Dazu betrachten wir den Block B der Lempel-Ziv-Zerlegung von ¢ und ver-
suchen alle Tandem-Repeat-Paare, deren Zentrum im Block B liegt und eine der
beiden Bedingungen in Theorem 3.54 erfiillt, auszugeben.

Hierzu bezeichne im Folgenden h := ig bzw. h' := ig,; den Anfang des Blocks B
bzw. des Blocks B + 1 in der Lempel-Ziv-Zerlegung. Dies ist in Abbildung 3.37
illustriert.

iB =:h iB+1 = h/

e Ul [ B [B+1]

Abbildung 3.37: Skizze: Lempel-Ziv-Blocke von ¢
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Wir unterscheiden jetzt zwei Félle, die zu den beiden Charakterisierungen von lin-
kesten Vorkommen von Tandem-Repeats in Theorem 3.54 korrespondieren.

Fall 1: Wir suchen nur nach linkesten Vorkommen von Tandem-Repeats mit Zen-
trum im Block B, deren linkes Ende sich im Block B und dessen rechtes Ende sich im
Block B + 1 befindet. In diesem Fall gilt fiir die Halblénge ¢ eines Tandem-Repeats,
dass £ € [2: ¢(B) — 1] mit ¢(B) := ipy1 — ip. Fiir £ = 1 kann kein Tandem-Repeat
der Lénge 2 existieren, dessen Zentrum im Block B und dessen Ende im Block B+1
liegt. Weiterhin kann die maximale Lange nur ¢(B) — 1 betragen, da sonst ein im
Block B beginnendes Tandem-Repeat sein Zentrum bereits im Block B + 1 hétte.

Ih:iB Iq:h/—gf |h/:iB+1
| | |
t: B—1 | B ! B+1
! 15} | 15} ‘
7 Y <—€1—>|
— ly —

Abbildung 3.38: Skizze: Tandem-Repeats mit Zentrum im Block B, die die erste
Bedingung von Theorem 3.54 erfiillen

Dieser Fall ist in Abbildung 3.38 illustriert. Wir setzen ¢ := h'’—/¢ und bestimmen mit
dem Algorithmus fiir die longest common extensions in konstanter Zeit die folgenden
Werte:

01 = lces(q, '),
62 = lceb(q—l,h'—l).

Dabei sei 5 bzw. v die longest common forward (bzw. backward) extension ab dem
Positionspaar (g, h’) bzw. (¢—1,h'—1). Aufgrund von Theorem 3.54 wissen wir, dass
ein linkestes Tandem-Repeat das Ende von Block B iiberlappen muss. Es miissen
also die folgenden Bedingungen gelten:

Ly + €5 > £: Auch hier gilt wieder, dass wir nur dann einen Tandem-Repeat der
Lange 2¢ gefunden haben, wenn ¢y 4+ 5 > { gilt. Die Tandem-Repeats der
Lange 2¢ befinden sich dann im blauen Block in Abbbildung 3.38.

£; > 0: Gilt weiter ¢; > 0, dann hat mindestens eines dieser Tandem-Repeats sein
rechtes Ende im Block B + 1.

Lo > 0: Gilt weiter {5 > 0, dann gibt es mindestens ein Tandem-Repeat, dessen
Zentrum im Block B liegt.
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FindLeftmostTRcondl (block B, LZ (i1, ..., ik+1))

begin
for (f c [2 . iB+1 — iB — 1]) do
h' :=ipi1;
q:=h"—1¢

by = lcep(q, 1');
Uy :=lcey(q — 1,h — 1);
| return (max{q — ly,q —{ + 1},0);

end

Abbildung 3.39: Algorithmus: Auffinden linkester Tandem-Repeats mit Zentrum im
Block B, die die erste Bedingung von Theorem 3.54 erfiillen

Wir geben dann das Tandem-Repeat-Paar (max{q — ¢s,q — ¢ + 1}, /) aus. Hierbei
ist (¢ — l2,¢) ein Tandem-Repeat-Paar, dass alle gefundenen iiberdeckt (also von
diesem Run das linkeste ist). Das Tandem-Repeat-Paar (¢ — ¢ + 1,¢) ist das erste,
das in den Block B + 1 hineinragen kann, da

(q—l+1)+20—1=q+L=(HN—-0)+l=H

gilt. Man beachte, dass aufgrund von ¢ € [2 : igy; —ip — 1] das potentielle Tandem-
Repeat-Paar (¢ — € + 1,¢) sein Zentrum im Block B hat, da

(g—C+1)+¢

qg+1

= N—-(l+1

[ipy1 — (ipy1 —ip— 1) +1: A —2+1]
= lip+2:ipy —1].

m

Falls ¢ — 5 > g — ¢ + 1 ist, gilt aber ebenfalls
q—lo+0<q—1+0=h—0—-1+0=h -1

und somit hat das ausgegebene Tandem-Repeat-Paar sein Zentrum noch im Block B.
Der Algorithmus ist in Abbildung 3.39 noch einmal angegeben.

Fall 2: Jetzt suchen wir nach linkesten Vorkommen von Tandem-Repeats mit Zen-
trum im Block B, deren linkes Ende links vom Block B liegt. In diesem Fall gilt
fir die Halblinge ¢ des Tandem-Repeats, dass ¢ € [1 : ¢(B) 4+ ¢(B + 1)] mit
((B) = ipgy1 —ip. Dieser Fall ist in Abbildung 3.40 illustriert.
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h:iB I(]:h‘l‘f |h/:iB+1
14 i
t: B -1 B B+1
3 \ B | |
‘ v ‘ v f— 1 — |
|
I

‘I<—€2—>I I

Abbildung 3.40: Skizze: Tandem-Repeats mit Zentrum im Block B, die die zweite
Bedingung von Theorem 3.54 erfiillen

Wir setzen ¢ := h + ¢ und bestimmen mit dem Algorithmus fiir die longest common
extensions in konstanter Zeit die folgenden Werte:

t; = lcer(h,q),
62 = lceb(h—l,q—l).

Dabei sei 5 bzw. « die longest common forward (backward) extension ab dem Posi-
tionspaar (h,q) bzw. (h — 1,q — 1). Aufgrund von Theorem 3.54 wissen wir, dass
ein linkestes Tandem-Repeat den Anfang von Block B iiberlappen muss. Es miissen
also folgende Bedingungen gelten:

1 + €5 > £: Auch hier gilt wieder, dass es nur dann einen Tandem-Repeat mit
Zentrum im Block B geben kann, wenn ¢; + 5 > /¢ gilt. Die Tandem-Repeats
der Lénge 2¢ befinden sich dann im blauen Block in Abbbildung 3.40.

£y > 0: Weiter muss /5 > 0 sein, damit mindestens ein Tandem-Repeat existiert,
dessen linkes Ende links vom Block B liegt.

£1 > 0: Auch muss ¢; > 0 sein, sonst ldsst sich kein Tandem-Repeat mit Zentrum
in Block B finden. Dies ist jedoch trivialerweise erfiillt.

max{h — €a,h — £} + £ < h': Damit das Zentrum fiir das zugehorige Tandem-
Repeat wirklich im Block B liegt (hier gilt ja zunéchst nur ¢ <ig,s — ip und
somit max{h — lo,h — (} +{ < ip o — min{ly, (}).

Als Tandem-Repeat-Paar geben wir dann (max{h — 5, h — (},{) aus. Hierbei ist
(h—/{s, ) ein Tandem-Repeat-Paar, dass alle gefundenen iiberdeckt (also von diesem
Run das linkeste ist). Das Tandem-Repeat-Paar (h — ¢, ¢) ist das linkeste, dessen
Zentrum gerade noch im Block B liegt, da (h — ¢) + ¢ = h = ig. Der Algorithmus
ist in Abbildung 3.41 noch einmal angegeben.
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FindLeftmostTRcond2 (block B, LZ (i1, ..., ik+1))

begin
for (f c [1 . iB+2 — ZB]) do
h:=1ip;
h' = 1B+1;
q:=h+{¢

ty = lcey(h, q);

Uy :=lcep(h — 1,9 — 1);

if (014 0y >10) && (U3 > 0) && (h — min{ly, {} < h' — ()) then
| return (max{h — ly, h — (},0);

end

Abbildung 3.41: Algorithmus: Auffinden linkester Tandem-Repeats mit Zentrum im
Block B, die die zweite Bedingung von Theorem 3.54 erfiillen

Kommen wir nun zur Laufzeitabschatzung.

Lemma 3.56 Die beiden oben angegebenen Algorithmen liefern eine linkeste Uber-
deckung in Zeit O(n).

Beweis: Die Korrektheit haben wir bereits bewiesen, da wir nach Theorem 3.54
jedes linkeste Vorkommen eines Tandem-Repeats mit einem Tandem-Repeat-Paar
iiberdeckt haben.

Die Laufzeit zur Bearbeitung eines Blockes B ldsst sich mit ¢ - (¢(B) + (B + 1))
fiir eine geeignete Konstante ¢ abschétzen. Fiir die Laufzeit T'(n) gilt dann, wobei
(1,...,1ky1) eine Lempel-Ziv-Zerlegung von t und B = { By, ..., By} die Menge aller
Lempel-Ziv-Blocke von ¢ ist:

T
L

T(n)

IN

¢ (€(B;) + £(Bjy1)) + ¢ (€(By))

I
—_

¢ (Gj41 =45 +ij12 — ij11) + ¢ (i1 — ix)

(]

> .
[l
—_ =

= ¢ (ijpo —ij) + ¢ (g1 — ir)
1

(g1 + ik — G2 — 1) + €+ (lhp1 — ix)

I
O .
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= C- (2’ik+1 — ’ig — 21)

da’ilzl,i2:2undik+1:n+1

< ¢-2n+1)—2-1)
< 2cn.
Damit ist das Lemma bewiesen. ]

Aus diesem Lemma erhalten wir unmittelbar das folgende Korollar.

Korollar 3.57 Seit € ¥". Die konstruierte linkeste Uberdeckung von T (t) hat eine
Grafie von O(n).

Im Folgenden fithren wir noch eine Partition der Menge P ein, die die angegebenen
Algorithmen ohne besonderen Mehraufwand generieren werden.

Notation 3.58 Seit € X" und sei P C T (t) eine Uberdeckung von T (t). Dann ist
P@) :={(i,¢) : (i,0) € P}

und es gilt offensichtlich P = J;_, P(i).

Mit dieser Notation kénnen wir zeigen, dass die angegebenen Algorithmen auch die
Mengen P(i) als sortierte Listen generieren kénnen.

Lemma 3.59 Der Algorithmus aus Phase I kann so modifiziert werden, dass er die
Partition P(1),...,P(n) in Zeit O(n) ausgibt und dabei jedes P(i) als aufsteigend
sortierte Liste (nach der Linge der zugehorigen Tandem-Repeats) erzeugt wird.

Beweis: Wir miissen bei der Ausgabe nur Folgendes beachten: Jedes neu generierte
Tandem-Repeat-Paar (7, ¢) wird an das Ende der Liste P(i) angehéngt.

Wir betrachten jetzt ein festes, neu erzeugtes Tandem-Repeat ar und sein zuge-
horiges Tandem-Repeat-Paar (7, ¢) mit Zentrum im Block B. Sei o/a’ ein weiteres
Tandem-Repeat mit zugehorigem Tandem-Repeat-Paar (i,¢') in P(i). Liegt dessen
Zentrum in einem Block B’ links von B, dann muss a« offensichtlich linger als oo/
sein, wie man der Abbildung 3.42 entnehmen kann

Sei nun o/a’ ein weiteres Tandem-Repeat mit zugehorigem Tandem-Repeat-Paar
(1,0') € P(i) und Zentrum in B. Da in beiden Algorithmen die Langen von Tandem-
Repeats in aufsteigender Grofle betrachtet werden, folgt die Behauptung sofort. Bei
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Ol

g/

Abbildung 3.42: Skizze: Zwei Tandem-Repeats, die an Position i starten und Zentren
in verschiedenen Blocken besitzen

der Implementierung muss nur darauf geachtet werden, dass die beiden Algorith-
mus nicht hintereinander, sondern verschrankt ausgefiihrt werden miissen, d.h. beide
Algorithmen miissen in eine Schleife {iber ¢ integriert werden. [

Fiir das Folgende werden wir jedoch benétigen, dass die Listen P(7) absteigend
sortiert sind.

Korollar 3.60 Der Algorithmus aus Phase I kann so modifiziert werden, dass er die
Partition P(1), ..., P(n) in Zeit O(n) ausgibt und jedes P(i) als absteigend sortierte
Liste (nach der Linge der zugehiorigen Tandem-Repeats) erzeugt wird.

Beweis: Die erzeugten Tandem-Repeat-Paare miissen nur am Beginn statt am
Ende an die Listen angehédngt werden. [

3.4.5 Phase Il: Dekorierung einer Teilmenge

Nun wollen wir einige Tandem-Repeat-Paare aus der Menge der in Phase I konstru-
ierten linkesten Uberdeckung P im Suffix-Baum 7'(t$) markieren.

Sei t € ¥" und T" = T'(t$) der zugehorige Suffix-Baum. Mit P(v) bezeichnen wir
fiir v € V(T') eine Liste von Tandem-Repeat-Paaren. Fiir jedes Blatt v € V(T") soll
dabei P(v) = P(i) fir v =t¢; - - - t,,$ gelten. Fiir interne Knoten v € V(T') hitten wir
gerne die folgende Zuordnung:

P(o) = {(,0) : 3k 58 € V(T(v)) : (j.0) € P(i) A 20 < |path(v)|}

wobei T'(v) den am Knoten v gewurzelten Teilbaum von T' bezeichnet. Anschaulich
beinhaltet dann P(v) alle Tandem-Repeat-Paare aus P, deren zugehorige Tandem-
Repeats Prifixe von path(v) sind. Wir nehmen dabei an, dass die Menge P(v) als
Liste dargestellt wird, wobei die Listenelemente absteigend nach der Lénge der
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path(v) = aax mit x € ¥*
aa = (j,0)

\UJ

Abbildung 3.43: Skizze: Zur idealen Definition von P(v)

Tandem-Repeats sortiert sind. Die Definition ist in Abbildung 3.43 noch einmal
illustriert.

Der Algorithmus zur Dekorierung mit den Listen P(v) in T = T'(t$) ist in Abbil-
dung 3.44 angegeben. Hierbei ist zunichst angenommen, dass die Listen P(v) wie
oben ideal gegeben sind. Man sieht leicht, dass die Listen P(v) dabei korrekt kon-
struiert werden, wenn diese aus den Restlisten der Kinder des Knotens v richtig

DecorateTree (tree T' = T(t$))

begin

foreach (v € V(7)) do /* using DFS */
// after returning from all subtrees

if (v=t;---t,%) then /* v is a leaf */
L P(v):= P(1);

else

L generate P(v) (or P'(v)); /* for details see text */

u := parent(v);
while (P(v) # 0) do
(1,¢) := head(P(v));
if (2¢ > |path(u)|) then
add position mark (2¢ — |path(u)|) at edge (u,v);
L P(v) := tail(P(v));
else
L break ; /* exit while-loop */

end

Abbildung 3.44: Algorithmus: Dekoration von T'(¢3) mit einer Teilmenge der
Tandem-Repeats aus der linkesten Uberdeckung von Phase 1
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zusammengemischt werden, so dass die Listen P(v) auch absteigend nach der Lange
der korrespondieren Tandem-Repeats sortiert sind.

Fiir die Dekorierung miissen wir nur die Tandem-Repeat-Paare (i, ) von der Liste
P(v) entfernen, fiir die 2¢ > |path(u)| gilt. Dies sind genau diejenigen, die auf der
Kanten (u,v) enden, wobei u der Elter von v ist. Hier wird nun klar, warum die
erzeugten Listen aus Phase I absteigend sortiert sein sollten. Wir miissen ja immer
die Tandem-Repeat-Paare mit der ldngsten Halblénge zuerst entfernen.

Idealerweise wiirde man, nachdem alle Kinder von u abgearbeitet wurden, die rest-
lichen Listen der Kinder von w zur Liste P(u) mischen. Leider kann dies zu einer
Gesamtlaufzeit von O(n?) fiihren, da das Mischen selbst schon lineare Zeit kosten
kann und man im schlimmsten Fall zu oft mischen muss.

Wir werden jetzt folgenden Trick verwenden, um bei einer linearen Laufzeit zu
bleiben. Wir wihlen als Liste P’(v) fiir einen inneren Knoten v € V(T') gerade
P'(v) :== P'(w), wobei w ein Kind von v ist. Dabei wéhlen wir das Kind w so aus,
dass T'(w) das Blatt mit der kleinsten Nummer (Index-Position eines Suffixes von t)
enthélt. Die Listen P’(v) fiir die Blétter werden genauso wie bei den Listen P(v)
gewihlt. Anders ausgedriickt ist die Liste P’(v) eines inneren Knotens genau gleich
der Liste des Blattes im Teilbaum von v, dessen zugehorige Indexposition minimal
ist.

i<j

Abbildung 3.45: Skizze: Intuitive Korrektheit der Definition von P’(u) als Liste des
linkesten Kindes von u
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Warum verschenken wir hierbei keine wertvolle Information? Nehmen wir dazu an,
wir wollen P’(v) bestimmen. Seien w und w’ zwei Kinder von v, wobei w’ das Kind
ist, das das Blatt mit dem ldngsten Suffix enthélt. Sei weiter x = path(v) und
(7,¢) € P'(w) Dann beschreibt (7, ¢) einen Tandem-Repeat, der ein Prifix von z ist.
Siehe dazu auch Abbildung 3.45.

Da x sowohl als Teilwort von ¢ ab Position ¢ als auch ab Position j vorkommt,
wird (j, ¢) auch von (i,¢) € P(w’) dargestellt. Damit wird also das Tandem-Repeat
zu (7, ¢) weiterhin dargestellt und (j, ) kann anscheinend ohne Informationsverlust
weggelassen werden. Es ist jedoch moglich, dass andere Tandem-Repeat-Paare wie
z.B. 6 in Abbildung 3.45, die von (j, ¢) iiberdeckt werden, nun von (4, £) nicht mehr
iiberdeckt werden.

Der letzte Fall kann tatséchlich eintreten, wie das folgende Beispiel zeigt. Sei dazu
t = abbabbaabbabbab, dann ist z.B. P = {(1,3),(9,3), ...} eine linkeste Uberdeckung.
Hier wiirde am Knoten w = abbabba die Beziehung (1,3) € P’(w) gelten und damit
wiirden abbabb an der Kante (abba,abbabba) dekoriert. Das Tandem-Repeat-Paar
(9, 3) wiirde jedoch am Knoten v = bbabba verloren gehen, d.h. (9,3) ¢ P'(w). Damit
wire zwar das Tandem-Repeat abbabb dargestellt, aber die Uberdeckung babbab vom
Tandem-Repeat-Paar (10, 3) durch das Tandem-Repeat-Paar (9,3) ginge verloren.
Dieses Beispiel ist noch einmal in Abbildung 3.46 illustriert.

a b
b ) @ a ] ba
Q e Q @ Q
ba b b
d @ Q) @ e 0
b ba b\i
A R
O & @ ol

Abbildung 3.46: Beispiel: Auffinden der verlorenen Uberdeckung mit Hilfe von Suffix-
Link-Walks in S(abbabbaabbabbab$)
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Schauen wir uns das Beispiel in Abbildung 3.46 noch einmal an. Wir haben das
Tandem-Repeat-Paar (9,3) in der Liste nicht berticksichtigt und damit die Deko-
rierung von babbab aufgegeben und stattdessen nur das Tandem-Repeat-Paar (1, 3)
beibehalten und damit den Tandem-Repeat abbabb dekoriert.

Was passiert nun, wenn wir die Rechtsrotation von abbabb betrachten, dies wéire
das Tandem-Repeat bbabba. Wir konnen dieses im Suffix-Baum finden, indem wir
von der Lokation fiir abbabb zuerst dem (eventuell virtuellen) Suffix-Link folgen und
miissen dann das Zeichen b noch ablaufen. Im Beispiel in Abbildung 3.46 sind solche
(virtuellen) Suffix-Links durch gestrichelte rote Pfeile und das Ablaufen eines Zei-
chens durch blaue Pfeile dargestellt. Wie man sieht wiirden wir den Knoten bbabba
erreichen.

Eine weitere Rechtsrotation liefert das Tandem-Repeat babbab. Da auch diese Loka-
tion im Suffix-Baum existiert, haben wir damit auch das nicht iiberdeckte Tandem-
Repeat babbab dekoriert. Eine weitere Rechtsrotation fithrt uns zur Ausgangslokation

abbabb zuriick.

Somit konnen wir die Hoffnung haben, dass sich ausgehend von den dekorierten
Tandem-Repeats durch Rechtsrotationen (Folgen von Suffix-Links von Lokationen
und Ablaufen des zugehorigen Zeichens im Suffix-Baum) alle Tandem-Repeats deko-
rieren lassen. Diese Idee, nicht dekorierte Tandem-Repeats, aufzufinden wollen wir
nun noch formalisieren.

Definition 3.61 Seit € ¥* und T = T'(t3) der zugehdorige Suffiz-Baum. Sei weiter
loc(aw) eine Lokation im Suffiz-Baum T mit a € ¥ und w € ¥*. Das Ablaufen von
loc(aw) — loc(w) — loc(wa) im Baum T heifft Suffix-Link-Walk in T'. Er heifit
erfolgreich, wenn loc(wa) ezistiert, d.h. wa C t, und erfolglos sonst. Fine aufeinan-

der folgende Folge von Suffiz-Link-Walks heifit Kette von Suffix-Link-Walks.

Nun formalisieren wir Mengen von Tandem-Repeats, die wir in Phase II gerne im
Suffix-Baum T' dekorieren wiirden.

Definition 3.62 Seit € ¥* und T = T(t$) der zugehdrige Suffiz-Baum. FEine Teil-
menge Q@ C V(t) heifit ausreichend, wenn fir jedes Wort w € V(t) die zugehdirige
Lokation inT" durch eine Kette von Suffiz-Links- Walks von einer Lokation in T, die
zu einem Wort aus Q) gehort, erreicht werden kann.

Haben wir in Phase II eine ausreichende Menge von Tandem-Repeats markiert,
dann konnen wir das Vokabular im Suffix-Baum mit Hilfe von Suffix-Link-Walks
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vervollstandigen. Wir zeigen jetzt, dass die in Phase II dekorierte Menge tatséchlich
ausreichend ist.

Theorem 3.63 Die dekorierte Teilmenge Q' C V(t) aus Phase II ist ausreichend.

Beweis: Sei Q C V(t) die zur linkesten Uberdeckung P von 7T (t) gehérige Menge
von Tandem-Repeats, also Q = {t;---t;y00 1 : (i,¢) € P}. Nach Konstruktion ist
Q ausreichend. Sei weiter P’ C P bzw. Q' C ) die Teilmenge von Tandem-Repeat-
Paaren bzw. Tandem-Repeats, die in Phase II im Suffix-Baum T zur Dekoration
verwendet bzw. dekoriert wurden, also Q' = {t; - - t;100—1 : (i,¢) € P'}. Zum Schluss
sei Q" C V(t) die Teilmenge von Tandem-Repeats, die nicht mit Hilfe von Ketten
von Suffix-Link-Walks beginnend an einem Tandem-Repeat aus Q)" erreicht werden
kann. Fiir den Beweis des Satzes geniigt es dann also zu zeigen, dass Q" = ().

Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass Q" # (). Sei wie oben P’ C P die
Teilmenge von Tandem-Repeat-Paaren, die genau den Wortern aus )" entsprechen,
d.h. die Menge der Tandem-Repeat-Paare, die zur Dekoration in Phase II verwendet
wurden. Weiter sei P” := P\ P’. Die Tandem-Repeats zu den Tandem-Repeat-
Paaren aus P” wurden nicht direkt dekoriert, kénnen aber selbst von Tandem-
Repeat-Paaren aus P’ dekoriert worden sein. Auf jeden Fall werden nach Konstruk-
tion alle nicht dekorierten Tandem-Repeats aus @Q” von Tandem-Repeat-Paaren aus
P” {iberdeckt. Beachte hierbei, dass gilt P” = () = Q" = () und daraus sofort folgt,
dass Q" # () = P" # .

Sei jetzt (7,¢) € P” mit kleinster Startposition j, so dass das zugehorigen Tandem-
Repeat v = ;- --tj490—1 nicht in Phase II dekoriert wurde und auch nicht mit
einer Kette von Suffix-Link-Walks aus @) erreicht werden kann. Wir unterscheiden
jetzt zwei Fille, je nachdem, ob (j,¢) das linkeste Auftreten des Tandem-Repeats
aa beschreibt oder nicht.

Fall 1: Sei also (j, ¢) das linkeste Auftreten von awr in t. Wir betrachten den Knoten
v € V(T) mit minimaler Worttiefe, so dass a ein Préfix von path(v) ist. Dann
beschreibt jedes Blatt in 7'(v) einen Suffix von ¢ der mit awx beginnt. Also muss j das
Blatt mit der kleinsten Index-Position im Teilbaum 7'(v) sein. Nach Konstruktion
ist (j,¢) in einer Liste, die in Phase II auf dem Weg vom Blatt, das zum Index j
gehort, zum Konten v nicht geloscht wird. Daher ist (j,¢) € P'(v) € P’ und wird
daher in T dekoriert. Das liefert den gewiinschten Widerspruch.

Fall 2: Sei also (j, ¢) nicht das linkeste Auftreten von av in ¢. Sei also (4, £) mit i < j
das linkeste Auftreten von aa in ¢. Dann muss nach Konstruktion ein (h,¢) € P
existieren, so dass (h, ) das Paar (i,¢) iiberdeckt. Also gilt h < i < j. Weiterhin
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gilt (h,¢) € P sonst wire aa ¢ Q" (da ansonsten aar durch eine Kette von Suffix-
Link-Walks dekoriert wurde dekoriert worden wére). Dies ist in Abbildung 3.47 noch
einmal illustriert.

i j
t| a| of al of

h

Abbildung 3.47: Skizze: (7, ¢) beschreibt nicht das linkeste Vorkommen von o« in ¢

Nach Wahl von j gilt, dass entweder (h,¢) € P’ oder dass das zu (h,{) gehori-
gen Tandem-Repeat dekoriert wurde (wegen h < j). In beiden Fillen wird das zu
(h, l) gehorige Tandem-Repeat letztendlich dekoriert. Da (h, £) aber (i, ¢) iiberdeckt
und nach Definition dann [h : ¢] ein Run ist, muss das zu (i,¢) gehorige Tandem-
Repeat durch eine Kette von Suffix-Link-Walks ausgehend vom zum (h, £) gehorigem
Tandem-Repeat, das in Phase II dekoriert wurde, erreicht werden. Damit erhalten
wir wieder den gewiinschten Widerspruch. [

3.4.6 Phase llI: Vervollstandigung der Dekorierung von V(t)

Im letzten Abschnitt haben wir gezeigt, dass die in Phase II dekorierten Tandem-
Repeats in T eine ausreichende Menge darstellen. Wir miissen also in Phase III
diese nur noch mit Hilfe von Ketten von Suffix-Link-Walks vervollstindigen. Der
Algorithmus zur Vervollstandigung der Dekorierung von V(t) geht dabei wie folgt
Vor.

1. Durchlaufe T'(t$) mittels einer Tiefensuche.

2. An dekorierten Lokation aus (' in T startet eine Kette von Suffix-Link-Walks
bis entweder ein erfolgloser Suffix-Link-Walk auftritt oder der Suffix-Link-Walk
auf eine bereits erfolgte Dekorierung aus Phase II oder Phase III (also aus
Schritt 2 dieses Algorithmus) trifft.

3. Dabei werden alle neu besuchten Lokationen von Tandem-Repeats an den zuge-
horigen Kanten dekoriert.

Das folgende Lemma hélt nun fest, dass wir mit diesem Algorithmus wirklich alle
Tandem-Repeats im Suffix-Baum dekorieren, insbesondere auch dann, wenn wir die
Ketten von Suffix-Link-Walks an in Phase III dekorierten Lokationen abbrechen.
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Lemma 3.64 Der Algorithmus aus Phase III vervollstindigt eine Dekorierung aus
Phase II zum Vokabular der gegebenen Zeichenreihe im zugehdrigen Suffix-Baum.

Beweis: Wir haben bereits gezeigt, dass die Menge )" ausreichend ist. Endet ein
Suffix-Link-Walk erfolglos, dann haben wir alle von diesem Tandem-Repeat durch
Suffix-Link-Walks erreichbaren Tandem-Repeats in V(t) gefunden.

Endet ein Suffix-Link-Walk erfolgreich an einer Lokation, die bereits in @’ ist, kon-
nen wir auch aufthoren, da die folgenden Rechtsrotationen des zuletzt aufgefunden
Tandem-Repeats von dieser Lokation in @' gefunden werden oder wurden.

Dummerweise konnte ein Suffix-Link-Walk auch an einer dekorierten Lokation in
T enden, die nicht zu @’ gehort. Wir werden jetzt zeigen, dass dies jedoch nicht
passieren kann. Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass ein Suffix-Link-
Walk, gestartet an einem Tandem-Repeat in ), an einer dekorierten Lokation endet,
die kein Tandem-Repeat in Q)" beschreibt.

Eine solche Situation kann nur eintreten, wenn wir beim Folgen eines Suffix-Link-
Walks eine nachtréigliche Dekorierung erwischen, die wir bei einem fritheren Suffix-
Link-Walk dekoriert hatten. Sei wawa mit a € ¥ und w € ¥* ein Tandem-Repeat,
an dessen Lokation in T sich zwei Suffix-Link-Walks treffen. Nach Definition der
Suffix-Links, miissen aber beide von der Lokation gekommen sein, die zum Tandem-
Repeats awaw gehort hat. Somit kénnen sich zwei Suffix-Link-Walks nur treffen,
wenn einer davon einer leerer Suffix-Link-Walk ist und wir erhalten den gewiinschten
Widerspruch. [

In den Ubungen wird das folgende Lemma bewiesen.

Lemma 3.65 Sei t € X", An jeder Position i € [1 : n| kdnnen in t maximal zwei
rechteste Vorkommen eines Tandem-Repeats beginnen.

Damit erhalten wir sofort eine Aussage iiber die Grole des Vokabulars einer Zei-
chenreihe.

Korollar 3.66 Seit € ¥X". Dann besitzt t maximal 2n viele Tandem-Repeats.

Weiter erhalten wir eine Aussage iiber die Anzahl von Dekorierungen pro Kante im
zugehorigen Suffix-Baum.

Korollar 3.67 Seit € ¥* und T = T(t$) der zugehorige Suffix-Baum. Jede Kante
(u,v) € E(T) besitzt mazximal zwei Dekorierungen.
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Beweis: Bezeichne R(v) fiir jeden Knoten v € V(T') die maximale Startposition
eines Suffixes von ¢, dessen zugehoriges Blatt im Teilbaum 7'(v) liegt. Betrachten
wir jetzt eine Kante (u,v) € E(T). Das rechteste Vorkommen der dort endenden
Tandem-Repeats muss auch ab Position R(v) beginnen. Da dort nach dem vor-
hergehenden Lemma nur zwei beginnen konnen, kénnen auf dieser Kante nur zwei
Tandem-Repeats enden. [ |

Damit kénnen wir nun die Laufzeit des Algorithmus von Gusfield und Stoye analy-
sieren.

Lemma 3.68 Seit = t;---t, € ¥* und T = T(t3) der zugehirige Suffix-Baum.
Die Anzahl der traversierten Kanten in T in Phase III durch die Suffix-Link-Walks
ist beschrankt durch O(|X] - n).

Beweis: Da es nur maximal 2n Tandem-Repeats in ¢ geben kann, kann es nur maxi-
mal O(n) Suffix-Link-Walks geben, da jeder Suffix-Link-Walk an einer zugehorigen
Lokation eines Tandem-Repeat startet und an solchen Lokationen nur jeweils ein
Suffix-Link-Walk gestartet wird. Fiir die Laufzeit miissen wir jedoch analysieren,
wie viele Kanten im Suffix-Baum bei einem Suffix-Link-Walk iiberlaufen werden.
Diese konnen dummerweise pro Suffix-Link-Walk nicht immer durch eine Konstante
beschrénkt werden (dhnlich wie bei Ukkonens Algorithmus).

Es kann also passieren, dass bei einem Suffix-Link-Walk von loc(aw) iiber loc(w) zu
loc(wa) mehrere Kanten im Suffix-Baum {iberlaufen werden, und zwar beim Ablau-
fen von loc(aw) zu loc(w) um die kanonische Lokation zu finden (analog wie bei
Ukkonens Algorithmus).

Betrachten wir also eine Kante e € E(T') und ein Zeichen a € . Wir fragen uns,
wie oft die Kante e bei einem Suffix-Link-Walk iibersprungen werden kann, wenn
der Suffix-Link-Walk eine Rechtsrotation des Zeichens a beschreibt. Diese Situation
ist in Abbildung 3.48 illustriert.

Im Folgenden sagen wir, ein Suffix-Link hat die Markierung a € >, wenn der Suffix-
Link von @w nach w fiir ein w € 3* ist. Fiir eine iibersprungene Kante e = (u,v) bei
einer Rechtsrotation um a ist der gefolgte Suffix-Link derjenige, der als erster auf
dem Pfad zur Wurzel in einen Knoten mit Markierung a hineingeht. Wir kénnen also
den zum Suffix-Link-Walk gehorenden Suffix-Link eindeutig identifizieren. Dieser
Suffix-Link fithrt also von @w nach w fiir ein w € ¥* (siehe auch Abbildung 3.48).

Weiterhin wissen wir, dass ein Suffix-Link-Walk immer am Ende eines Tandem-
Repeats startet. Sei also awa das auslosende Tandem-Repeat. Dann liegt die Kante
e auf dem Pfad von w zu loc(wa).
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aw - Cow

Abbildung 3.48: Skizze: Ein Suffix-Link-Walk von loc(awa) zu loc(waa)

Dies konnen wir auch umdrehen. Ist o/ die Markierung von w zum Endpunkt v
der Kanten e, dann wissen wir, dass ein Suffix-Link-Walk, der e iiberspringt, auf
der ausgehenden Kante von aw begonnen haben muss, dessen Prifix der Kanten-
markierung mit o’ beginnt. Es kann also nur eine Kante als Ausgangspunkt des
Suffix-Link-Walks zum Uberspringen der Kanten e bei einer Rechtsrotation um a in
Frage kommen.

Da nach Korollar 3.67 auf jeder Kante nur maximal zwei Tandem-Repeats markiert
sind, kann diese Kante fiir jedes Zeichen a € ¥ nur zweimal iiberspringen werden.
Also kann diese Kante insgesamt maximal 2 - |¥| mal tibersprungen werden. Da im
Suffix-Baum 7" nur O(n) Kanten enthalten sind, folgt die Behauptung,. ]

Theorem 3.69 Das Vokabular V(t) einer Zeichenreihe t € X" kann im Suffiz-
Baum T (t$) in Zeit O(|X|n) mit Platz O(n) dekoriert werden.
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4.1 Algorithmus von Bender und Farach-Colton

In diesem Kapitel wollen wir zwei Algorithmen zur Bestimmung eines niedrigsten
gemeinsamen Vorfahren vorstellen. Im ersten Abschnitt werden wir dabei das Pro-
blem auf so genannte Range Minimum Queries reduzieren.

Der hier vorgestellte Algorithmus wurde zuerst 1989 von Berkman und Vishkin in
einer anderen Darstellung beschrieben und in der hier dargestellten Fassung von
Bender und Farach-Colton im Jahre 2000 wiederentdeckt.

4.1.1 Lowest Common Ancestor und Range Minimum Queries

Bevor wir die Problemstellung definieren kénnen, benétigen wir noch den Begriff
des niedrigsten gemeinsamen Vorfahren von zwei Knoten in einem Baum.

Definition 4.1 Sei T' = (V, E) ein gewurzelter Baum und seien v,w € V zwei
Knoten von T'. Der niedrigste gemeinsame Vorfahre von v und w, bezeichnet mait
lca(v, w) (engl. least common ancestor, lowest common ancestor oder auch nearest
common ancestor), ist der Knoten uw € V', so dass u sowohl ein Vorfahre von v
als auch von w ist und es keinen echten Nachfahren von u gibt, der ebenfalls ein
Vorfahre von v und w ist.

Damit konnen wir die Lowest Common Ancestor Queries formalisieren.

LoweEsT COMMON ANCESTOR QUERY

Eingabe: Ein gewurzelter Baum 7" und zwei Knoten v, w € V(T).
Gesucht: Ein Knoten u, der der niedrigste gemeinsame Vorfahre von v und w ist.

Wir werden uns nun {iiberlegen, wie wir in einem Baum mit n Knoten ¢ Lowest
Common Ancestor Queries in Zeit O(n + ¢) beantworten kénnen. Dazu werden wir
das Lowest Common Ancestor Problem auf das Range Minimum Query Problem
reduzieren, das wie folgt definiert ist.
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140 Kapitel 4. Interludium: Lowest Common Ancestors

RANGE MINIMUM QUERY

Eingabe: Ein Feld F der Liange n von reellen Zahlen und ¢ < j € [1: n].
Gesucht: Ein Index k mit Flk] = min{F[{] : £ € [i : j]}.

Man kann Range Minimum Queries natiirlich auch allgemeiner fiir eine total geord-
nete Menge definieren. Wir werden spéter zeigen, wie wir mit einer Vorverarbeitung
in Zeit O(n) jede solche Anfrage in konstanter Zeit beantworten kénnen. Fiir die
Reduktion betrachten wir die so genannte Euler-Tour oder auch Euler-Kontur eines
Baumes.

4.1.2 Euler-Tour eines gewurzelten Baumes

Wir definieren nun, was wir unter einer Euler-Tour eines gewurzelten Baumes ver-
stehen wollen. Diese Euler-Tour ist nicht mit Euler-Kreisen oder -Pfaden in Graphen
zu verwechseln.

Definition 4.2 Sei T = (V, E) ein gewurzelter Baum mit Wurzel r = r(T) und
seten Ty,...,T, die Tezlbaume die an der Wurzel r hdingen. Fir ¢ > 0 seien
Ei,...,E,mitE; = (v% )k ) firi € [1: 4] die Euler-Touren von Ty, . .., Ty. Die
Euler-Tour durch T ist eme Liste E" von Knoten des Baumes T der Linge 2|V| —1

B = (r,v%l), . ,vflll),r,v%z), . .,vﬁi),r,. T vy), . ,vffz),r).

Man beachte, dass in der obigen Definition auch ¢ = 0 sein kann, d.h. der Baum
besteht nur aus dem Blatt . Dann ist diese Liste durch (1) gegeben. Der Leser sei
dazu aufgefordert zu verifizieren, dass die oben definierte Euler-Tour eines Baumes
mit n Knoten tatséchlich eine Liste mit 2n — 1 Elementen ist.

Euler-Tour (tree T'= (V, E))
begin
node v := root(7);
output v;
forall ((v,w) € E(T)) do
L EULER-TOUR(T(w)); /* T(w) denotes the subtree rooted at w */
output v;

end

Abbildung 4.1: Algorithmus: Konstruktion einer Euler-Tour
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Euler-Tour a b d b
1

h b
Tiefe 0 1 2 3 1

f
2

e e 1 e a c c g c a
2 2 3 2 0 1 1 21 0
Abbildung 4.2: Beispiel: Euler-Tour

Die Euler-Tour kann sehr leicht mit Hilfe einer Tiefensuche in Zeit O(n) berechnet
werden. Der Algorithmus hierfiir ist in Abbildung 4.1 angegeben. Man kann sich die
Euler-Tour auch bildlich sehr schon als das Abmalen der Bdume anhand ihrer dufle-
ren Kontur vorstellen, wobei bei jedem Antreffen eines Knotens des Baumes dieser
in die Liste aufgenommen wird. Dies ist in Abbildung 4.2 anhand eines Beispiels
illustriert.

Definition 4.3 Sei T' = (V, E) ein gewurzelter Baum. Die Tiefe eines Knotens ist
die Anzahl der Kanten auf dem einfachen Weg von der Wurzel zu diesem Knoten.
Die maximale Tiefe eines Knotens im Baum T bezeichnet man als die Tiefe des
Baumes.

Zusammen mit der Euler-Tour, d.h. der Liste der abgelaufenen Knoten, betrachten
wir zusétzlich noch die Tiefe des entsprechenden Knotens, die bei der Tiefensuche
in der Regel mitberechnet werden (siehe auch das Beispiel in der Abbildung 4.2).

4.1.3 Reduktion LCA auf RMQ

Betrachten wir jetzt die Anfrage an zwei Knoten des Baumes ¢ und j. Zuerst bemer-
ken wir, dass diese Knoten, sofern sie keine Bléatter sind, in der Euler-Tour mehrfach
vorkommen. Wir wéhlen jetzt fiir ¢ und j willkiirlich einen der Knoten, der in der
Euler-Tour auftritt, als einen Reprasentanten aus. Weiter stellen wir fest, dass in
der Euler-Tour der niedrigste gemeinsame Vorfahre von ¢ und j in der Teilliste, die
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142 Kapitel 4. Interludium: Lowest Common Ancestors

durch die beiden Représentanten definiert ist, vorkommen muss, was man wie folgt
sieht.

Nehmen wir an, dass ¢ in der Euler-Tour vor j auftritt. Betrachten wir die Teilliste
der Euler-Tour von einem Représentanten i’ von i zu einem Reprasentanten j’ von j.
Sei k der niedrigste gemeinsame Vorfahre von ¢ und j. Da die Tiefensuche von &
bereits aktiv sein muss, wenn 4’ in die Euler-Tour aufgenommen wird, und & noch
aktiv sein muss, wenn j' in die Euler-Tour aufgenommen wird, kann also in die
Teilliste zwischen den Reprasentanten i’ und j’ kein Représentant eines Knoten mit
einer Tiefe kleiner oder gleich der Tiefe des Knotens k aufgenommen werden.

Andererseits muss bei der Riickkehr von ¢ auf dem Weg zu j nach der Definition
eines niedrigsten gemeinsamen Vorfahrs der Knoten k besucht werden und in die
Euler-Tour aufgenommen werden. Somit befindet sich in der Teilliste der Euler-
Tour zwischen beliebigen Représentanten von ¢ und von j der Knoten £ mindestens
einmal und es ist der einzige Knoten mit minimaler Tiefe in dieser Teilliste. Damit
konnen wir das so erhaltene Zwischenergebnis im folgenden Lemma festhalten.

Lemma 4.4 Gibt es eine Losung fiir das Range Minimum Query Problem, das fiir
die Vorverarbeitung Zeit O(p(n)) und fir eine Anfrage O(q(n)) bendtigt, so kann
das Problem des niedrigsten gemeinsamen Vorfahren mit einen Zeitbedarf fir die
Vorverarbeitung in Zeit O(n+ p(2n — 1)) und fir eine Anfrage in Zeit O(q(2n — 1))
gelost werden.

Es gilt interessanterweise auch im Wesentlichen die Umkehrung dieses Satzes, den
wir im folgenden Lemma festhalten (siche auch Korollar 4.17). Die wesentliche Argu-
mentation fiir den Beweis ist im Abschnitt 4.1.8 angegeben.

Lemma 4.5 Gibt es eine Losung fir das Lowest Common Ancestor Problem, das
fir die Vorverarbeitung Zeit O(p(n)) und fir eine Anfrage O(q(n)) bendtigt, so kann
das Range Minimum Query Problem mit einen Zeitbedarf fiir die Vorverarbeitung
in Zeit O(n + p(n)) und fir eine Anfrage in Zeit O(q(n)) geldst werden.

Damit kénnen wir uns jetzt ganz auf das Range Minimum Query Problem kon-
zentrieren. Offensichtlich kann ohne eine Vorverarbeitung eine einzelne Anfrage mit
O(j—i+1) = O(n) Vergleichen beantwortet werden. Das Problem der Range Mini-
mum Queries ist jedoch insbesondere dann interessant, wenn fiir ein gegebenes Feld
eine Vielzahl von Range Minimum Queries durchgefiihrt werden. In diesem Fall
kénnen mit Hilfe einer Vorverarbeitung die Kosten der einzelnen Queries gesenkt
werden.
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4.1. Algorithmus von Bender und Farach-Colton 143

4.1.4 Ein quadratischer Algorithmus fiir RMQ

Eine triviale Losung wiirde alle moglichen Anfragen vorab berechnen und abspei-
chern. Dazu koénnte eine zweidimensionale Tabelle Q[i, 5] fiir i < j € [1 : n] wie folgt
angelegt werden:

Qli,j] = argmin {F[(] : L€ [i:j]}.

Dazu wiirde fiir jedes Paar (7, j) das Minimum im Bereich [7 : j] von F mit j —i Ver-
gleichen bestimmt werden. Dies wiirde zu einer Laufzeit (entsprechend der Anzahl
Vergleiche) fiir die Vorverarbeitung von

>3 G- =6

fithren. In der folgenden Abbildung 4.3 ist ein einfacher, auf dynamischer Program-
mierung basierender Algorithmus angegeben, der diese Tabelle in Zeit O(n?) (ent-
sprechend der Anzahl Vergleiche) berechnen kann.

RMQ (int F[], int n)
begin
for (i :==1; 1 <mn;i++) do
Qli, 1] :== 1
for (j:=1+1;j <n; j++) do
if (FIQ[i, j — 1]] < Fj]) then
L Qli,j] = Qli.j—1];
else

L Qli, j] = J;

end

Abbildung 4.3: Algorithmus: Vorverarbeitung fiir Range Minimum Queries

Damit erhalten wir das folgende erste Resultat fiir die Komplexitit des Range Mini-
mum Query Problems.

Theorem 4.6 Fir das Range Minimum Query Problem kann mit Hilfe einer Vor-
verarbeitung, die mit einem Zeitbedarf von O(n?) ausgefihrt werden kann, jede
Anfrage in konstanter Zeit beantwortet werden.
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4.1.5 Eine verbesserte Variante

Eine schnellere Variante erhalten wir, wenn wir nicht alle Werte Q[i, j] berechnen,
sondern nur fiir solche Paare (i,7) deren Differenz j — i + 1 eine Zweierpotenz ist.
Dazu definieren wir eine Tabelle @’ fiir i € [1 : n] und k € [0 : |log(n)]] wie folgt:

Q'li, k] = argmin {F[{] : ¢ € [i:i+2" —1]}.

Da die Tabelle nur ©(nlog(n)) Eintrage besitzt, kann diese Tabelle mittels dynami-
scher Programmierung in Zeit O(n log(n)) berechnet werden, wie es im Algorithmus
in Abbildung 4.4 dargestellt ist.

RMQ2 (int F[], int n)

begin
for (i :==1; 1 <mn;i++) do
| Q'[4,0] :=1;

for (k:=0; k < |log(n)]|; k++) do
for (i :=1;i+ 2% <n;i++) do
if (F[Q'[i,k]] < F|Q'[i + 2%, k]]) then
| Qli,k+1]:=Q'i, k]
else
| Qi k+ 1] :=Q'[i + 2% K];

end

Abbildung 4.4: Algorithmus: Bessere Vorverarbeitung fiir Range Minimum Queries

Wie beantworten wir jetzt eine gegebene Anfrage RMQ(i, j)? Wir berechnen zuerst
k:= [log(j —i+1)]. Also gilt 2¥ < j —i+ 1 < 2871 Dann ermitteln wir die Indizes
der Minima in F' im Bereich [i : i+2%—1] bzw. [j —2F+1 : j] mittels r := Q'[i, k] bzw.
s:= Q'[j —2F+1, k]. Nach Wahl von k gilt [i : i +2F—1JU[j —2F+1: 5] = [i : j]. Gilt
dann F'[r] < F|[s], dann ist die Antwort r, ansonsten s. Dies ist auch in Abbildung 4.5
illustriert.

i j—2F41 i+2k—1 j

F|

Abbildung 4.5: Skizze: RMQ-Anfrage mittels ¢’

Skriptum zu Algorithmen auf Sequenzen WS2018/19



4.1. Algorithmus von Bender und Farach-Colton 145

Somit erhalten wir den folgenden Satz.

Theorem 4.7 Fir das Range Minimum Query Problem kann mit Hilfe einer Vor-
verarbeitung, die mit einem Zeitbedarf von O(nlog(n)) ausgefihrt werden kann, jede
Anfrage in konstanter Zeit beantwortet werden.

4.1.6 Incremental Range Minimum Query (*)

Betrachten wir das Feld F' néher, das aus der Euler-Tour eines Baumes entsteht.
Man beobachtet sofort, dass sich die Werte von konsekutiven Feldelementen um
genau 1 unterscheiden. Daher wollen wir eigentlich das folgende eingeschréankte Pro-
blem l6sen.

INCREMENTAL RANGE MINIMUM QUERY

Eingabe: Ein Feld F' der Lange n von reellen Zahlen, wobei |F[i + 1] — Fi]| =1
firallei e [1:n—1] gilt,und ¢ < j €[l :n.

Gesucht: Ein (minimaler) Index k& mit F[k] = min{F[{] : £ € [i : j]}.

Wir halten zunéchst die folgende fundamentale Eigenschaften fest.

Beobachtung 4.8 Seien F' und G zwei Felder der Linge n mit reellen Eintrdigen
und sei ¢ € R eine Konstante. Gilt F[k] — G[k| = ¢ fir alle k € [1 : n], dann gilt

Somit kénnen wir fiir Incremental Range Minimum Queries annehmen, dass fiir ein
zu verarbeitendes Feld F' gilt, dass F[1] = 0, indem man von allen Feldelementen
F[1] abzieht.

Definition 4.9 Se: F' ein Feld der Linge n mit reellen Fintrdgen. Das Feld F' heifst
inkrementell, wenn |F[i + 1] — F[i]| = 1 fiir allei € [1 : n — 1]. Das Feld F heifst
normalisiert, wenn F[1] = 0.

Ausgehend von dieser Definition siecht man sofort, dass es nur eine beschréankte
Anzahl normalisierter, inkrementeller Felder gibt.

Lemma 4.10 Es gibt 2" ' verschiedene normalisierte, inkrementelle Felder der
Léinge n.
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146 Kapitel 4. Interludium: Lowest Common Ancestors

Beweis: Da das Feld F' normalisiert ist, gilt F'[1] = 0. Da das Feld F' inkrementell
ist, muss man sich fiir jedes Folgeglied nur merken, ob der Wert um 1 erhéht oder
erniedrigt wird. Dies sind insgesamt n — 1 Bit-Informationen. [

4.1.7 Ein optimaler Algorithmus fiir IRMQ (*)

Fiir einen optimalen Algorithmus mit linearer Vorverarbeitungszeit unterteilen wir
das gegebene Feld F' in [n/k] Blocke der Lénge jeweils k (aufler eventuell dem
letzten) mit & := [§log(n)]. Sei dann F” ein Feld der Lénge n’ := [n/k], wobei gilt:

F'li)=min{F[j] : je€[(i—1)k+1:min{i-k,n}]}.

Anschaulich steht im i-ten Eintrag von Feld F’ das Minimum des i-ten Blocks von
Feld F. Weiter sei P’ ein Feld der gleichen Lénge wie F”’, wobei P'[i] die Position
angibt, an welcher Position im ¢-ten Block von F' das Minimum angenommen wird,

d.h.
P'li] =argmin{F[j] : j€[(i—Dk+1:max{i-k:n}]} — (i —1)k.

Die Felder F” und P’ konnen offensichtlich in linearer Zeit ermittelt werden. In der
Regel wird man das Feld F’ nicht abspeichern, da F'[i] = F[P'[i] + (i — 1)k] gilt.

Wir konnen jetzt das Feld F' der Linge n’ = [n/k] mit unserem Algorithmus mit
Laufzeit O(n'log(n’)) vorverarbeiten, dann ldsst sich jede Range Minimum Query
auf F” in konstanter Zeit beantworten. Die Laufzeit fiir diese Vorverarbeitung von F’

betragt
O(n'log(n')) = O (logrzn) log (m&m)) — O(n).

Wie beantworten wir jetzt eine Anfrage RMQ(i,7)? Zuerst ermitteln wir die Blo-
cke 7' bzw. j', in denen sich ¢ bzw. j befinden. Gilt i = j’, dann ist die Position
pi = RMQp(4, ) (innerhalb des Blockes i' = j' von F') die Losung. Gilt andererseits
i’ < 7', dann ermitteln wir die folgenden drei Positionen:

e Die Position p; = RMQg(i, k - 7');

o Falls i/ + 1 < j' ist, die Position p’ = RMQp(k - 7' + 1,k(j' — 1)), dabei gilt

e Die Position p; = RMQg(k(j' — 1) + 1, j).
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Aus diesen drei Werten kann dann die Position mit dem minimalen Element mit
zwei weiteren Vergleichen ermittelt werden.

Dabei kann p’ nach der Vorverarbeitung von F” in konstanter Zeit ermittelt werden.
Wir miissen also nur fiir p; bzw. p; ein effizientes Verfahren angeben. Dabei finden
diese Anfragen immer innerhalb eines Blockes der Lange £ statt.

Nach Lemma 4.10 gibt es nur
2k—1 < 2[10g(n)/2]—1 < 210g(n)/2 -0 (\/ﬁ)

viele normalisierte, inkrementelle Felder der Linge k. Anstatt fiir alle [n/k| Teil-
felder jeweils eine Lookup-Tabelle fiir die Incremental Range Minimum Queries zu
konstruieren, konstruieren wir fiir alle moglichen normalisierten, inkrementellen Blo-
cke jeweils nur eine Tabelle mittels der einfachen dynamischen Programmierung, von
denen es ja nur O(y/n) viele gibt. Die Vorverarbeitungszeit hierfiir betrigt offensicht-
lich:

O (v/n-log*(n)) = o(n) = O(n).

Fiir jeden der n' = [n/k| Blocke miissen wir nur noch einen Verweis auf die ent-
sprechende Tabelle angeben, was sich leicht in linearer Zeit bestimmen lasst. Dann
kénnen wir eine Incremental Range Minimum Query innerhalb eines Blocks in mit
Hilfe der konstruierten Tabellen in konstanter Zeit beantworten.

Theorem 4.11 Fiir das Incremental Range Minimum Query Problem kann mit
Hilfe einer Vorverarbeitung, die mit einem Zeitbedarf von O(n) ausgefiihrt werden
kann, jede Anfrage in konstanter Zeit beantwortet werden.

Damit erhalten wir das fiir uns wichtige Theorem.

Theorem 4.12 Fiir das Lowest Common Ancestor Problem kann mit Hilfe einer
Vorverarbeitung, die mit einem Zeitbedarf von O(n) ausgefihrt werden kann, jede
Anfrage in konstanter Zeit beantwortet werden.

4.1.8 Optimale Lésung fiir RMQ (*)

In diesem letzten Teil wollen wir noch zeigen, dass wir auch beim allgemeinen Range
Minimum Query Problem mit einer linearen Vorverarbeitungszeit jede Anfrage in
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konstanter Zeit beantworten kénnen. Hierfiir reduzieren wir das Problem lustiger-
weise auf ein LCA-Problem. Um die Reduktion beschreiben zu kénnen, benotigen
wir noch das Konzept eines Kartesischen Baumes.

Definition 4.13 Sei F' ein Feld der Linge n mit reellen Eintragen. Der Kartesische
Baum des Feldes F' ist ein geordneter gewurzelter Baum T = (V, E) mit n Knoten.
Die Wurzel ist markiert mit dem Index k = argmin {F[i] : i € [1 : n]}. An der Wur-
zel hangen zwei Teilbdume (die auch leer sein konnen), wobei der linke bzw. rechte
Teilbaum ein Kartesicher Baum fir die Teilfelder F[1 : k — 1] bzw. Flk + 1 : n] ist.

Man beachte, dass die Definition nicht eindeutig ist, da es durchaus mehrere Minima
in einem Feld geben kann. Wir wéhlen hier im Folgenden immer das Minimum mit
dem kleinsten Index. Die folgende Beobachtung folgt unmittelbar aus der Definition
eines Kartesischen Baumes.

Beobachtung 4.14 Sei F' ein Feld der Lange n mit reellen Eintrdgen und T der
zugehorige Kartesische Baum. Fine Inorder-Nummerierung von T ergibt die Folge
1,...,n.

Wir zeigen jetzt, wie man einen Kartesischen Baum fiir ein Feld F in linearer Zeit
konstruieren kann. Sei 7" ein Kartesischer Baum fiir das Feld F' mit den Indizes aus
[1 : n — 1]. Wir werden jetzt T so modifizieren, dass auch das Feldelement F[n]
beriicksichtigt wird.

Wir betrachten dazu den Pfad vom Knoten v mit Markierung n — 1 zur Wurzel r
des Baumes T'. Fiir die Markierungen (i;, . ..,4,) der Knoten auf diesem Pfad mit
n —1 =4y und i, = r gilt nach Konstruktion F[i;] > -+ > F[ig]. Wir laufen nun
diesen Pfad vom Blatt v zur Wurzel ab und vergleichen, ob F[n] < Fi;] fiir jeden
Knoten mit Markierung i, gilt. Sobald diese Bedingung nicht mehr erfiillt ist (also
Fix] < F[n] gilt), erzeugen wir einen neuen Knoten mit Markierung n und machen
ihn zum rechten Kind des Knotens mit Markierung 7. Der Teilbaum mit Wurzel
1x—1 wird zum linken Teilbaum des neuen Knotens mit Markierung n. Falls wir {iber
die Wurzel hinauslaufen (also eigentlich k¥ = ¢ + 1 wird), erzeugen wir eine neue
Wurzel mit Markierung n die nur einen linken Teilbaum besitzt, ndmlich den alten
Kartesischen Baum.

Man iiberlegt sich leicht, dass dieser Algorithmus wirklich einen Kartesischen Baum
konstruiert. Wir miissen uns nur noch iiberlegen, ob dieser auch in linearer Zeit
konstruiert werden kann. Hierfiir bezeichne /(i) die Lange des Pfades (Anzahl der
Knoten des Pfades) von der Wurzel zum Knoten mit Markierung ¢ im Kartesischen
Baum fiir F'[1 : i|. Nach Konstruktion gilt 1 < ¢(i) < ¢(i—1)4+1. Das heiit, dass beim
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Einfiigen des i-ten Knotens der rechteste Pfad auf eine Lénge von eins schrumpfen
kann (nédmlich dann, wenn der neue Knoten zur Wurzel wird), aber maximal um ein
langer werden kann (ndmlich dann, wenn der neue Knoten als ein neues Blatt an
den rechtesten Pfad angehéngt wird).

Die Kosten, um den i-ten Knoten anzuhéngen, sind also proportional zur Anzahl
der Knoten auf dem rechtesten Pfad des abgehdngten Teilbaum plus eins, also
O(l(i) — (i — 1) 4+ 1). Somit ergibt sich fiir die Gesamtlaufzeit:

Z OUHE)—L(i—1)+1)=0(n)—£0)+n) <O(n—0+n)=0(n).
i=1
Damit haben wir das folgende Lemma bewiesen.

Lemma 4.15 Sei F' ein Feld der Linge n mit reellen Eintrdgen. Der Kartesische
Baum fiir F' kann in Zeit und Platz O(n) konstruiert werden.

Fiir die Losung unseres Problems behaupten wir jetzt, dass RMQg (7, j) = lcar(, j)
gilt, wobei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ¢ < j gilt. Fiir den Beweis sei
k =lcar(i, j).

Wir nehmen zuerst an, dass k ¢ {7,7}. Im Kartesischen Baum 7" ist auf dem Weg
von der Wurzel zu ¢ bzw. j der Knoten k der letzte auf dem gemeinsamen Weg. Sei
v bzw. w das linke bzw. rechte Kind von k. Dann muss sich ¢ im Teilbaum von v und
4 im Teilbaum von w befinden. Sei k bzw. k die kleinste bzw. die groBte Markierung
im Teilbaum von v bzw. w Nach Konstruktion des Kartesischen Baumes gilt fiir alle
v € [k : k|, dass F[z] > F[k]. Somit ist k = RMQp(k, k). Da [i : j] C [k : k] und
k € [i: j|, muss auch k = RMQg(i, j) gelten.

Der Fall k € {4,7} ist sehr dhnlich und der Beweis bleibt dem Leser zur Ubung
iberlassen. Somit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Theorem 4.16 Fiir das Range Minimum Query Problem kann mait Hilfe einer
Vorverarbeitung, die mit einem Zeitbedarf von O(n) ausgefihrt werden kann, jede
Anfrage in konstanter Zeit beantwortet werden.

Als Korollar erhalten wir aulerdem noch das Ergebnis, dass man auch das RMQ-
Problem auf ein LCA-Problem reduzieren kann.

Korollar 4.17 Gibt es eine Losung fir das Lowest Common Ancestor Problem, das
fir die Vorverarbeitung Zeit O(p(n)) und fir eine Anfrage O(q(n)) bendtigt, so kann
das Range Minimum Query Problem mit einen Zeitbedarf fiir die Vorverarbeitung
in Zeit O(n + p(n)) und fir eine Anfrage in Zeit O(q(n)) geldst werden.
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4.1.9 Eine einfachere optimale Variante nach Alstrup et al.

In diesem Abschnitt stellen wir noch eine einfachere Variante vor, die auf die Arbeit
von Alstrup, Gavoille, Kaplan und Rauhe aus dem Jahre 2002 zuriickgeht. Hierbei
nehmen wir allerdings an, dass einige einfache Bit-Operationen, wie bitweises Und,
bitweises Oder sowie Bitscans in konstanter Zeit auf Bit-Vektoren der Lénge log(n)
durchgefiihrt werden kénnen. Intel-Prozessoren stellen diese Operationen beispiels-
weise zur Verfiigung. Dariiber hinaus ist zu beachten, dass wir bisher sogar fiir auf-
wendigere Operationen, wie Addition, Multiplikation, Logarithmieren fiir Zahlen, die
sich in einem Maschinenwort darstellen lassen, angenommen haben, dass sich diese
in konstanter Zeit durchfiihren lassen. Man beachte, dass auf 64-Bit-Prozessoren so
lange Felder (mit 25 Elementen, also mehreren Trillionen) schon gar nicht mehr im
Hauptspeicher gehalten werden konnen.

Fiir einen optimalen Algorithmus mit linearer Vorverarbeitungszeit unterteilen wir
das gegebene Feld F in [n/k] Blocke der Linge jeweils k (aufler eventuell dem
letzten) mit k := [log(n)]. Sei dann F” ein Feld der Lénge n’ := [n/k], das wie folgt
definiert ist:

F'li)=min{F[j] : je€[(i—1)k+1:min{i-k,n}]}.

Anschaulich steht im i-ten Eintrag von Feld F’ das Minimum des i-ten Blocks von
Feld F. Weiter sei P’ ein Feld der gleichen Lange wie F’, wobei P’[i| die Position
angibt, an welcher Position im ¢-ten Block von F' das Minimum angenommen wird,

d.h.
P'li] =argmin{F[j] : j€[(i—1)k+1:min{i-k:n}}—(i—1)k.

Die Felder F” und P’ konnen offensichtlich in linearer Zeit ermittelt werden. In der
Regel wird man das Feld F’ nicht abspeichern, da F'[i] = F[P'[i] + (i — 1)k] gilt.

Wir konnen jetzt das Feld F’ der Lange n’ = [n/k] mit unserem Algorithmus mit
Laufzeit O(n'log(n’)) vorverarbeiten, dann ldsst sich jede Range Minimum Query
auf F” in konstanter Zeit beantworten. Die Laufzeit fiir diese Vorverarbeitung von F’

betrigt
O(n'log(n')) = O (log’”zm log (m&m)) — O(n).

Wie beantworten wir jetzt eine Anfrage RMQ(4, 7)? Zuerst ermitteln wir die Blocke
7 bzw. j’ in denen sich i bzw. j befinden:

y 1 —1
= 1
) {k J+

./ j_l
= |Z—|+1
=
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Gilt i = j/, dann ist die Position p; = RMQg(7, ) (innerhalb des Blockes ¢ = 5’
von F') die Losung. Wie wir dies effizient bestimmen sehen wir spéter.

Gilt andererseits i’ < j’, dann ermitteln wir die folgenden drei Positionen:

e Die Position p; = RMQg(i, k - 7');

e Falls 7/ + 1 < j’ ist, die Position p’ = RMQg(k - ' + 1,k(j' — 1)), dabei gilt

e Die Position p; = RMQg(k(j' — 1) + 1, j).

Aus diesen drei Werten kann dann die Position mit dem minimalen Element mit
zwei weiteren Vergleichen ermittelt werden (siche auch Abbildung 4.6).

i j

N I I O A

Abbildung 4.6: Skizze: Beantwortung RMQ (4, 7) mittels RMQ g (7', j')

Dabei kann p’ nach der Vorverarbeitung von F” in konstanter Zeit ermittelt werden.
Wir miissen also nur fiir p; bzw. p; ein effizientes Verfahren angeben. Dabei finden
diese Anfragen immer innerhalb eines Blockes der Lénge k statt.

Betrachten wir nun einen Block B der Léange k und definieren hierfiir £ Bit-Vektoren
V(B9 fiir j € [1: k] der Linge jeweils k wie folgt:

7

1 fallsi <jAVlei:j]: Bli| < B[],
0 sonst.

Intuitiv bedeutet dies, dass genau dann RMQg(7,j) = ¢, wenn V;(B’j ) = 1. Weiter
gilt offensichtlich Vj(B’j) = 1 sowie V;(B’]) =0 fir i > j.

Angenommen, wir hétten fiir jeden Block jeweils diese k& Bit-Vektoren, dann ldsst
sich eine RMQ-Anfrage innerhalb dieses Blockes wie folgt bestimmen (Erlauterung
folgt)

RMQp(i,j) = bsf (VB9 A gi711k-iH1)
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wobei A das bitweise Und ist sowie bsf(v) die Position (aus [1 : k]) der linkesten 1
eines Bitvektors v liefert (Bit Scan Forward):

bsf(v) =1 & (y=1Vi=k+1)AVe[l:i—1]:v =0.

Beachte, dass nach Definition bsf(0*) = k+ 1. Intuitiv ist ein Bitscan nichts anderes
als die Berechnung des abgerundeten Zweier-Logarithmus einer natiirlichen Zahl.

Mit Hilfe von Abbildung 4.7 wird nun die Berechnung der RMQ-Anfrage klar. Wir
suchen das linkeste gesetzte Bit rechts von Position i, da fiir diese Position ¢’ gilt
RMQg(#',7) = ¢ und diese die linkeste Position im Intervall [z : j] ist.

i RMQp(i,j)

V(B’j) Koo eennnn * O ....... 01 K e *x1 O .............. 0
Oi—llk—i+1 Qcevevenenns Ol --vvveeemenenenn.. IR 1
V(B,]) /\ 0i—11k}—i+1 O ........... 0 0 ....... 01 K oeeeeen *1 O .............. 0

Abbildung 4.7: Skizze: Bit Scan Forward fiir RMQ-Anfrage

Wie zu Beginn dieses Abschnittes erwéhnt, haben wir angenommen, dass diese Ope-
rationen in konstanter Zeit durchfithrbar sind. Somit lédsst sie eine RMQ-Anfrage
innerhalb eines Blockes mit Hilfe der Bit-Vektoren V(57) in konstanter Zeit beant-
worten.

Wir miissen uns nur noch iiberlegen, wie man diese Bit-Vektoren V(5) bestimmt.
Hierzu sei B zunéchst ein beliebiger, aber fester Block. Wir bestimmen folgenden
Vektor LP € [0 : k]*, der wie folgt definiert ist:

LPlj] :=max{i € [0:j—1] : Bli] < B[j]} <.

Hierbei nehmen wir an, dass B[0] = —co ist, damit die Maximumsbildung tiber eine
nichtleere Menge gebildet wird. Anschaulich ist L[] der groSte Index i < j, so
dass Bli] kleiner oder gleich Blj] ist. Somit ist LP[j] die gréfite Bit-Position (kleiner
als j) an der der Vektor V(59 den Wert 1 annimmt. Daraus ergibt sich die folgende
rekursive Definition von V/(5:4):

yea) _ [ VP v 1ok falls L2[j) > o,
) oi-l10kd falls LB[j] = 0.

Wir miissen also nur noch den Vektor LP ermitteln. Als Wert fiir LP[j] ist eine
Indexposition ¢ < 7 nur dann interessant, wenn B[i| < B[] fiir alle ¢ € [i : j]. Alle
solchen Indexpositionen (i, . ..,%,) mit

O=ig<ir<-<i, und —oo=Blig) < Bli1] <---< Bli]
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constructBitVec (int[] B, int k)
begin
stack S
S.push(0); /* B[0] = —oc0 */
for (j:=1;j <k; j++) do
while (B[S.top()] > B[j]) do
L S-pop();
LP[j] = S.top();
| S.push(j):

=ty

or (j:=1;j <k; j++) do

if (L®[j] > 0) then

| V@B .= yBLELD v gi-110k,
else

| VB = i1k,

end

Abbildung 4.8: Algorithmus: Erstellung der Bit-Vektoren eines Blockes B

merken wir uns im Algorithmus in Abbildung 4.8 mit Hilfe eines Kellers (der mit
dem Wert iy = 0 initialisiert wird).

Auf dem Keller halten wir daher als Invariante folgende maximale Liste von Indizes
(0. .- 9y) mit Bliy,—1] < Blip] fiir m € [1: v]. Ist nun B[j] < Bli,], dann entfernt
der Algorithmus 7, vom Keller (und dekrementiert damit implizit ). Fiir Indexpo-
sition @ € [i,—1 + 1 : 4] (die ja gar nicht erst auf dem Keller abgelegt worden sind)
gilt ohnehin B[i] > Bli,] > Bl[j] und somit B[i] > B[j]; diese spielen fiir LZ[j] somit
auch keine Rolle.

Der Algorithmus in Abbildung 4.8 hat eine Laufzeit von O(k), da jeder Index aus
[1 : k] nur einmal auf dem Keller abgelegt wird und somit auch nur einmal vom
Keller entfernt werden kann. Somit ist die Laufzeit O(n’- k) = O(% - k) = O(n) und
wir erhalten wiederum den folgenden Satz (siehe auch Theorem 4.16).

Theorem 4.18 Fiir das Range Minimum Query Problem kann mait Hilfe einer
Vorverarbeitung, die mit einem Zeitbedarf von O(n) ausgefihrt werden kann, jede
Anfrage in konstanter Zeit beantwortet werden.

Damit erhalten wir das fiir uns wichtige folgenden Theorem bereits zum zweiten Mal
(siehe auch Theorem 4.12).
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Theorem 4.19 Fiir das Lowest Common Ancestor Problem kann mit Hilfe einer
Vorverarbeitung, die mit einem Zeitbedarf von O(n) ausgefihrt werden kann, jede
Anfrage in konstanter Zeit beantwortet werden.

Wir merken an dieser Stelle noch, dass wir mit dieser Methode das allgemeine RMQ-
Problem und nicht nur das IRMQ-Problem 16sen konnen. Daher kénnen wir statt
der Euler-Tour auch einfach die Inorder-Liste der Knoten des Baumes verwenden
(die der Euler-Tour allerdings &hnlich ist).

Definition 4.20 Sei T = (V, E) ein gewurzelter Baum mit Wurzel r und seien

Ti,...,T, die Teilbdume, die an den Kindern der Wurzel gewurzelt sind, mit den
Inorder-Listen I, . .., I, wobei I; = (U%j), e ,vg)). Die Inorder-Liste von T ist gege-
ben durch:
(r) falls € =0,
Inorder(T) =4 (v{V, ... ¥, 1) falls € = 1,
(vg), . ,vq(zll),r, vf), . ,v%), ry...,T, v%g), . ,vﬁ?) falls £ > 1.

Wir wollen hier auch noch anmerken, dass der Platzbedarf der hier vorgestellten
Varianten fiir RMQ-Anfragen (und damit auch fir LCA-Anfragen) O(n) Maschi-
nenworter, also O(nlog(n)) Bits betragt. Man kann mit etwas aufwendigeren, aber
teilweise dhnlichen Techniken zeigen, dass sich der zusitzliche Platzbedarf (zusétz-
lich zum betrachteten Feld, auf dem die RMQ-Anfragen gestellt werden) auf 2n+o(n)
Bits reduzieren ldsst, ohne dass man dabei auf die lineare Vorverarbeitungszeit und
die konstante Anfragezeit verzichten muss. Fiir die Details verweisen wir auf die
Originalliteratur von Fischer und Heun.

4.2 Algorithmus von Schieber und Vishkin (*)

In diesem Abschnitt behandeln wir eine andere, éltere Variante zur Bestimmung
Lowest Common Ancestors. Dieser Abschnitt ist nur als Ergénzung im Skript, da er
Teil der Vorlesung im Wintersemester 2003/04 war.

In diesem Abschnitt nehmen wir explizit an, dass sich alle Operationen auf Bit-
Strings der Lange O(log(n)) in konstanter Zeit erledigen lassen, wobei n die Anzahl
Knoten im untersuchten Baum ist. Dies haben wir bisher in allen Algorithmen auch
immer implizit angenommen. Da hier aber explizit scheinbar aufwendigere Opera-
tionen auf Bit-Strings vorkommen, wollen wir dies hier explizit anmerken.
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4.2.1 LCA-Queries auf vollstindigen bindren Baumen

Zuerst wollen wir den einfachen Fall betrachten, dass die Anfragen in einem voll-
stdndigen bindren Baum stattfinden.

Definition 4.21 Fin gewurzelter Baum heifit bindr, wenn jeder Knoten mazimal
zwei Kinder besitzt. Fin bindrer Baum heifst vollstandig, wenn alle Bldtter dieselbe
Tiefe besitzen und jeder innere Knoten genau zwei Kinder besitzt.

Kommen wir nun zur Definition der Inorder-Nummerierung.

Definition 4.22 Sei B = (V,E) ein bindrer Baum mit n Knoten. Sei weiter
I .V — [1: n] eine bijektive Abbildung. Wenn fir jeden Knoten v € V gilt,
dass I(w) < I(v) < I(w') fir jeden Nachfahren w des linken Kindes und jeden
Nachfahren w' des rechten Kindes, dann ist I die Inorder-Nummerierung von B.

In Abbildung 4.9 ist das Beispiel einer Inorder-Nummerierung fiir einen beliebigen
bindren Baum angegeben.

Abbildung 4.9: Beispiel: Inorder-Nummerierung eines bindren Baumes

Wir versuchen nun die Anfrage lca(i, 7) fiir einen vollstdndigen Baum zu beantwor-
ten. Wir unterscheiden zwei Fille, je nachdem, ob die Knoten Nachfahren vonein-
ander sind oder nicht.

Fall 1: Es gilt lca(i,j) € {i,7}. Wir fithren eine Tiefensuche aus und vergeben
jedem Knoten seine DFS-Nummer. Fiir jeden Knoten v bestimmen wir zusétzlich
das Intervall von DFS-Nummern aller Knoten, die Nachfahren von v sind. Dann gilt:

i falls dfs(j) € DFS-Interval(i),
lca(i,j) = j falls dfs(i) € DFS-Interval(j),
0 sonst.
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Wir merken noch an, dass sich die DFS-Nummern und DFS-Intervalle in linearer Zeit
mit einer Tiefensuche berechnen lassen und sich dann jede solche Lowest Common
Ancestor Anfrage in konstanter Zeit beantworten lésst. Bei Ergebnis 0 gehen wir
natiirlich in den folgenden Fall 2.

Fall 2: Es gilt lca(i,j) ¢ {i,7}. Wir vergeben bei einer Tiefensuche die Inorder-
Nummern des vollstédndigen bindren Baumes. Ein Beispiel fiir eine solche Inorder-
Nummerierung ist in Abbildung 4.10 angegeben. Hierbei sind die Inorder-Nummern
als Bit-Strings dargestellt.

e e ~

/ \ / \ / \ / \

10010 10110 11010 11110

\ // /\_‘// /\-// /\-//
0001 0011 0101 0111 1001 1011 1101 1111

Abbildung 4.10: Beispiel: Inorder-Nummerierung eines vollstdndigen bindren Bau-
mes der Tiefe 3

Fiir die Inorder-Nummerierung gibt es auch eine zweite Interpretation. Sei dazu v ein
Knoten des vollstdndigen binéren Baumes B. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit,
interpretieren wir fiir jeden inneren Knoten ein Kind als linkes und ein Kind als
rechtes Kind. Dies konnen wir tun, da in einem vollstdndigen bindren Baum jeder
innere Knoten genau zwei Kinder besitzt.

Wir betrachten die folgende Abbildung « : V(B) — {0, 1}* vermdge der folgenden
Zuordnung. Folgen wir dem Pfad von der Wurzel zu einem Knoten v, so setzen wir fiir
jede Verzweigung zu einem linken Kind eine 0, zu einem rechten Kind eine 1. Die so
konstruierte Zeichenkette a(v) ordnen wir dem Knoten v zu. Dabei erhélt die Wurzel
als Zuordnung das leere Wort . Dies ist in Abbildung 4.10 ebenfalls illustriert. Die
roten Zeichenreihen sind dabei die dem Knoten zugeordnete Zeichenreihe.

Die Inorder-Nummerierung von v erhiilt man dann als a(v) - 10979 wobei d die
Tiefe des vollstéindigen bindren Baumes d ist und d(v) die Tiefe des Knotens v im
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vollstdndigen bindren Baum angibt. Somit haben die zugehérigen Bit-Strings (mit
fithrenden Nullen) eine Lénge von d + 1. In Abbildung 4.10 sind die angehingten
Bit-Strings aus 10* blau dargestellt. Es sei dem Leser zum Beweis iiberlassen, dass
die obige Beschreibung der Inorder-Nummerierung korrekt ist.

Abbildung 4.11: Skizze: Lowest Common Ancestor von i und j

Wie findet man jetzt mit Hilfe dieser Inorder-Nummerierung lca(i, j) ¢ {i,j}7 Wir
betrachten dazu die Skizze in Abbildung 4.11. Wir bemerken, dass dann nach Defi-
nition der Pfad von der Wurzel des vollstdndigen bindren Baumes zu ¢ bzw. j bis
zum Knoten lca(i, 7) identisch ist. Sei die zugeordnete Zeichenreihe gerade a. Also
beginnt die Inorder-Nummerierung von i und j jeweils mit «. Da lca(i, j) ¢ {i,7}
gilt, miissen sich die Inorder-Nummern von ¢ und j in der darauf folgenden Bit-
Position unterscheiden.

Betrachten wir jetzt die Inorder-Nummern als Bit-Strings von 4, j und lca(s, j) wie in
Abbildung 4.12. Dann kénnen wir den Bereich von « aus ¢ & j als den fithrenden Oer
Block herauslesen (& bezeichnete hier das exklusive Oder). Mit Hilfe eines Bitscans
lasst sich die Position der ersten 1 von links (und somit im Wesentlichen die Lénge
von «) aus ¢ @ j bestimmen. Der Bit-String i V (i @ j) liefert schon im Wesentlichen
den Bit-String fiir den lca(z, 7). Wir miissen nur noch die letzten Bit-Positionen
mittels eines logischen Unds auf 0 setzen.

Auch hier gilt wieder, dass sich die Inorder-Nummerierung mit einer Tiefensuche in
linearer Zeit konstruieren kann und dass sich jede anschlieBende Lowest Common
Ancestor Anfrage in konstanter Zeit beantworten lasst. Man beachte, dass diese
Methode nur fiir lca(i, j) ¢ {4, j} funktioniert.

Kombiniert man die beiden Methoden in den vorher diskutierten Féllen, erhalten
wir als Ergebnis das folgenden Lemma.
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Inorder-Nummern:

i:[ o Jo[ B J1fo----ee 0]
ji[Ca 7 [0
i®j: [0 Of1x " E(i)tssi(t:;(;ne]i Ijlriliieln
iVE@G) [ @ [Tk ]
‘1 ................................ 1‘
A T 0o 0]
N B A 0] Linksshift um & Positionen

Abbildung 4.12: Skizze: Inorder-Nummern von 7, j und lca(z, j)

Lemma 4.23 Sei B ein vollstindiger bindrer Baum. Nach einer Vorverarbeitung,
die in linearer Zeit ausgefiihrt werden kann, kann jede Lowest Common Ancestor
Query lcag(i, 7) in konstanter Zeit beantwortet werden.

Wir wollen hier noch anmerken, dass Bitscans in modernen Prozessoren ein Stan-
dardfunktion (z.B. bsf und bsr), die in konstanter Zeit ausgefiihrt werden kann.
Man iiberlegen sich, dass eine Implementierung mit Bitkomplexitidt O(loglog(n))
moglich ist, also nicht aufwendiger ist, als die Addition von zwei Binérzahlen.

4.2.2 LCA-Queries auf beliebigen Baumen

Wenden wir uns jetzt dem Fall zu, dass wir Lowest Common Ancestor Anfragen in
einem beliebigen Baum beantworten wollen. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit
identifizieren wir im Folgenden die Knoten eines beliebigen Baumes durch seine
DFS-Nummer. Ein Beispiel ist in Abbildung 4.13 angegeben.

Notation 4.24 Sei k € N. Dann ist h(k) die kleinste Bitposition (von rechts), so
dass in der Bindrdarstellung von k an dieser Position eine 1 steht.

Man beachte, dass hierbei die rechteste Bitposition den Index 1 besitzt. Es gilt
beispielsweise: h(8) =4, h(6) =2
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0011 0100 0110 0111

1001 1010

Abbildung 4.13: Beispiel: Ein Baum mit einer DFS-Nummerierung seiner Knoten

Wir wiederholen zuerst die Definition der Hohe eines Knotens in einem Baum und
stellen einen Zusammenhang mit seiner Inorder-Nummer in einem vollstdndigen
Baum her.

Definition 4.25 In einem Baum ist die Hohe eines Knotens v die mazimale Anzahl
der Knoten eines lingsten einfachen Pfades von v zu einem Blatt im Teilbaum von v.

Beobachtung 4.26 Sei v ein Knoten im vollstindigen bindren Baum, dann ist
seine Hohe gleich h(inorder(v)), wobei inorder(v) die Inorder-Nummer von v ist.

Notation 4.27 Seiv ein Knoten in einem beliebigen Baum, dann ist I(v) der Kno-
ten w im Teilbaum von v, dessen Wert h(w) mazimal ist.

Beobachtung 4.28 Ist w ein Nachfahre von v, dann gilt h(I(w)) < h(I(v)).

In Abbildung 4.14 sind fiir einen beliebigen Baum diejenigen Knoten mit gleicher
Farbe gekennzeichnet, die denselben Knoten I(v) besitzen. Die schwarzen Knoten
sind dabei jeweils als einelementige Mengen zu verstehen.

Lemma 4.29 Fir jeden Knoten v € V(T) existiert ein eindeutiger Knoten w in
T(v), so dass h(w) mazimal ist.
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h(-) =4
I(-) = 1000

0011 0100 0110 0111

1001 1010
Abbildung 4.14: Beispiel: Knoten im Baum mit gleichem I(v)-Wert

Beweis: Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass w # w' € V(T'(v))
mit h(w) = h(w’) existieren, so dass fiir alle u € V(T'(v)) gilt h(u) < h( ). Dann
lassen sich w und w’ wie folgt mit a, o/, 8 € {0,1}* und k = h(w) — 1 = h(w') —
schreiben:

w = «a-0-5-10F,
w o= o-1-5-10%

Da w und w’ DFS-Nummern sind und sich im Teilbaum von 7'(v) befinden, muss sich
der Knoten u := a10/#+*+1 ebenfalls im Teilbaum 7 (v) befinden, da u € [w : w'].
Da offensichtlich h(u) > h(w) = h(w’) gilt, erhalten wir den gewiinschten Wider-
spruch. [ |

Damit haben wir auch gezeigt, dass die Abbildung v + I(v) wohldefiniert ist.

Korollar 4.30 Sei v € V(T) und seien w und w' zwei Kinder von v. Dann gilt
(w

(T
{A(I(v)), h(I(w)), h(I(w')}] =

Beweis: Fiir einen Widerspruchsbeweis sei h(I(v)) = h(I(w)) = h(I(w')). Sei
weiter © = [(w) und « = I(w’). Nach Definition von I gilt u # u’. Siehe hierfiir
auch die Skizze in Abbildung 4.15.

Gilt h(u) = h(u'), dann muss h(I(v)) > h(I(w)) = h(I(w’)) gelten, sonst hétten wir
einen Widerspruch zu Lemma 4.29. Also erhalten wir den gewiinschten Widerspruch

20 h(I(v)) = h(I(w)) = h(I(w')). n
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Abbildung 4.15: Skizze: Zum Beweis von Korollar 4.30

Korollar 4.31 Die Partition der Knoten von T in Mengen mit gleichen I(v)-Wert
ist eine Partition in Pfade von T

Beweis: Aus dem vorhergehenden Korollare folgt, dass nur hochstens ein Kind
denselben I-Wert besitzen kann wie sein Elter. [

Definition 4.32 Die Pfade in der durch I(-) induzierten Partition heiffen Runs.

Aus Beobachtung 4.28 folgt unmittelbar die folgende Beobachtung:

Beobachtung 4.33 Fir jeden Knoten v € V(T) ist I(v), der tiefste Knoten des
Runs, der v enthidlt.

Definieren wir nun noch den Kopf eines Runs.

Definition 4.34 Der hichste Knoten eines Runs heifst Kopf des Runs.

Wir werden im Folgenden mit Hilfe der Funktion I(-) die Knoten aus dem belie-
bigen Baum T auf einen vollstdndigen bindren Baum abbilden. Mit Hilfe der dort
schon bekannten Methode wollen wir dann die Lowest Common Ancestor Anfragen
in einem beliebigen Baum 7" auf Lowest Common Ancestor Anfragen in einem voll-
standigen bindren Baum B reduzieren. Dazu betrachten wir die folgende Abbildung:

I:V(T)—V(B):vw~ I(v).
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Abbildung 4.16: Skizze: Die Abbildung I von einem Baum in einen vollsténdigen
bindren Baum

Hierbei ist v eine DFS-Nummer in 7" und I(v) wird als der Knoten in B mit Inorder-
Nummer 7(v) interpretiert. Der vollstdndige bindre Baum hat dann eine Tiefe von
|log(n)], wobei n die Anzahl der Knoten in T bezeichnet. Man beachte, dass die
Abbildung I weder injektiv noch surjektiv sein muss. Diese Idee der Abbildung ist
in der Skizze in Abbildung 4.16 illustriert.

Diese Abbildung [ ist in Abbildung 4.17 noch einmal anhand des expliziten, uns
bereits gelaufigen Beispiels dargestellt.

« y\; A

0011 ‘0100 0110 0111 1006 0110 1010

NN

1001 1010 0011 4 0111 10()1

Abbildung 4.17: Beispiel: Die Abbildung [
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4.2.3 Vorverarbeitung

Wir geben in diesem Abschnitt den Algorithmus fiir die Vorverarbeitung fiir die
Lowest Common Ancestor Queries an. Der Algorithmus selbst ist in Abbildung 4.18
angegeben. Hierfiir benttigten wir aber erst noch die folgende Notation.

Notation 4.35 Sei T ein beliebiger Baum mit n Knoten. Fir jeden Knoten
v € V(T) ist A, ein Bit-Feld der Linge |log(n)| + 1. Dabei ist A,(i) genau dann
gleich 1, wenn der Knoten v einen Vorfahren in T besitzt, der auf einen Knoten in
Héhe i im Baum B abgebildet wird. Ansonsten ist A,(i) = 0. Kurz es gilt:

1 falls ein Vorfahre u von v in T existiert mit h(1(u)) = i,

A1) = { 0 sonst.

Fiir die Definition von A, betrachten wir noch folgenden Beispiel fiir v = (0011), =
aus Abbildung 4.17. Der Knoten v = 3 hat dann zwei Vorfahren, némlich die Runs
mit [-Wert 4 = (0100), und mit /-Wert 8 = (1000),. Somit ist Az(4) = A3(3) = 1.
Weiter gilt A3(1) = 1, da der Knoten v ja ein Vorfahre von sich selbst ist. Da v
jedoch keinen Vorfahren u mit h(I(u)) = 2 besitzt, ist A3(2) = 0.

Schauen wir uns jetzt an, ob die in Abbildung 4.18 angegebene Vorverarbeitung
effizient berechnet werden kann. Die DFS-Nummerierung lésst sich offensichtlich
wéhrend einer Tiefensuche nebenbei mitberechnen. Der Wert h(v) fiir jeden Knoten
lasst sich ebenfalls pro Knoten in konstanter Zeit mit geeigneten Operationen auf
Bit-Strings berechnen. Der Wert I(v) lésst sich ebenfalls leicht berechnen, da nur

Preprocessing LCA (tree T')

begin
foreach (v € V(7)) do /* using DFS */
// during descend
determine dfs(v); /* dfs-number of v x/

// during ascend
determine h(v) and I(v);
determine L(v) := w, where w is the head of a run containing v;

foreach (v € V(7)) do /* using DFS */
| determine A,;

end

Abbildung 4.18: Algorithmus: Vorverarbeitung zur LCA-Query
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fiir den Knoten und seine Kinder derjenige Knoten bestimmt werden muss, der den
maximalen h-Wert besitzt.

Fiir die Ermittlung des Feldes L hilft die folgende Beobachtung: Fiir jeden Knoten
gibt es maximal ein Kind, das zu einem Run gehort, dessen Kopf noch unbekannt ist.
Wir miissen also bei der Riickkehr aus der Tiefensuche nur maximal eine Liste von
Knoten halten, deren Kopf noch unbekannt ist. Da der Knoten w genau dann ein
Kopf eines Runs ist, wenn fiir seinen Elter w gilt I(u) # I(w), ldsst sich auch leicht
feststellen, wann ein Kind zum Kopf eines Runs wird. Insgesamt kann das Feld L in
linearer Zeit bestimmt werden. Diese Situation ist in Abbildung 4.19 skizziert.

Abbildung 4.19: Skizze: Knoten w mit maximal einem Kind, fiir den der Kopf seines
Runs unbekannt ist

Es stellt sich die Frage, wie sich Bit-Strings A, effizient berechnen lassen. Wir werden
diese Bit-Strings wihrend einer Tiefensuche berechnen. Beim erstmaligen Aufsuchen
eines Knotens v iibernehmen wir den Bit-String des Elters (bei der Wurzel den Bit-
String aus lauter Nullen) und setze eigenes Bit an Position A(1(v)). Beim endgiiltigen
Verlassen des Knotens v 16schen wir das beim Betreten gesetzte Bit an Position
h(I(v)). Damit wird A, fiir jeden Knoten v nach der Definition korrekt berechnet.

Lemma 4.36 SeiT eine beliebiger Baum. Die Vorverarbeitung fiir Lowest Common
Ancestor Anfragen in T kann in linearer Zeit implementiert werden.

Wir werden in den folgend Abschnitten noch sehen, wozu wir die in der Vorverar-
beitung berechneten Werte bendttigen.

4.2.4 Beziehung zwischen Vorfahren in T und B

In diesem Abschnitt beweisen wir eine im Folgenden wichtige elementare Beziehung
zwischen der Vorfahr-Relation in 7" und B.

Lemma 4.37 Wenn z ein Vorfahre von x in T ist, dann ist 1(z) auch ein Vorfahre
von I(z) in B:
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Beweis: Wir unterscheiden zwei Fille, je nachdem, ob I(x) = I(z) gilt oder nicht.

Fall 1: Sei I(x) = I(2). Da z und z auf denselben Knoten abgebildet werden, ist
die Behauptung trivial.

Fall 2: Sei jetzt I(z) # I(z). Da der Knoten z ein Vorfahre von z ist, gilt also auf-
grund von Beobachtung 4.28, dass h(I(z)) > h(I(z)). Wére h(1(z)) = h(I(z)), dann
miisste [(z) = I(z) sein, da der Knoten mit maximalen h-Wert im Teilbaum von z
eindeutig ist. Also erhalten wir einen Widerspruch und es muss h(I(z)) > h(I(x))
gelten.

Wir betrachten jetzt die Bit-Strings von /(z) und I(x) wie in Abbildung 4.20. Dabei
nehmen wir an, dass sich I(z) und I(z) an der Position k (gezdhlt von rechts) zum
ersten Mal unterscheiden, wenn wir die Bit-Strings von links vergleichen.

k h(1(z))

I(2) a lal B |10 0
I(x) a b ! [1]0------- 0

Abbildung 4.20: Skizze: Die Bit-Strings von I(z) und I(z)

Wir zeigen jetzt, dass dann k < h(I(z) gilt. Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen
wir an, dass k > h(I(z)) gilt. Nach Voraussetzung gilt I(z) # I(x). Wir unter-
scheiden jetzt noch zwei Unterfille, je nachdem, ob I(z) > I(z) oder I(z) < I(z)
gilt.

Fall 2a: Es gilt I(z) > I(x). Wir betrachten jetzt den Wert N := a10---0. Dann
gilt N € (I(z) : 1(2)) und N wird in der Tiefensuche von z aus gefunden. Dann
wére aber wieder h(NN) > h(I(z)), was nicht sein kann.

Fall 2b: Es gilt jetzt I(z) < I(x). Ein analoge Beweisfiihrung liefert denselben
Widerspruch.

Wir erhalten also in jedem Fall einen Widerspruch und es muss daher k& < h(I(z))
gelten. Also muss fiir die Bit-Strings von /(z) und I(x) die in Abbildung 4.21 angege-
bene Darstellung gelten. Das bedeutet aber nach unserer zweiten Interpretation der

h(I(2))

Abbildung 4.21: Skizze: Die Bit-Strings I(z) und I(z) im Falle &k < h(I(z))
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Inorder-Nummerierung des vollstdndigen bindren Baumes, dass I(z) ein Vorfahre
von [(x) ist. |

4.2.5 Berechnung einer LCA-Query

Nun iiberlegen wir uns, wie wir eine Lowest Common Ancestor Query lcar(z,y) fiir
den Baum 7T verarbeiten. Dazu werden wir fiir « bzw. y die Werte I(z) und I(y)
bestimmen. Wie wir gesehen haben, gilt fiir den niedrigsten gemeinsamem Vorfahren
z = leap(z,y), dass I(z) auch ein Vorfahre von I(z) und I(y) im vollstindigen
bindren Baum B ist. Wir bestimmen also b = lcag(/(x), I(y)) und hoffen, dass wir
aus b den Knoten z (bzw. seine DFS-Nummer) rekonstruieren kénnen. Diese Idee
ist in Abbildung 4.22 noch einmal bildlich dargestellt.

Abbildung 4.22: Skizze: Reduktion einer LCA-Anfrage in T auf eine in B

Der Algorithmus zur Beantwortung von z = lcag(z,y) geht dann wie folgt vor:

1. Bestimme I(z) und I(y).
2. Bestimme b = lcag(I(x), I(y)).
3. Bestimme A(I(z)) aus b mit Hilfe des Wertes h(b).

4. Bestimme z aus I(z).
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Wir wissen, dass [(z) ein Vorfahre von b ist und wir miissen uns nur den richtigen
Vorfahren von b und dessen korrektes Urbild auffinden. Dabei hilft uns das folgende
Lemma.

Lemma 4.38 Sei T ein beliebiger Baum mit n Knoten und seien x,y,z € V(T)
mit z = lecar(x,y). Sei B ein vollstindiger bindrer Baum mit Tiefe |log(n)| und
sei b =lcag(I(x),I(y)). Weiter sei j = min{k > h(b) : A,(k) = A,(k) =1}. Dann
gilt h(I(2)) = j.

Beweis: Sei k := h(I(z)). Da z ein Vorfahre von = und y in Baum T ist, gilt
A, (k) = Ay(k) = 1 nach Definition von A. Da I(z) ein Vorfahre von I(x) und I(y)
ist und somit auch von b = lcag(I(z), I(y)), gilt also j < k = h(I(z)).

Da A,(j) = 1, muss ein Vorfahre 2’ von x in T" existieren, so dass /(z’) ein Vorfahre
von I(z) in B ist und dass I(2') die Héhe j > h(b) in B hat. Also ist I(z’) ein
Vorfahre von b in B auf Hohe j. Analog gibt es einen Vorfahren ¢ von y in T, so
dass I(y’) ein Vorfahre von b in B auf Hohe j ist. Also muss I(z') = I(y') gelten.
Somit gehoren z’ und 3’ zum selben Run in T°

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei 2’ ein Vorfahre von 3. Dann ist 2’ ein

Vorfahre von z und y. Da z = lcar(z,y), muss auch 2’ ein Vorfahre von z sein.
Dann gilt auch j = h(I(2')) > h(1(2)) = k.

Somit gilt also insgesamt j = k = h(I(z)) und die Behauptung ist gezeigt. |

Lemma 4.39 Sei T ein beliebiger Baum und x,y,z € V(T). Sei z = lcar(z,y) und
sei h(1(z)) bekannt, dann kann z in konstanter Zeit ermittelt werden.

Beweis: Sei ¥ bzw. y der erste Knoten auf dem Pfad von z bzw. y zu z, der im
Run von z liegt. Es gilt dann z = Z oder z = ¢y und somit gilt z = min(Z, 7).

-

T yEz

7N
/// Yy
AN

/
/7
/ o
/ X

1(2),
/

Abbildung 4.23: Skizze: Ermittlung von z = lcar(z,y)
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Um 2z zu ermitteln, ben6tigen wir also nur die Knoten z und #. Siehe dazu auch die
Abbildung 4.23.

Wie findet man jedoch Z bzw §7 Sei dazu j = h(I(2)). Ist h(I(z)) = j, dann befinden
sich x und 2z im selben Run. Also gilt Z = x. Analoges gilt natiirlich auch fiir y.

Abbildung 4.24: Skizze: Definition des Knotens w

Betrachten wir also den Fall z # x. Sei w der erste Knoten von z zu z der nicht im
Run von z liegt. Dann gilt h(I(x)) < h(I(w)) < h(I(Z)) = h(I(z)). Diese Situation
ist in Abbildung 4.24 skizziert.

Weiter gilt, dass h(I(w)) auf dem Pfad von z nach w sogar maximal ist. Dann ist
h(I(w)) = max{k < j : A,(k) = 1}. Damit ldsst sich h(/(w)) mit konstant vielen
Operationen auf Bit-Strings berechnen. Zuerst miissen alle Bits ab Position j in A,
mittels einer geeigneten Verundung auf Null gesetzt werden. Mit einem anschlieflen-
den Bitscan kann dann die linkeste 1 gefunden werden.

Da x ein Nachfahre von w ist, muss auch I(z) ein Nachfahre von I(w) in B sein.
Nach der Inorder-Nummerierung in B ergibt sich die folgenden Darstellung der Bit-
Strings von I(w) und I(x) wie in Abbildung 4.25 angegeben.

h(I(w))

I(w) a 1o 0
I(z) a 3 Jifo------ 0

Abbildung 4.25: Skizze: Bit-Strings von /(w) und I(z)

Aus I(z) und h(I(w)) kann I(w) leicht mit konstant vielen Operationen auf Bit-
Strings berechnet werden. Weiterhin kann der Knoten w in T aus I(w) mit Hilfe
des des Feldes L bestimmt werden, da ja nach Konstruktion w der Kopf eines Runs
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ist. Es gilt also w = L(I(w)) und Z = parent(w) in 7" und die Behauptung ist
bewiesen. ]

4.2.6 LCA-Query-Algorithmus

Wir wollen nun noch den vollstdndigen Algorithmus zu Berechnung der Anfrage
z = lcar(x,y) in Abbildung 4.26 angeben.

Weiterhin wollen wir festhalten, dass der Baum B nur zu Illustration des Verfahrens
dient, aber dessen Konstruktion nicht die Auswertung der Anfrage notwendig ist.
Wie findet man also h(b) ohne den Baum B zu konstruieren? Wir unterscheiden
wieder zwei Félle, je nachdem, ob lecag(I(z),1(y)) € {I(z),I(y)} gilt oder nicht.

LCA (tree T, node z, y)

begin
b:=lcag(I(x),I(y));
Jjo=min{k > h(b) : A,(k) = A, (k) =1};

¢:=min{i : A.(i) = 1 ist linkeste 1};

if (¢ = j) then
L 7=
else
k:=max{i<j: ():}
w = left(I(z),m,k+1)-1-0---0; /x = I(w) */
w'= L(u)
T := parent(w);

¢ :=min{i : A,(i) =1 ist linkeste 1};
if (¢ =j) then

LY==y

els

= }
= left(I(y),m, k4 1) -1-0-
=t L(u);

:= parent(w);

l

y

e

k:=max{i <j: A,®%)
u -0; /x = I(w) */
w

Yy

z = min{Z, y};
return z;
end

Abbildung 4.26: Algorithmus: LCA-Query lca(zx, y)
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Fall 1: Es gilt lcag(I(z),I(y)) € {I(x),I(y)}. Diese Situation ist in Abbildung 4.27
dargestellt. Man sieht leicht, dass sich h(b) mit einer konstanten Anzahl von Opera-
tionen auf Bit-Strings berechnen lésst.

~
T~
8
S—N—
Q1e
—_
@)
(@)

Abbildung 4.27: Skizze: Bestimmung von h(b) im ersten Fall

Fall 2: Es gilt lcag(I(z),I(y)) ¢ {I(x),I(y)}. Diese Situation ist in Abbildung 4.28
dargestellt. Man sieht leicht, dass sich h(b) mit einer konstanten Anzahl von Opera-
tionen auf Bit-Strings berechnen lésst.

~
~
< R
~——
_le
e
x| *
x| *

@ @ a#be{0,1}

Abbildung 4.28: Skizze: Bestimmung von h(b) im zweiten Fall

Halten wir das fundamentale Ergebnis dieses Abschnittes (den wir bereits anders im
vorhergehenden Abschnitt bewiesen haben) im folgenden Satz fest.

Theorem 4.40 Mit geeigneten Preprocessing, das Zeit O(n) bendtigt, kann jede
LCA-Query in einem Baum mit n Knoten in konstanter Zeit ausgefiihrt werden.

Zum Abschluss geben wir noch ein Beispiel an. Wir wollen den niedrigsten gemein-
samen Vorfahren der Knoten 3 und 7 in Abbildung 4.29 bestimmen.

1. Es gilt b = 0100 und damit h(b) = 3. Man kann A(b) auch direkt aus 0011 und
0111 ablesen, da an Position 3 zum ersten Mal von links die beiden Bit-Strings
differieren.

2. Es gilt h(I(2)) = j = 4 nach Lemma 4.38
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T :
0011 0100 0110 0111
Az =1,150,1 A; = 1001
oL 1001 1010
B:

10010 b 10110 (11010 (11110
SN N N N
0oo1 o011 0101 0111 1001 1011 1101 1111
Abbildung 4.29: Beispiel: Die Anfrage lca(3,7) = lca(0011,0111)

3. Der Algorithmus in Abbildung 4.26 berechnet folgende Wert:

x=0011; ¢ =1; k= 2; w=00|10; L(u) = 0010; = = 0001;
y=0111; 0 =1; k = 1; /' = 011|1; L(u) = 0111; g = 0101;

Dann gilt z = min(z, y) = 0001.
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Suffix-Arrays 5

5.1 Grundlegende Eigenschaften von Suffix-Arrays

In diesem Abschnitt wollen wir auf eine andere, zum Suffix-Baum &hnliche Daten-
struktur, dem Suffix-Array, eingehen. Hauptmerkmal des Suffix-Arrays gegeniiber
dem Suffix-Baum ist seine speicherplatzsparendere Darstellung.

5.1.1 Was sind Suffix-Arrays?

Zunichst einmal miissen wir uns iiberlegen, was Suffix-Arrays iiberhaupt sind.

Definition 5.1 Seit =1t;,---t, € ¥*. Fin Suffix-Array firt ist ein Feld der Lange
n+1, welche die Startpositionen aller Suffize von t$ in geordneter (lexikographischer)
Reihenfolge enthdlt. Dabei gilt $ < a € ¥ mit $ ¢ X.

Wir geben Beispiel fiir t = MISSISSIPPI an.

Al0] = 12 = §

All] = 11 = 18

A[2] = 08 = IPPI$

A[3] = 05 = ISSIPPIS
A[4] = 02 = ISSISSIPPI$
A[5] = 01 = MISSISSIPPIS
Al6] = 10 = PIS

Al7] = 09 = PPI$

A[8] = 07 = SIPPI$

A[9] = 04 = SISSIPPI$
A[10] = 06 = SSIPPI$
A[ll] = 03 = SSISSIPPI$

Man beachte, dass der erste Eintrag immer n+1 = $ ist. Man konnte die Erweiterung
um das Endzeichen $ auch weglassen, wenn man explizit vereinbart, dass ein Préfix
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Q
=
%
S N 2\ S
n
—
=
o ®, ‘ Q @,
12 1
s /A < )
2 A 5 & > &
d o O O 0 @,
11 8 2 10 9 ! P!
U2 U2 U2
I B g8 &%
& \g® &) O &) O
& 2 2
5 2 7 4 6 3

Abbildung 5.1: Beispiel: Suffix-Baum fiir MISSISSIPPI

eines anderen Wortes immer kleiner als das andere Wort ist. Oft ist dies in der
Implementierung nur durch Beachtung von Sonderfillen zu handhaben, so dass die
Erginzung um das Endzeichen $ oft hilfreich ist. Zum Vergleich ist in Abbildung 5.1
noch einmal der Suffix-Baum zu ¢ = MISSISSIPPI angegeben. Im Folgenden werden

wir uns hauptsichlich damit beschéftigen, wie man solchen Suffix-Arrays effizient
konstruiert und wie man ihn als Ersatz fiir Suffix-Badume verwenden kann.

5.1.2 Konstruktion aus Suffix-Baumen

Ein erster einfacher Ansatz zur Konstruktion eines Suffix-Arrays ist die Ableitung
aus einem Suffix-Baum. Man konstruiert zunichst den Suffix-Baum und durchlauft
diesen dann mit einer Tiefensuche. Beriicksichtigt man dabei die Ordnung auf den
Kindern eines Knotens, die durch die lexikographische Ordnung der Markierungen

der ausgehende Kanten gegeben ist, so werden alle Blétter (bzw. die zugehorigen
Suffixe) in lexikographischer Ordnung aufgefunden.

Theorem 5.2 FEin Suffiz-Array fir ein gegebenes Wort kann in linearer Zeit kon-
struiert werden.

Da der Suffix-Baum jedoch selbst schon relativ viel Platz benotigt, ist man an spei-
cherplatzsparenderen Varianten zur Erstellung von Suffix-Arrays interessiert.
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5.1.3 Algorithmus von Manber und Myers

In diesem Abschnitt stellen wir einen ersten direkten Algorithmus zur Konstruktion
von Suffix-Arrays vor. Wir werden dabei zunéchst auf die Idee des Bucket-Sorts
zuriickgreifen. Wir initialisieren das Feld A fortlaufend mit den Startpositionen aller
Suffixe, absteigend nach ihrer Linge, also A[i] =i+ 1 fiir s € [0 : n]. Dann sortieren
wir die Zeichenreihen nach dem ersten Zeichen. Eine platzsparende Implementierung
mit maximal zwei Feldern der Linge n + 1 und einem Feld der Linge || sei dem
Leser zur Ubung iiberlassen. Das Ergebnis dieses Bucket-Sorts fiir ¢t = MISSISSIPPI
ist in Abbildung 5.2 illustriert.

§ I M| P S
A l12| 2| 5| 8| 1] 9]1w0]| 3| 4] 6] 7

Abbildung 5.2: Beispiel: Bucket-Sort nach dem ersten Zeichen fiir MISSISSIPPI

Als Ergebnis des Bucket-Sorts nach dem ersten Zeichen erhalten wir eine Menge von
Buckets, in denen sich nur Suffixe befinden, die mit demselben Zeichen beginnen.
Jetzt miissen wir nach dem zweiten Zeichen sortieren, allerdings nur innerhalb der
Buckets. Wir konnten hierfiir wieder einen Bucket-Sort verwenden, es gibt aber eine
trickreichere, effizientere Variante.

Seien t' = ¢t;---t,$ und ¢/ = tj---t,$ zwei Worter eines Buckets, dann gilt ¢; = ¢;.
Um einen Bucket mit den beiden Suffixe # und #/ nach dem zweiten Zeichen zu
sortieren, miissen wir ?;;1 mit ¢;4, vergleichen. Diesen Vergleich haben wir jedoch
schon implizit ausgefiihrt. Dieser Vergleich hat dasselbe Ergebnis wie der Vergleich
von M =ty -+ 1,8 mit U = ¢, - -¢,$. Wir miissen also nur in jedem Bucket
die Worter t* nach dem Ergebnis der Sortierung von ¢! nach dem ersten Zeichen
anordnen.

Dabei werden wir uns etwas geschickter anstellen, indem wir alle Indexpositionen
des sortierten Feldes A sortiert nach dem ersten Zeichen durchgehen. Ist A[i] = j,
dann schieben wir den Index j — 1 in seinem Bucket an den aktuellen Anfang des
Buckets und aktualisieren den Anfang des Buckets. Damit erhalten wir eine neue
Einteilung von Buckets, in denen die enthaltenen Suffixe jeweils in den ersten beiden
Zeichen iibereinstimmen.

Nun sortieren wir innerhalb der neu erhaltenen Buckets nicht nach dem dritten,
sondern gleich nach dem dritten und vierten Zeichen. Um diesen Bucket nach dem
dritten und vierten Zeichen zu sortieren, miissen wir fiir ¢ und ¢/ die Worter ¢; ot 3
mit ¢;ot;43 vergleichen. Diesen Vergleich haben wir wiederum bereits implizit ausge-
fiihrt. Dieser Vergleich hat dasselbe Ergebnis wie der Vergleich von t72 = t;,5---t,$
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Abbildung 5.3: Beispiel: Sortierung wahrend der ersten Phase nach dem zweiten
Zeichen

mit #/72 = ¢, - - t,$. Wir miissen also nur in jedem Bucket die Wérter ¢* nach dem
Ergebnis der Sortierung von ¢*+2 nach den ersten beiden Zeichen anordnen.

Dies werden wir wieder etwas geschickter machen, indem wir alle Indexpositionen
des nach den ersten beiden Zeichen sortierten Feldes A durchgehen. Ist Afi] = j,
dann schieben wir den Index 7 — 2 in seinem Bucket an den aktuellen Anfang des
Buckets und aktualisieren den Anfang des Buckets. Damit erhalten wir eine neue
Einteilung von Buckets, die jeweils nach den ersten vier Zeichen sortiert sind.

Somit verdoppelt sich in jeder Phase die Anzahl der Zeichen, nach denen die Suffixe
sortiert sind. Nach maximal [log(n)] Phasen ist das Suffix-Array also fertiggestellt,
d.h. wir erhalten n + 1 Buckets, die jeweils genau einen Suffix beinhalten.

In Abbildung 5.3 ist die erste Phase noch einmal exemplarisch dargestellt. In der
ersten Zeile sind die Buckets aus dem Bucket-Sort gegeben. In jeder Zeile wird das
jeweils néchste Element j aus dem bisher sortierten Feld A verwendet. Dann wird der
Index j—1 innerhalb seines Buckets nach vorne bewegt. In der letzten Zeile sind dann
die resultierende Sortierung und die zugehorigen Anfinge der Suffixe dargestellt.

Die grauen Linien geben dabei die alten Bucket-Grenzen an. Wenn zwischen zwei
Elementen, die nach vorne geschoben werden, eine alte Bucket-Grenze {ibersprungen
wird, induziert dies auch eine neue Bucket-Grenze in den neu sortierten Buckets.
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AJOJ1]2[3 4[5]6]7]8 910 11

12/11(8]2 5|1|10/9[4 7|3 6

12 10

11 9

8 6

2

5 6 |3

1

10 8

9 7

4 2

7 2 5

3 1

6 7 |4

12[11(8]2 511097 [4]6 |3
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$|P|S S[T|TI|P|I I|S S
P[S S|S|S$|I|P S|TI I
1|1 1S $/P S|P S
$1S P|1 I I[P S

Abbildung 5.4: Beispiel: Sortierung wahrend der zweiten Phase nach dem dritten
und vierten Zeichen

In Abbildung 5.4 ist die zweite Phase noch einmal anhand unseres Beispiels darge-
stellt. In der ersten Zeile sind die Buckets aus der ersten Phase gegeben. In jeder
Zeile wird das jeweils néichste Element j aus dem bisher sortierten Feld A verwen-
det. Dann wird der Index j — 2 innerhalb seines Buckets nach vorne bewegt. In der
letzten Zeile sind dann die resultierende Sortierung und die zugehorigen Anfinge
der Suffixe dargestellt. Wie man Abbildung 5.4 entnimmt, ist das Suffix-Array noch
nicht erstellt, da sich t*> und ¢° noch in einem Bucket befinden. Eine weitere Phase
der Sortierung nach dem fiinften mit achten Zeichen ist hier ausreichend.

In Abbildung 5.5 ist eine einfache Version des Algorithmus von Manber und Myers
in Pseudo-Code angegeben. Hierbei bezeichnet A das Feld der Lénge n, in dem am
Ende das Suffix-Array stehen soll. Das Feld A" der Lange n ist ein Hilfsfeld, um die
Buckets von A zu sortieren. Das Ergebnis wird in A’ zwischengespeichert, bevor dann
am Ende einer Phase A’ wieder auf A kopiert wird. B ist ein Bit-Feld der Linge n,
das an Position ¢ genau dann TRUE ist, wenn an Position ¢ ein neuer Bucket startet.
Das Feld B’ enthilt die fiir A" aktualisierte Version von B’. Das Feld R der Léange
n gibt an, an welcher Stelle in A der Index i steht. Es gilt also genau dann Ali] = 7,
wenn R[j] = ¢ ist. Damit gilt insbesondere auch A[R[i]] = ¢ und R[A[:]] = i. Das
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Manber_Myers (char ¢[], int n)

begin

for (i :=0; ¢ <n;i++) do
| Ali] =i+ 1,
A := bucketsort(t);

// initialize B

B[0] := TRUE;

for (i :==1;1 <mn;i++) do
[i—1

L Bli] := (t[A[]] # t[Ali = 1]]);

for (k:=0; k <log(n); k++) do
for (i :=0; ¢ < n;i++) do

RIAL) = i
A'li] == 0;

L[i] := (B[:])?% : L[i — 1];
B'[i] := Blil;

for (i :=0; 7 < n;i++) do

if (Ali] — 2% > 0) then

j = R[A[i] — 2);

p = (BU?LL] - LILL
b:= (B[i])?i : L[i];

B'[p] := (B'[p] or (b#1V));
j = (Blj])?5 : Lljl;

for (i :=0; ¢ < n;i++) do
if (A’[i] > 0) then
L Ali] :== A'ld];
Bl = Bl

end

Lij]++; /* position

// copy A’ and B’ to A and B, respectively

// sort all suffixes of ¢ according to their first character

/* compute R */
/* initialize A’ */
/* initialize L */

/* move suffix from position j */

/* to position p */

/* bucket name of current suffix */

v = Alp); /* bucket name of previous suffix */

A’[p] = Aljl; /* move suffix to front of its bucket */
if (not B[p + 1]) then

L A'lp+1]:=0b; /* save bucket name of current suffix */

/* update B’ x/

for next suffix within bucket */

Abbildung 5.5: Alternativer Algorithmus von Manber und Myers
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Feld L verweist immer auf die linkeste Position innerhalb eines Buckets. Es gilt also
genau dann L[i] = i, wenn B[i] = TRUE gilt. Ansonsten ist L[i] < i. Genauer gesagt
gilt Li] = max{j <i : B[j] = TRUE}. Weiter verwenden wir hier die C-Notation
(b)?7x : y die den Wert x ergibt, wenn der Boolesche Ausdruck b wahr ist und y
sonst.

Wihrend des Algorithmus wird jedoch L[i] fiir B[i] = TRUE auch dazu missbraucht,
um den ersten freien Platz innerhalb seines Bucket anzugeben. Auf diese Position
wird dann der néchste Wert innerhalb des Buckets nach vorne geschoben. Weiterhin
kann es leere Stellen in A” geben, ndmlich genau dann, wenn in A an dieser Position
ein Suffix mit Start-Position gréfier als n — 2% steht. Da diese Suffixe jedoch eine
Lange kleiner als 2¥ besitzen, sind diese in A bereits korrekt sortiert und miissen beim
Umkopieren von A’ nach A nicht mehr beriicksichtigt werden. Um solche Positionen
in A’ leicht feststellen zu konnen, wurde A’ mit 0 (einer nichtexistenten Startposition)
initialisiert.

Um die neu entstehenden Bucket-Grenzen bei der Sortierung feststellen zu kénnen,
speichern wir hinter der Start-Position des Suffixes den Namen des Buckets, aus dem
der Suffix stammte, um den vorhergehenden Suffix an den Anfang des Buckets zu
bewegen. Damit konnen wir leicht feststellen, wann eine neue Bucketgrenze entsteht,
namlich genau dann, wenn zwei aufeinander folgende Suffixe aufgrund von Suffixen
aus verschiedenen Buckets entstehen. Dies ist auch in Abbildung 5.6 illustriert.

; LG) e = RIAW -
| e N
A
~~~~~~~~~~ AL b If

N
» I 1 g

plz

L[L[j]]

Abbildung 5.6: Skizze: Bucket-Sortierung im Algorithmus von Manber und Myers

Theorem 5.3 Mit dem Algorithmus von Manber und Myers kann ein Suffix-Array
fiir eine gegebene Zeichenreihe der Linge n in Zeit O(nlog(n)) erstellt werden.

Man kann zeigen, dass man die Implementierung soweit verbessern kann, dass neben
dem Eingabwort nur noch zwei Felder der gleichen Lange von Integers benétigt
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werden. (Sowie ein Bit-Feld der gleichen Lénge, dass jedoch als Vorzeichen in den
anderen Integer-Feldern versteckt werden kann.)

Unter geeigneten Annahmen iiber die Verteilung von Eingabewortern kann man zei-
gen, dass man erwarten kann, dass sich alle Suffixe spétestens nach O(log(n)) Zei-
chen unterscheiden. Im Erwartungswert sind also nur O(loglog(n)) statt O(log(n))
Phasen notwendig. Somit erhalten wir den folgenden Satz.

Theorem 5.4 Mit dem Algorithmus von Manber und Myers kann ein Suffiz-Array
fir eine gegebene Zeichenreihe der Linge n mit erwarteter Laufzeit O(nloglog(n))
erstellt werden.

Die erwartete Laufzeit kann mit einem Trick noch weiter auf eine lineare Laufzeit
auf Kosten einer Speicherplatzerhohung um einen konstanten Faktor gesenkt wer-
den. Hierfiir verweisen wir den Leser jedoch auf die Originalliteratur von Manber
und Myers, da wir im Folgenden noch einen einfachen Linearzeit-Algorithmus zur
Konstruktion von Suffix-Arrays vorstellen werden.

5.2 Algorithmus von Ko und Aluru (¥*)

In diesem Abschnitt stellen wir einen direkten Algorithmus zur Konstruktion von
Suffix-Arrays in Linearzeit vor. Dieser Abschnitt ist nur der Vollstandigkeit halber
Teil des Skripts, da der Stoff Bestandteil der Vorlesung im Wintersemester 2003 /04
war.

5.2.1 Typ S und Typ L Suffixe

Zunichst einmal werden wir die Suffixe von ¢$ in zwei verschiedene Typen klassifi-
zieren.

Definition 5.5 Seit =t,---t, € X%, dann heifst t' :==t;---t,$ vom Typ S, wenn
tt < tt1 gilt, und vom Typ L, wenn t* > t'*1 gilt. Der Suffiz t"*1 = $ ist sowohl
vom Typ S als auch vom Typ L.

Man beachte, dass nur der Suffix $ beiden Typen angehort. Wir zeigen jetzt noch,
dass man alle Suffixe von t$ in Linearzeit klassifizieren kann.

Lemma 5.6 Seit =t;---t, € X*. Alle Suffize von t$ konnen in Zeit O(n) in die
Typen S und L klassifiziert werden.
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Beweis: Sei t' ein Suffix von t$. Wir unterscheiden jetzt zwei Fille, je nachdem,
ob t; = t;41 gilt oder nicht.

Fall 1: Es gilt t; # t;,1. Dann ist ¢ vom Typ S, wenn t; < t;; und andernfalls vom
Typ L.

Fall 2: Es gilt t; = t;11. Sei j > ¢ die kleinste Position mit ¢; # ¢;, d.h. es gilt
j=min{k € [i : n+ 1] : & # t;}. Dieser Fall ist in Abbildung 5.7 illustriert.

fis fafe [a]0] ]

Abbildung 5.7: Skizze: 2. Fall im Beweis der Klassifizierung nach Typ S bzw. Typ L

Gilt nun ¢; < t; dann sind ¢, ..., #~! alle vom Typ S. Gilt andererseits ¢; > ¢;, dann
sind ¢,...,t"~1 alle vom Typ L.

Offensichtlich lassen sich somit alle Suffixe mittels eines Durchlaufs iiber ¢ in linearer
Zeit in die Typen S und L klassifizieren. [

Das folgende Lemma liefert uns fiir die Suffixe, die mit demselben Zeichen beginnen,
eine einfache Aussage, ob t* <t/ gilt oder nicht, die nur auf der Klassifizierung nach
den Typen S und L basiert.

Lemma 5.7 Seit =t,---t, € X* und seien t' und t/ zwei verschiedene Suffize von
t$. Sei weiter t* vom Typ L und ¢ vom Typ S. Gilt t; = t;, dann ist t* < /.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Widerspruch. Wir nehmen also an, dass
t* > 17 gilt. Sei ¢ =t; = t; € ¥ und selen ¢; # ¢; € ¥ die beiden Zeichen, in denen
sich die Worter ¢* und #/ das erste Mal (von links nach rechts) unterscheiden. Sei
weiter t' =c-a-c;-fund ! =c-a-cy - ' mit a, 8,5 € X*

Fall 1: Es gilt a ¢ {c}*. Sei c3 das erste Zeichen in «, das ungleich ¢ ist. Da t* vom
Typ L ist, muss ¢ > c3 gelten, wie man in der folgenden Abbildung 5.8 leicht sieht.

ti: Clc .............. c C3| ‘
ti+1: Corrrorrnnnnnns C|C3 ‘

Abbildung 5.8: Skizze: ¢ im Fall 1 a ¢ {c}*
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tj Clc .............. IS C3| ‘
T P cfes ‘

Abbildung 5.9: Skizze: # im Fall 1 o ¢ {c}*

Da t/ vom Typ S ist, muss ¢ < c3 gelten, wie man in der folgenden Abbildung 5.9
leicht sieht. Somit muss sowohl ¢ < ¢3 als auch ¢ > c3 gelten, was den gewiinschten
Widerspruch liefert.

Fall 2: Es gilt a = ¢®. Da ' vom Typ L ist, gilt ¢ > ¢;. Da ¢t/ vom Typ S ist, gilt
¢ < ¢g Dies sieht man leicht in der folgenden Abbildung 5.10.

t [cfer cle] B |
A I Clcl ﬁ ‘
- Clc .............. c 02| ﬁ’ ‘

Y o P clea & ‘

Abbildung 5.10: Skizze: t* und #/ im Fall 2

Also muss ¢; < ¢ < ¢y gelten. Da aber nach Annahme ¢; > t; gilt, muss ¢; > ¢, sein.
Dies liefert den gewiinschten Widerspruch. [

Als Folgerung dieses Lemmas erhalten wir das folgende Korollar, dass uns Auskunft
iiber die Verteilung der Suffixe innerhalb eines Buckets liefert, wenn wir alle Suffixe
zunéchst mit einem Bucketsort nach dem ersten Zeichen sortiert haben.

Korollar 5.8 Sei t = t;---t, € X* und sei S, = {t' : t; = c} die Menge aller
Suffize von t$, die mit ¢ € ¥ beginnen. Im Suffiz-Array von t$ erscheinen alle
Suffixe aus S. vom Typ L vor denjenigen vom Typ S.

5.2.2 Sortieren der Suffixe mit sortierten Typ S/L Suffixen

Der Algorithmus von Ko und Aluru benétigt im Wesentlichen die folgenden drei
Felder:

e Ein Feld A der Linge n + 1, das die Startpositionen aller Suffixe von ¢$ in
beliebiger Reihenfolge enthélt.

e Ein Feld R der Liange n + 1, mit A[R[j]] = j.
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e Ein Feld C der Lénge maximal n + 1, das die Startpositionen aller Suffixe
von t$ vom Typ S enthilt und bereits sortiert ist.

Dabei ist das Feld A mehr oder weniger gegeben, das Feld R ldsst sich leicht aus
dem Feld A in Linearzeit berechnen. Wie wir das Feld C' erhalten, werden wir uns
spater noch genauer iiberlegen.

Wir werden jetzt zeigen, wie man mithilfe dieser drei Felder das Feld A sortieren
kann. Dazu werden im Wesentlichen die folgenden drei Schritte ausgefiihrt:

1. Fiihre einen Bucket-Sort von A nach dem ersten Zeichen der Suffixe aus.

Wie wir schon gesehen haben, kann dies in linearer Zeit durchgefiihrt werden.

2. Durchlaufe das Feld C' von rechts nach links (vom ldngsten zum kiirzesten
Suffix) und verschiebe den aktuell betrachteten Suffix ¢ € C' an das aktuelle
Ende seines Buckets, indem die Startposition ¢ mit dem Suffix unmittelbar vor
dem aktuellen Ende vertauscht wird (siche Abbildung 5.11). Die schraffierten
Bereiche bezeichnen hierbei bereits abgearbeitete Bereiche des Feldes C' bzw.
die bereits korrekt sortierten Suffixe vom Typ S im aktuellen Bucket.

c: | @7

2 —
A | el |

aktuelles Ende des Buckets

Abbildung 5.11: Skizze: Vertauschen des aktuell betrachteten Suffixes an den Anfang
des Ende des Buckets

Offensichtlich ist die Laufzeit dieses Schritts durch die Lénge des Feldes C'
beschrankt, also ebenfalls in linearer Zeit ausfiihrbar.

3. Durchlaufe das Feld A von links nach rechts (also aufsteigend). Fiir jedes A[i
mit 411 vom Typ L verschiebe A[i] — 1 an den aktuellen Beginn seines
Buckets (sieche Abbildung 5.12). Hierbei stellen die schraffierten Bereiche den

Al R[A[i] — 1]

| —
A |T| | |T| |

Ali] Ali] —1

Abbildung 5.12: Skizze: Verschiebung der Typ L Suffixe an den Anfang ihrer Buckets
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bereits abgearbeiteten Teil des Feldes A bzw. die bereits korrekt sortierten
Suffix vom Typ S und vom Typ L im aktuell betrachteten Bucket dar.

Auch dieser Schritt ist offensichtlich in linearer Zeit durchfiihrbar.

In Abbildung 5.13 ist der Algorithmus anhand eines Beispiels illustriert. Der gesamte
Algorithmus hat also offensichtlich eine lineare Laufzeit. Wir miissen jetzt noch
zeigen, dass dieser Algorithmus auch korrekt ist.

Lemma 5.9 Nach Schritt 3, d.h. wenn die Position i im Feld A erreicht wird, ist
der Suffiz t*) an der korrekten (sortierten) Position in A.

1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12
MISSTISSTIPPTIS$
Typ S S S S
C: 12[8]5]2
Schritt 1
A: 122581119103467)@
Schritt 2 11 5 8 2 1@
11 8 5 2
118 5 2 | ®
| @
Schritt 3 12[11 8 5 2|1[9 10/3 4 6 7
85
10 9
7 4
Ergebnis: $|1 I T T|M|/P P|S S S S

Abbildung 5.13: Beispiel: Der Algorithmus von Ko und Aluru fiir MISSISSTPPI und
gegebenem Feld C'
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Beweis: Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach <.

Induktionsanfang (¢ = 0): Das ist korrekt, da nach dem Bucket-Sort nach dem
ersten Zeichen A[0] = |t$] gilt, d.h. A[0] entspricht dem Suffix $, und dieser ist nach
Definition der kleinste.

Induktionsschritt (¢—1 — %): Nach Induktionsvoraussetzung ist A[0], ..., A[i—1]
bereits korrekt sortiert. Wir fithren den Beweis fiir die Position ¢ jetzt durch einen
Widerspruchsbeweis. Dazu nehmen wir an, dass ein k& > i mit A1 < ¢4k < Al
existiert. Dabei sei k so gewahlt, dass es das i-te Element in der wirklich sortierten
Folge ist.

Nach Schritt 2 sind alle Suffixe vom Typ S an der korrekten Position innerhalb des
Buckets und damit auch innerhalb des Feldes. Dies folgt aus der Tatsache, dass beim
Verschieben an das Ende des Buckets die relative Reihenfolge des sortierten Feldes C'
in jedem Bucket erhalten bleibt. Somit miissen also die Suffixe 4! und t4* beide
vom Typ L sein.

Da im ersten Schritt das Feld A mittels eines Bucket-Sort nach dem ersten Zeichen
sortiert wurde, muss £ = tap) = c fiir ein ¢ € X gelten. Sei also tAll = ¢ . o und
tAF = ¢. g mit o, B € £*$.

Da t4 vom Typ L ist, muss t4¥1 > 3 sein. Aus B < t4* folgt, dass der Suffix /3
bereits korrekt sortiert worden sein muss, d.h. g € {tA0 . . A1},

Da nach Annahme t4* < 4 gilt, muss weiter 8 < « gelten. Da 8 < « gilt, muss
nach Algorithmenvorschrift t4*! vor ¢4 an den aktuellen Beginn seines Buckets
vertauscht worden sein. Dann wiirde aber ¢4 nicht vor t4*) in seinem Bucket stehen.
Das liefert den gewiinschten Widerspruch. [

Analog konnen wir das Feld A auch sortieren, wenn wir die sortierte Reihenfolge der
Suffixe vom Typ L kennen, wie der folgenden Algorithmus zeigt:

1. Bucket-Sort von A nach dem ersten Zeichen der Suffixe.

2. Durchlaufe das Feld C' von links nach rechts (vom kiirzesten zum léngsten
Suffix) und verschiebe den aktuell betrachteten Suffix ¢ € C' an den aktuellen
Beginn seines Buckets, in dem ¢ mit dem Suffix unmittelbar nach dem aktuellen
Beginn vertauscht wird.

3. Durchlaufe das Feld A von rechts nach links (also absteigend). Fiir jedes A[i]
mit ¢4f=1 vom Typ S verschiebe A[i] — 1 an das aktuelle Ende seines Buckets.
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Der Korrektheitsbeweis ist analog zu dem vom Lemma 5.9. Damit erhalten wir
insgesamt den folgenden Satz.

Theorem 5.10 Sind alle Typ S oder alle Typ L Suffize von t$ bereits sortiert, dann
konnen alle Suffize von t$ in Zeit und Platz O(|t]) sortiert werden.

5.2.3 Sortierung der Typ S Suffixe

Wir miissen jetzt also nur noch zeigen, wie man alle Suffixe vom Typ S (bzw. vom
Typ L) in linearer Zeit sortieren kann.

Definition 5.11 Sei t = t;---t, € ¥*. Eine Position j € [1 : n + 1] ist vom
Typ S (bzw. L), wenn t/ vom Typ S (bzw. L) ist. Ein Teilwort t;---t; T t$ ist vom
Typ S (bzw. L), wenn i und j Positionen vom Typ S (bzw. L) sind und jede Position
ke (i:j)vom Typ L (bzw. S) ist.

Betrachten wir als Beispiel das Wort MISSISSIPPI$. Die roten Positionen sind vom
Typ S. Teilworter vom Typ S sind dann ISSI und IPPIS. Dies ist in Abbildung 5.14
noch einmal illustriert.

IM[I|S S[I[S S|I[PP I §
S

S
® @ O

Abbildung 5.14: Beispiel: Typ S Teilworter von MISSISSIPPI

Im Folgenden nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass |S| < |£]
gilt. Wie konnen wir nun die Menge S sortieren? Wir sortieren dafiir zunéchst die
Menge der Typ S Teilworter. In unserem Beispiel ist IPPI$ < ISSI. Um mit dieser
sortierten Menge sinnvoll weiterarbeiten zu konnen, geben wir jedem Typ S Teil-
wort einen neuen Namen, ndmlich ein Zeichen eines neuen Alphabets, so dass diese
Zuordnung die Sortierung des Typ S Teilworter respektiert.

Notation 5.12 Seit € X* und sei S die Menge der Typ S Teilwdrter von t$, dann
bezeichne w(s) fir s € S die relative Ordnung in der sortierten Menge, d.h.

m(s):=[{seS : s <s}|.
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Basierend auf dieser Notation konnen wir jetzt das Wort ¢ zu einem neuen Wort ¢
wie folgt umbauen, das im Wesentlichen als Suffixe die Typ S Suffixe von ¢ besitzt.

Notation 5.13 Seit =t,---t, € ¥* und seien j; < --- < ji die Typ S Positionen
in t$. Dann ist

b=ty o ty) (o t) oty o ty) € [Lin+ 1)

Fiir unser Beispielwort MISSISSIPPI$ ergibt sich dann ¢ :=2-2-1

Jeder Typ S Suffix in ¢$ korrespondiert eindeutig zu einem Suffix von #. Somit kann
das Sortieren von Typ S Suffixen auf das Sortieren von Suffixen in ¢ zuriickgefiihrt
werden. Damit auch hier wieder das Wort mit einem kleinsten Symbol endet, wird
an dieses Wort noch die Zahl 0 angehédngt. Damit kénnen wir die Sortierung der
Typ S Suffixe auf das Sortieren der Suffixe eines anderen Wortes zuriickfuhren.

Wie ermittelt man aber 7(s) fiir alle s € S? Die entspricht offensichtlich dem Sor-
tieren der Menge S. Dazu benétigen wir zuerst noch die folgende Definition.

Definition 5.14 Seit € ¥*. Die S-Distanz o (t") fiir ein Suffiz t* von t$ ist definiert
durch: ' o
o) :=min{j € [l:i—1] : t*7 ist vom Typ S},

wobei min{} := 0 gilt.

Anschaulich gibt die S-Distanz an, um wie viele Zeichen man nach links im Wort
gehen muss, um die vorherige Typ S Position aufzufinden, sofern es eine solche gibt.
Die S-Distanz ist in der folgenden Abbildung 5.15 illustriert.

MISSISSIPPIS
S S S S
c: 001231231234

Abbildung 5.15: Beispiel: S-Distanz fiir MISSISSIPPI

Wenn man sich die Typ S Positionen in einem Booleschen Feld merkt, lassen sich die
S-Distanzen mit einem Durchlauf iiber das Feld A in linearer Zeit ohne zusétzlichen
Platz berechnen. Die Details bleiben dem Leser zur Ubung iiberlassen.
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Jetzt konnen wir den Algorithmus zum Sortieren der Typ S Teilworter angeben.
Dabei ist A ein Feld mit n + 1 Elementen, in dem die Suffixe von ¢$ nach ihrem
ersten Zeichen sortiert sind.

1. Sei m := max {o(t") : i € [1:n+ 1]}. Erzeuge m Listen L; = {i : o(¢') = j}
fir j € [1 : m|, wobei die Reihenfolge innerhalb der Listen der Reihenfolge
innerhalb des nach dem ersten Zeichen sortierten Feldes A entspricht.

Diese lassen sich mit einem einfachen Scan iiber das Feld fiir das Wort ¢ erstel-
len und mit Hilf des Feldes R den entsprechenden Positionen in A zuordnen.
Also kann dieser Schritt in linearer Zeit bewerkstelligt werden.

2. Sortiere alle Typ S Teilworter wie folgt: Fiihre quasi wiederholte Bucket-Sorts
nach dem j-ten Zeichen der Teilworter aus: Fiir jedes j € [1 : m] und jedes
i € L; bewege des Typ S Teilwort ¢/ (respektive die zugehorige Anfangspo-
sition) an den aktuellen Anfang seines Buckets.

Nach jeder Abarbeitung einer Liste L; miissen die neuen Bucketgrenzen ange-
passt werden, da jetzt das Feld nach den ersten j Zeichen der Typ S Teilworter
sortiert ist. Da die Summe aller Listenldngen durch O(n) beschrankt ist, kann
auch dieser Schritt in Linearzeit ausgefiihrt werden.

Warum werden mit diesem Algorithmus die Typ S Teilworter korrekt sortiert? In
der Liste L; befinden sich die Typ S Suffixe in der Reihenfolge, wenn sie nach dem
J-ten Zeichen sortiert sind. Mit der Umordnung der Startposition ¢ — j fiir i € L;
wird das jeweils kleinste Typ S Teilwort innerhalb seines Buckets nach vorne bewegt,
also wird innerhalb der Buckets nach dem j-ten Zeichen sortiert. In Abbildung 5.16
ist dieser Sortierschritt noch einmal illustriert.

In diesem Schritt beachten wir allerdings folgende Modifikation des Bucket-Sorts
bzw. der lexikographischen Ordnung: Ist a ein Préfix von g, dann definieren wir
a > [ (im Gegensatz zur iiblichen lexikographischen Ordnung). Im Bucket-Sort
kann diese Modifikation der Ordnung leicht implementiert werden. Warum wir diese
Modifikation bené6tigen, wird im folgenden Lemma klar. Wir weisen allerdings darauf
hin, dass diese Modifikation beim Sortieren von Typ L Teilwortern nicht erforderlich
ist.

Lemma 5.15 Seit € X*. Seien t' und t/ zwei Typ S Suffize von t$ und seien t*
und t' zwei Suffize von t € N, die jeweils zueinander korrespondieren. Dann gilt
<t st <.

Beweis: =-: Es gilt nach Voraussetzung ' < #/. Sei also t' = aafS und t/ = aby
mit «, 8,7 € ¥* und a < b € 3. Diese Situation ist mit @ = o/« in Abbildung 5.17
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i 1 23 45 6 7 8 9 10 11 12
t; M I SSISSTITIPZP I $§
Type S S S S
c): 10 0 1 2 3 1 2 3 1 2 3 4
i 172 3 4 5[6]7 8[9 10 11 12
Afd: 1212 5 8 11|1]9 103 4 6 7
Lap - $(1 1 1 I |M|P P|S S S S
oty | 4]0 3 3 0|1 2|1 2 1 2
Ll = [97376]
Ly 10,4, 7]
Ls (5,8, 11]
Ly = [12]

12:$ | 2: ISSI  5:ISSI  8: IPPI$
12:$ | 8: IPPIS | 5: ISSI 2: ISSI
12:$ | 8: IPPI$ | 2: ISSI | 5: ISSI

Abbildung 5.16: Beispiel: Sortieren des Typ S Teilworter von MISSISSIPPI

illustriert. Beachte hierbei, dass in der Illustration die Bedingung i < j vollkommen
willkiirlich gewahlt wurde (es konnte auch i > j gelten) und dass sich die beiden
Bereiche « auch iiberlappen koénnen.

Wir zerlegen jetzt die Zeichenreihe o in @ = o/a”, so dass in o die Typ S Teilworter
in den Suffixen #* und #’ gleich sind. Sollte o nicht das leere Wort sein, so kann dies
nur passieren, wenn o” = ¢l fiir ein ¢ € ¥ gilt. Der einfache Beweis hierfiir sei
dem Leser iiberlassen. In der Abbildung 5.17 sind die Typ S Teilworter im Bereich
« durch die roten Balken schematisch dargestellt.

i J
|
z 7 Tafal 5
el ‘I—OI/ |—|| ool :
F— —

Abbildung 5.17: Skizze: t* < t/
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Ist o = ¢, dann sind die Typ S Teilworter in ¢ und ¢/ im Bereich « gleich. Das erste
sich unterscheidende Teilwort vom Typ S muss das Zeichen a in t* bzw. das Zeichen b
in t/ enthalten. Nach unsere Sortierung gilt dann offensichtlich auch ¢ < #'.

Sei jetzt also o” # e. Der Zerfall der Positionen in «” von t* bzw. ¢/ in Typ S bzw.
Typ L Positionen hingt dann von dem folgenden Zeichen ungleich ¢ in ¢ bzw. in ¢/
und dessen Beziehung zu ¢ ab. Auf jeden Fall sind alle Positionen in o” vom jeweils
gleichen Typ. Sind sowohl in ¢ als auch in # alle Positionen in o” vom selben Typ,
dann beinhaltet auch o” sowohl in #* als auch in #/ dieselbe Zerlegung in Typ S
Teilworter und wir erhalten einen Widerspruch zur Wahl von o”.

Da t* < t/ gilt, miissen alle Positionen in o in ' vom Typ L und in ¢/ vom Typ S
sein. Den ebenfalls nicht allzu schweren Beweis iiberlassen wir dem Leser. Dann
sind in ¢ die Zeichen ab Position i’ bzw. j' gleich bis es zur Ubersetzung der Typ
S Teilwérter in o kommt. In ¢ folgt als niichstes Zeichen die Bucketnummer von
c*d fiir ein 1 < k € N und ein ¢ # d € ¥. In #' folgt als nichstes Zeichen die
Bucketnummer von cc. In diesem Fall ist also cc ein Prifix von c*d und nach unserer
modifizierten Sortierreihenfolge gilt dann £ < #'.

<: Seijetzt ¥ <t mit ' =p-m-pund & = p-m'-p mit g,m,m’,p,p €N
und m < m/.
Sei a das Teilwort von t$ das zu u korrespondiert. Seien weiter S und " Teilworter

von t, die zu m und m’ korrespondieren. Diese miissen also Typ S Teilworter von ¢$
sein. Dies ist in Abbildung 5.18 illustriert

f=[a [ 7 7]

b=[""a [] 0 5 |

Abbildung 5.18: Skizze: Korrespondierende t* und #/ zu ¢ < /'

Zunéchst halten wir fest, dass 8 kein echtes Préfix von ' sein kann. Dies folgt aus
Sortierung der Typ S Teilworter. Dort gilt: ist 8 ein echtes Prifix von ', dann ist
m(B) > w(f’). Wir unterscheiden jetzt zwei Fille, je nachdem, ob 8’ ein Prifix von
[ ist oder nicht.

Fall 1: Es gilt, dass ' kein Préafix von f ist. Dann gilt aufgrund von m < m/, dass
B < " und somit t* < t7.

Fall 2: Jetzt gilt, dass ' ein echtes Préfix von [ ist. Siehe hierzu auch Abbil-
dung 5.19.
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SL - LS SL --- LS
t: I 5|

O

/

i la] TypS |

n la| TypL |

Abbildung 5.19: Skizze: (' ist ein echtes Préfix von [

Sei, wie in Abbildung 5.19 angegeben, a das letzte Zeichen von . Im Bereich 5’ muss
sich a an einer Typ S Position befinden. Das weitere Vorkommen als letztes Zeichen
von (3’ als Prifix von 8 muss eine Typ L Position sein. Betrachten wir die beiden
Suffixe 7 und 7/, die an an diesen Positionen beginnen. Da beide mit demselben
Zeichen beginnen, muss nach Lemma 5.7 n < 1’ gelten. Damit folgt sofort nach der
lexikographischen Ordnung, dass dann auch ' < ¢/ gilt. [

5.2.4 Der Algorithmus von Ko und Aluru und Laufzeitanalyse
Wir wollen jetzt noch den vollstdndigen Algorithmus von Ko und Aluru angeben:

1. Bestimmung der Typ S-/L Positionen von ¢. Es gelte im Folgenden |S| < |L|.
2. Sortierung der Typ S Teilworter (Bestimmung des Feldes C):

e Bucket-Sort nach dem ersten Zeichen (von allen Typ S Suffixen).
e Bestimmung der S-Distanzen und Generierung der Listen Ly, ..., L,,.

e Verfeinerung der Buckets mit Hilfe der Listen Ly, ..., L,,.
3. Konstruktion von ¢ € [1:n+ 1]t aus t € T*.

e Ersetzung der Typ S Teilworter in ¢ durch ihren Rang (mit Hilfe von
Schritt 2)
4. Rekursives Sortieren der Suffixe von ¢. Es gilt: [¢] < 2£2.

5. Aus 4. folgt Sortierung der Typ S Suffixe von ¢.

Version 7.32 Fassung vom 17. Februar 2019



192 Kapitel 5. Suffix-Arrays

6. Sortierung der Suffixe von ¢ mit Hilfe der relativen Ordnung der Suffixe vom
Typ S.
e Bucket-Sort nach dem ersten Zeichen der Suffixe.

e Verschiebe die Typ S Suffixe innerhalb seines Bucket ans Ende mit Hilfe
der bekannten Sortierung der Typ S Suffixe.

e Verschiebe die Typ L Suffixe innerhalb seines Buckets an den Anfang mit
Hilfe des bereits teilweise sortierten Feldes A.

Wir kommen jetzt zur Laufzeitanalyse des Algorithmus von Ko und Aluru. Wie
bisher bezeichne:

S {tj .t/ ist vom Typ S}
L = {tj . t7 ist vom Typ L}

Gilt nun |S| < |£| dann sortieren wir alle Suffixe vom Typ S rekursiv (bzw. die

neu konstruierten Zeichenreihe t), also die Menge S, und anschlieBend das Feld A
mit Hilfe der sortierten Suffixe vom Typ S. Ansonsten sortieren wir alle Suffixe vom
Typ L rekursiv (bzw. die neu konstruierten Zeichenreihe ¢), also die Menge £, und
anschliefend das Feld A mit Hilfe der sortierten Suffixe vom Typ L. Fiir die Laufzeit
gilt dann:

n+2

T(n) <T ( ) +0(n).

Bekanntermaflen hat diese Rekursionsgleichung die Losung 7'(n) = O(n).

Theorem 5.16 FEin Suffix-Array fir t € X" kann mit Hilfe des Algorithmus von
Ko und Aluru in Zeit und Platz O(n) konstruiert werden.

Zum Abschluss noch einige Anmerkungen:

e Bei geschickter Implementierung benotigt man nur zwei zusétzliche Felder der
Lange n und einige Felder von Booleschen Werten. Fiir Details sei der Leser
auf die Originalliteratur von Ko und Aluru verwiesen.

e Bei der Rekursion findet ein Alphabetwechsel von ¥ U {$} auf [0 : n + 1] statt
(0 fiir das neue Endzeichen). Dies stellt jedoch keine Einschrankung dar, da
man fiir ein Wort der Lange n + 1 iiber einem geordneten Alphabet X ohne
Weiteres das Alphabet ¥ selbst als Teilmenge von [1 : n 4+ 1] und $ als 0
interpretieren kann.
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5.3 Skew-Algorithmus von Karkkainen und Sanders

In diesem Abschnitt wollen wir noch einen einfacheren Algorithmus zur Konstruktion
von Suffix-Arrays vorstellen, der jedoch in der Praxis nicht ganz so platzsparend wie
der Algorithmus von Ko und Aluru ist.

5.3.1 Tripel und Verkiirzung der Zeichenreihe

Sei wiederum t € ¥* das Wort, fiir das das Suffix-Array erstellt werden soll. Hier
nehmen wir fiir eine einfachere Darstellung an, dass t$ von 0 mit n indiziert ist, also
es gllt t = t() s 'tn—l-

Zuerst konstruieren wir alle dreibuchstabigen Teilworter, so genannte Tripel von t$,
d.h. ;- tigq - tige fiir i € [0 : n+ 1]. Damit alle Tripel eine Linge von genau 3 Zeichen
haben, nehmen wir der Einfachheit halber an, dass das Wort mit 4 Dollarzeichen
endet. Fiir das weitere Vorgehen bendtigen wir nur die Tripel ab einer Position
i € [0:n+ 1] mit ¢ mod 3 # 0. Wir sortieren all diese Tripel mithilfe eines Bucket-
Sorts und nummerieren sie nach ihrer Ordnung. Ein Beispiel ist in Abbildung 5.20
angegeben.

4 4 3 2
MISSISSIPPI$
6 6 5 1

Abbildung 5.20: Beispiel: sortierte Tripel von MISSISSIPPI

Im zweiten Schritt erzeugen wir eine neue Zeichenreihe ¢ wie folgt. Fiir das Teilwort
ty - - t3[n/3) ersetzen wir die Tripel ¢;-2;11 - ;42 mit ¢ mod 3 = 1 durch ihre Ordnungs-
nummer und erhalten somit die Zeichenreihe ). Dieselbe Prozedur fithren wir fiir
das Teilwort 5 - - - t31,/3141 durch. Auch hier ersetzen wir die Tripel ¢; - t;4; - ;42 mit
i mod 3 = 2 durch ihre Ordnungsnummer und erhalten somit die Zeichenreihe t®.
Nun setzen wir ¢ := t(1) . ¢(2),

Im Beispiel MISSISSIPPI erhalten wir dann ¢ = 4-4-3-2-6-6-5 -1, wobei die
Zeichenreihe t() bzw. t® rot bzw. blau dargestellt ist. Fiir die Lénge von t gilt
offensichtlich |{] = 2[2].

5.3.2 Rekursives Sortieren der verkiirzten Zeichenreihe

Da wir nun eine neue, kiirzere Zeichenreihe erhalten haben, kénnen wir unseren
Sortieralgorithmus rekursiv mit dieser Zeichenreihe aufrufen. Dies liefert uns das
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194 Kapitel 5. Suffix-Arrays

A0] = 8 =0 =g

Al = 7 =10 = §$8

A2] = 3 2= 266510 =188

A3 = 2 2= 3266510 = IPPISS...

A4 = 1 2= 43266510 = ISSIPPISS. ..
A5] = 0 2= 443266510 = ISSISSIPPISS. ..
A6] = 6 = 510 = PPI$$$

AT = 5 2 6510 = SSIPPISSS

ARl = 4 2= 66510 = SSISSIPPI$SS

Abbildung 5.21: Beispiel: Das Feld A’ fiir MISSISSIPPI

Feld A’ mit den sortierten Suffixen (respektive ihrer Startpositionen) fiir £. Fiir unser
Beispiel MISSISSIPPI ist das Ergebnis in Abbildung 5.21 dargestellt, wobei neben
dem eigentlichen Ergebnis, auch die Suffixe in £ - 0 sowie die korrespondierenden
Suffixe von t angegeben sind.

Wie man leicht sieht, liefert dieser Schritt bereits eine Sortierung aller Suffixe #' mit
1 mod 3 # 0. Die Suffixe, die an Position ¢ mod 3 = 2 beginnen, werden dabei ja so
beriicksichtigt, wie wir es wollen. Die Suffixe, die an einer Position ¢ mod 3 = 1 begin-
nen, werden noch durch einige Zeichen verldngert. Die Verldngerung wird jedoch
durch eine Zeichenreihe aus einigen Dollarzeichen getrennt. Da das Dollarzeichen
jedoch das kleinste Zeichen des Alphabets hat, spielt es quasi die Rolle eines Leer-
zeichens und die Préfixe werden korrekt sortiert. Man muss dabei nur beachten, dass
sich nach Voraussetzung die Suffixe spéatestens beim ersten Auftreten eines Dollar-
zeichens unterscheiden miissen.

Wie erhalten wir nun eine Indizierung der Elemente von ¢ anstelle von ¢ (also der
Tripletts in ¢)? Zuerst beachten wir, dass A'[0] = 2[% | und somit das Sonderzeichen 0
in ¢ beschreibt, was der leeren Zeichenreihe in ¢ entspricht. Dieser Array-Eintrag kann
also ignoriert werden bzw. muss aus dem Array entfernt werden. Wir miissen nur
beriicksichtigen, dass die Array-Werte aus [0 : [%] — 1] bzw. [[%] : 2[%] — 1] in ¢ die
Tripletts aus ¢ bzw. t® beschreiben. Also rechnen wir die Information wie folgt
um:
, 1+3-(A'li falls A'[i] < [2],

Apli—1] = { 2+3~EA’H)— [%1) sonst. Skl
Hierbei ist 4 € [1 : 2[%]]. Somit entspricht Aj» dem Array, dass die Startpositionen
der sortierten Suffixe aus {t' : i mod 3 # 0} enthilt.

Fiir unser Beispiel MISSISSIPPI ist das Ergebnis dies in Abbildung 5.22 dargestellt
(n=11).
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Apl)] = 243-(7T—-4) = 11 = 3§

Ap[l] = 143-(3) = 10 =1%

Apl2) = 1+3-(2) = 7 = IPPI$
Apl3] = 1+3-(1) = 4 = ISSIPPIS$
A4 = 1+3-(0) = 1 = ISSISSIPPI$
Apfs) = 2+3-(6-4) = 8 = PPI$
Apl6] = 2+3-(5—-4) = 5 = SSIPPI$
Apll] = 2+3-(4—4) = 2 = SSISSIPPI$

Abbildung 5.22: Beispiel: Das Feld Ay, fiir MISSISSIPPI

5.3.3 Sortieren der restlichen Suffixe

Im néchsten Schritt sortieren wir alle Suffixe, die an einer durch 3 teilbaren Position
beginnen, d.h. wir betrachten nur Suffixe ¢* mit ¢ mod 3 = 0. Es gilt offensichtlich:
t' =t; - t"*' mit (: + 1) mod 3 = 1. Da uns ja die relative Ordnung der Suffixe ¢*!
mit (i+ 1) mod 3 = 1 durch das Feld A;, bereits bekannt ist, kann uns das Feld Ajy
fiir das Sortieren helfen.

Wir fiihren zuerst einen einfachen Bucket-Sort in der Menge {¢' : i mod 3 = 0} nach
dem erstem Zeichen durch. Mittels eines Scans iiber A;o von links nach rechts,
verschieben wir beim Betrachten von Aj,[i] den Suffix ¢4121=1 an den aktuellen
Beginn seines Buckets, sofern Ajp[i] — 1 mod 3 = 0 bzw. Ajo[i] mod 3 = 1 gilt. Dies
liefert uns das sortierte Feld Ag fiir {t' : ¢ mod 3 = 0}. Dies ist in Abbildung 5.23
noch einmal fiir unser Beispiel illustriert.

Aol O |12 3
0 3 6

10 9

7 6

4 6 3

1 0
01916 3
M|{P|S S
I/ T|1 1
S|$|P S

Abbildung 5.23: Beispiel: Sortierung von Ay mithilfe von Ay
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5.3.4 Mischen von A;> und A,

Jetzt miissen wir nur noch A;; und Ay zusammenmischen. Damit die Vergleiche
beim Mischen nicht zu aufwendig werden, beachten wir noch Folgendes. Wenn wir
t* mit #/ mit 4 mod 3 = 0 und j mod 3 € [1 : 2] vergleichen, gilt:
Fall 1: Sei j mod 3 = 1. Dann gilt:

t = t;- " wobei (i + 1) mod 3 = 1,

t = t;- T wobei (j +1) mod 3 = 2.

Wir vergleichen also nur ¢; mit ¢;. Bei Gleichheit greifen wir auf das Resultat in A;,
zuriick. Andernfalls kennen wir das Ergebnis des Vergleichs ja schon.

Fall 2: Sei j mod 3 = 2. Dann gilt:
t' = t;-tip - 1'% wobei (i +2) mod 3 = 2,
t/ = t; -ty -7, wobei (j +2) mod 3 = 1.

Wir miissen also nur zuerst ¢; mit ¢; vergleichen, bei Gleichheit dann auch noch ¢,
mit ¢;,,. Ergeben beide Vergleiche eine Gleichheit, dann kénnen wir das Ergebnis
mittels eines Vergleichs von ¢*2 mit #/*2 ebenfalls wieder aus A, ablesen.

Fiir den Vergleich der beiden Werte aus A;o benétigen wir in Wirklichkeit wieder
das inverse Feld Rjs mit Ajp[Ris[i]] = . Der vollstandige Algorithmus von Kérk-
kéinen und Sanders ist in Abbildung 5.24 angegeben. Beachte, dass in Schritt 1 die
verwendeten Mengen als einfache Mengen (und nicht als Multimengen) zu verstehen
sind.

1. Sortiere T = {t; - t;11 - tiyo : i mod 3 # 0} mithilfe eines Bucket-Sorts und sei
7T(Z) = |{tj 'thrl ‘tj+2 S tl 'ti+1 'ti+2 . ijdS %O}| fir 7 mod 3 #O

2. Setze tV) := 7(1)-7(4) - - - 7(3[n/3]—2) und t?) := 7(2)-7(5) - - - 7(3[n/3] —1).
Setze t =t . ¢,

3. Sortiere die Suffixe von # - 0 rekursiv. Sei A’ das zugehorige Suffix-Array.
4. Berechne A;5 aus A’ (Sortierung aller Suffixe ¢ mit 4 mod 3 # 0).

5. Sortiere {t : i mod 3 = 0} nach dem ersten Zeichen mithilfe eines Bucketsorts
und sortiere dann die Buckets mithilfe des Feldes A5 in das Feld Aj.

6. Mische Ay mit Ay mithilfe von Ay, in das Feld A.

Abbildung 5.24: Algorithmus: Konstruktion vom Suffix-Arrays nach Kéarkkéinen und
Sanders
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5.3.5 Laufzeitanalyse

Zum Abschluss untersuchen wir noch die Laufzeit des Algorithmus von Kérkkéinen
und Sanders. Der Algorithmus gehorcht offensichtlich der folgenden Rekursionsglei-
chung;:

n

T(n) =T (2 u) +0(n)

Bekanntermaflen hat diese Rekursionsgleichung die Losung 7'(n) = O(n).

Theorem 5.17 Sei t = ty---t,_1 € X*. Der Algorithmus von Kdrkkdinen und
Sanders kann in Zeit und Platz von O(n) das zugehirige Suffiz-Array konstruieren.

5.3.6 Aktuelle Verfahren

Seit 2003 sind viele verschiedene Verfahren zur Linearzeit-Konstruktion von Suffix-
Arrays entwickelt worden, fast alle (bis auf einen neueren Ansatz) basieren dabei
ebenfalls auf dem Divide-and-Conquer-Ansatz. Viele der Algorithmen sind Eingabe-
sensitiv, d.h. ihre Laufzeit bzw. ihr Speicherplatzverbrauch hiangt von der Eingabe
ab. Dabei sind einige Verfahren besonders schnell oder platzsparend, wenn es in
der Eingabesequenz viele bzw. lange repetitive Bereiche gab, andere sind gerade auf
solchen Eingaben besonders langsam oder verbrauchen viel Speicherplatz. Aktuell
ist das Verfahren SAIS von Nong, Zhang und Chan iiber viele Eingaben gesehen
das schnellste und speicherplatzsparendste. Dieser dhnelt im Divide-Schritt dem
Algorithmus von Ko und Aluru. Y. Mori hat hierzu eine effiziente Implementierung
in verschiedenen Programmiersprachen zur allgemeinen Benutzung zur Verfiigung
gestellt. Fiir Details verweisen wir den Leser auf die Literatur.

5.4 Suchen in Suffix-Arrays

Eine einfache Anwendung von Suffix-Bédumen ist das schnelle Auffinden von Wor-
tern in einem vorverarbeiteten Text. In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass
man auch in Suffix-Arrays relativ effizient nach Teilwortern suchen kann. In diesem
Abschnitt nehmen wir an, dass das Suffix-Array zu t = ¢ - - - t,, € ¥* gehort und wir
nach s = sy ---s,, € X* suchen wollen.

5.4.1 Binare Suche

Ein erster simpler Ansatz stellt die Implementierung mithilfe einer bindren Suche
dar. Wie sieht die Laufzeit dafiir aus? Wie bei der bindren Suche in einem Feld der
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Lange n + 1 tiblich, miissen wir insgesamt O(log(n)) Vergleiche auf Zeichenreihen
vornehmen. Man beachte jedoch, dass die Zeichenreihen in einem Suffix-Array im
Mittel sehr lang sein kénnen. Im schlimmsten Fall miissen wir jeweils bis zu O(m)
Zeichen Vergleichen, um einen Vergleich auf Zeichenreihen beantworten zu kénnen
(wenn auch im Mittel deutlich weniger).

Theorem 5.18 Seit=1t;---t,%$ € X"$ und s = s, ---s,, € X*. Fine Suche nach s
in t mithilfe der bindren Suche im Suffiz-Array von t$ lasst sich in Zeit O(mlog(n))
erledigen.

Das ist im Vergleich zum Suffix-Baum mit einer Laufzeit von O(|X]-m) asymptotisch
deutlich langsamer. Man beachte aber, das log(n) fiir viele Zwecke kleiner gleich 40
1st.

5.4.2 \Verbesserte bindare Suche

Man kann die Laufzeit bei der bindren Suche mit dem folgenden Hilfsmittel jedoch
noch beschleunigen.

Definition 5.19 Seit = t;---t, € X" und A das zugehorige Suffiz-Array. Dann
ist der langste gemeinsame Prifix (engl. longest common prefix) von den Positionen
i <j€[l:n] der Wertlep(i,j) = k, wenn tap - tap+h—1 = tag) - - tagek—1 und
wenn tap 1k <tk

Im Prinzip kennen wir die Notation der langsten gemeinsamen Préfixe schon, da hier
gilt: lep(i, j) = leep(Ali], A[j]). Wir nehmen im Folgenden an, dass wir die ldngsten
gemeinsamen Prifixe fiir das Positionspaar i < j € [1 : n] in einem Feld LCP][i, j]
gespeichert héatten.

Bezeichne [L : R] das aktuelle Intervall der bindren Suche im Suffix-Array A. Fiir
dieses Intervall und die zu suchende Zeichenreihe s gilt dann t4F < s < tAE Mit ¢
und r bezeichnen wir die Anzahl von Zeichenvergleichen, die wir mit t4* bzw. ¢4
und s erfolgreich ausgefiihrt haben, d.h. es gilt

S1---S¢ = tla)---tap+e—r N Sea # ) ARER
Zu Beginn testen wir, ob s > 4" ist (wobei wir annehmen, dass genau k Zeichen-

vergleiche ausgefiihrt werden). Falls s > t4" ist s kein Teilwort von ¢. Falls s ein
Prifix von t4" ist, haben wir s gefunden und sind fertig. Andernfalls setzen wir
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L =0und ¢ =0 sowie R =n und r = k — 1. Beachte, dass nach Definition fiir jedes
Wort s € X1 die Beziehung s > $ gilt.

Wir wihlen dann gemé#f der Strategie der binren Suche M := [£££] und versuchen
effizient zu entscheiden, ob sich s im Bereich [L : M| oder [M : R] befindet. Wir
iiberlegen uns jetzt, wie wir bei einer bindren Suche geschickter vorgehen koénnen.

Dazu unterscheiden wir einige Félle.

Fall 1: Es gilt £ = r. Wir vergleichen s mit 4™ ab Position £ + 1 = r + 1 bis wir
einen erfolglosen Zeichenvergleich an Position k durchgefiihrt haben (oder s gefunden
haben, dann sind wir ja fertig).

vl e

Abbildung 5.25: Skizze: Bindre Suche in [L : R] bei £ =r
Anschlieflend aktualisieren wir entweder L und ¢ oder R und r. War

Se+1 Sk > tap)ve s tAM)+E—15

dann setzen wir L = M und ¢ =k — 1 und sonst R = M und r = k£ — 1. Dies ist in
Abbildung 5.25 noch einmal illustriert.

Fall 2: Es gelte jetzt £ > r. Wir unterscheiden jetzt noch drei Unterfélle.

Fall 2a: Wir nehmen an, dass zusétzlich lep(L, M) > ¢ gilt. Nach dem Prinzip der
bindren Suche gilt s > t4* und somit aufgrund des lingsten gemeinsamen Prifixes
auch s > t4M Wir setzen dann L := M und lassen ¢, R sowie r unverindert.
Dies ist auch in Abbildung 5.26 illustriert. Der schraffierte Bereich zeigt dabei die
Ubereinstimmung von ¢tAH mit ¢AM]

/

R .

r

Abbildung 5.26: Skizze: Binédre Suche in [L : R] mit ¢ > r und lep(L, M) > ¢
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Fall 2b: Es gilt £ = lcp(L, M). Jetzt vergleichen wir t4) mit s ab Position £ + 1
bis wir einen erfolglosen Zeichenvergleich an Position k& durchgefiihrt haben (oder s
gefunden haben, dann sind wir ja fertig). Dies ist auch in Abbildung 5.27 illustriert.
Der schraffierte Bereich zeigt dabei die Ubereinstimmung von t4F mit ¢AM].

R .

r k—1

Abbildung 5.27: Skizze: Binédre Suche in [L : R] mit ¢ > r und lep(L, M) = ¢

Anschlieflend aktualisieren wir entweder L und ¢ oder R und r. War

Se+1 Sk > tap)ve - tAM)+E—15
dann setzen wir L= M und =k —1und sonst R=M undr =k — 1.

Fall 2c: Es gilt ¢ > lep(L, M). Zunéchst halten wir fest, dass lep(L, M) > r gelten
muss. Da tA1X und ¢4 aufgrund der bisherigen Suche nach s in den ersten min(¢, )
Positionen iibereinstimmen miissen, muss aufgrund der Sortierung des Suffix-Arrays
auch lep(L, M) > min(¢, r) gelten. Nach Voraussetzung des Falles 2¢ gilt dann auch
lep(L, M) > min(¢,r) = r.

Weiter gilt nach Voraussetzung s > t4*. Da das Suffix-Array die Suffixe in sortierter
Reihenfolge enthilt, muss t4M > 4L und somit muss nach Definition des lingsten
gemeinsamen Préfixes gelten, dass ¢ apnqiep(r,m) > tA[L]+lep(L,M) = Slep(L,M)- S0mit
liegt s im Intervall [L : M] und wir aktualisieren R := M und r := lep(L, M)
und lassen L und ¢ unverdndert. Dies ist auch in Abbildung 5.28 illustriert. Der
schraffierte Bereich zeigt dabei die Ubereinstimmung von t4% mit ¢AM]

R .

r

Abbildung 5.28: Skizze: Binédre Suche in [L : R| mit ¢ > r und lep(L, M) < ¢

Fall 3: Nun gilt ¢/ < r. Dieser Fall ist jedoch symmetrisch zum Fall 2.
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Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Theorem 5.20 Seit = t1---t, € ¥* und sei s = s1---s,, € X*. Mit Hilfe des
Suffiz-Arrays und den LCP-Werten vont kann s int mittels der verbesserten bindren
Suche in Zeit O(m + log(n)) gefunden werden.

Beweis: Die Korrektheit haben wir bereits gezeigt, wir miissen uns nur noch um
die Laufzeit kiimmern. Wir zéhlen hierzu die erfolgreichen und erfolglosen Zeichen-
vergleiche getrennt.

Fiir jeden erfolgreichen Zeichenvergleich wird r oder ¢ erhoht. Da r und ¢ nie ernied-
rigt werden und da ¢,7 € [0 : m] gilt, kann es maximal O(m) erfolgreiche Zeichen-
vergleiche geben.

Jeder erfolglose Zeichenvergleich liefert eine Intervallhalbierung. Daher kann es maxi-
mal O(log(n)) erfolglose Zeichenvergleiche geben.

Da der Gesamtzeitbedarf proportional zur Anzahl der Zeichenvergleiche ist, betriagt
der Gesamtzeitbedarf O(m + log(n)). |

Wir miissen uns nur noch iiberlegen, woher wir die benétigten LCP-Werte bekom-
men. Im schlimmsten Falle kénnen ©(n?) verschiedene LCP-Anfragen gestellt wer-
den. Man iiberlegt sich jedoch leicht, dass bei einer bindrer Suche fiir einen festen
Text ¢ (aber variables Suchwort s) nicht alle LCP-Anfragen gestellt werden kénnen.
Insbesondere kann man sich iiberlegen, dass es unabhéngig von Anfragezeichen-
reihe s nur O(n) verschiedene mogliche LCP-Anfragen geben kann.

Somit konnen diese O(n) Anfragen vorab in einem Feld in linearer Zeit vorberechnet
werden. Fiir die effiziente Berechnung (mithilfe von RMQ-Anfragen) wird insbeson-
dere auch noch das folgende Lemma bendtigt. Die Beweis- und Implementierungs-
details iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Lemma 5.21 Seit = t,---t, € ¥* und sei A das zugehorige Suffiz-Array. Dann
gilt fir i < j €10 :n], dass

lep(i, ) = min {lep(k — 1,k) : ke i+ 1:7]}.

Beweis: Ubungsaufgabe. [
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202 Kapitel 5. Suffix-Arrays

Des Weiteren kann man sich iiberlegen, wie man mithilfe der LCP-Tabelle auch das
Intervall ermitteln kann, in dem sich alle Suffixe befinden, die mit dem Suchwort s
beginnen.

Theorem 5.22 Seit = t;---t, € X" und sei s = s1---8,, € X*. Mit Hilfe des
Suffix-Arrays und den LCP-Werten von t kann fir s in t mittels der verbesserten
bindren Suche in Zeit O(m + log(n) + k) ein Intervall [L : R] angegeben werden, in
dem alle Suffize mit s beginnen, wobei k = R — L + 1 ust.

Beweis: Ubungsaufgabe. [

5.4.3 Effiziente Berechnung der LCP-Tabelle

Fiir die effiziente Berechnung der allgemeinen LCP-Tabelle, wie sie fiir die bin&re
Suche benotigt wird, hilft eine spezielle LCP-Tabelle (siche Lemma 5.21), fur die
wir jetzt ein effizientes Konstruktionsverfahren angeben wollen. Da wir diese LCP-
Tabelle auch im néchsten Abschnitt noch benétigen werden, stellt sich diese Tabelle
als relativ universell im Gebrauch mit Suffix-Arrays heraus.

Definition 5.23 Seit =ty ---t, € ¥* und sei A das zugehirige Suffix-Array. Dann
ist das Feld L der Linge n die zu A gehérige LCP-Tabelle, wenn L[i] = lcp(i —1,4)
firie[1:n].

Zur Konstruktion arbeiten wir die Suffixe von t$ in absteigender Lénge ab. Sei
wiederum A das Suffix-Array von ¢t und R das zugehorige inverse Suffix-Array, d.h.
A[RJi]] = i. Dabei beachten wir, dass die folgende elementare Beziehung gilt

lep(Ri], R[i] — 1) > lep(R[i — 1], R[i — 1] — 1) — 1.

Zuerst halten wir fest, dass ¢! = tAFl ein um ein Zeichen kiirzeres Suffix von
=1 = tABEU st Weiterhin ist s = tARE-U=1+1 ein Suffix von ¢, das zudem auch
noch an den ersten lep(R[i — 1], R[i — 1] — 1) — 1 Positionen mit ¢* iibereinstimmt
und fiir das s < t* gilt (auBer wenn lcp(R[i — 1], R[i — 1] — 1) = 0, aber dann gibt es
fiir die weitere Diskussion keine besonderen Voraussetzungen mehr). Wir bezeichnen
diesen Teil mit s’. Somit muss entweder tAFl1=1 = 5 sein oder es miissen zumindest
s und tAFI=1 an den ersten lep(R[i — 1], R[i — 1]) — 1 Positionen iibereinstimmen
(andernfalls wire A falsch sortiert). Diese Beziehung ist auch in Abbildung 5.29 noch
einmal schematisch dargestellt.
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lep(R[i — 1], R[i — 1] — 1)

s !
Rli—1—1 [a FAIRl—1)-1]
R[i — 1] a | pi—1
F s’ i
|7 A ‘ s — $AR[i=1]-1]+1
R[i] -1 | ARG
R]i] | t

Abbildung 5.29: Skizze: Beziehung zwischen L[i — 1] und L[i]

Daraus kénnen wir sofort den sehr einfachen, in Abbildung 5.30 dargestellten Algo-
rithmus ableiten und den folgenden Satz festhalten.

Theorem 5.24 Seit = t,---t, € ¥* und sei A das zugehorige Suffiz-Array. Die
zugehorige LCP-Tabelle L kann in Zeit O(n) konstruiert werden.

Beweis: Die Korrektheit haben wir schon gezeigt. Wir miissen uns nur noch die
Laufzeit iiberlegen. Die &uflere for-Schleife ohne die innere while-Schleife wird genau

LCP (int A[]; int R[]; char ¢[]; int n)

begin
k.= 0;
for (i :=1;1 <n;i++) do
if (R[i] > 0) then /* always true, since R[i|=0&i=n+1 */
j = A[R]i] — 1]; /* tJ is in front of t' */
while (ti-i-k = tj—f—k;) do
L k‘++;
// Now tz'Jrk 7£ tj+k
LIR[i]] := k;
|k :=max(0,k—1);
end

Abbildung 5.30: Algorithmus: Berechnung der LCP-Tabelle L
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n Mal durchlaufen. Somit ist Laufzeit ohne die Inkrementierungen von k und die
Anzahl der Zeichenvergleiche innerhalb von ¢ durch O(n) beschrénkt.

Wie oft kann k& iiberhaupt inkrementiert werden? Da k € [0 : n] gilt und & maximal n
mal dekrementiert werden kann (wenn k nicht sowieso schon 0 ist), kann & maximal
2n mal inkrementiert werden. Somit wird der Test der while-Schleife insgesamt iiber
alle Durchléufe der for-Schleife maximal 2n + n = 3n Mal ausgefiihrt. Also ist die
Gesamtlaufzeit O(n). |

Dieser Algorithmus benétigt neben dem Platz fiir den eigentlichen Text ¢ , das Suffix-
Array A und die LCP-Tabelle L noch den Platz fiir das inverse Suffix-Array R. Bei
einer normalen Implementierung in der Praxis bedeutet dies fiir einen Text der Lange
n < 232 eine Platzbedarf von 13n Bytes.

Mit einem Trick kann man auf das Feld fiir das inverse Suffix-Array R verzichten
und kommt mit nur 9n Bytes aus, was bei normalen Anwendungen optimal ist.
Fiir Details verweisen wir den Leser auf die Originalliteratur von Manzini. Dort
sind auch weitere Platzreduktionen angebeben, wenn beispielsweise anschliefend
das Suffix-Array selbst auch nicht mehr benotigt wird.

Wir wollen auch noch anmerken, dass sich das LCP-Array mit 2n+o(n) Bits abspei-
chern lasst, wobei jeder Wert der LCP-Tabelle in konstanter Zeit ermittelt werden
kann. Hierfiir verweisen wir auf die Originalliteratur von Sadakane.

5.5 Enhanced Suffix-Arrays (*)

In diesem Abschnitt wollen wir jetzt noch zeigen, wie man die Algorithmen fiir
Suffix-Bdume auf Suffix-Arrays iibertragen kann. Dabei wird die LCP-Tabelle eine
bedeutende Rolle spielen. In diesem Abschnitt nehmen wir jetzt jedoch an, dass
$ ¢ X jetzt das grofite Zeichen ist, d.h. es gilt a < $ fiir alle a € X.

Dieser Abschnitt ist nur noch der Vollstandigkeit halber im Skript enthalten, da die-
ser Abschnitt bis zum WS 2004 /05 gelesen wurde. Die im néchsten Abschnitt vorge-
stellten Extended Suffix Arrays kénnen Suffix-Badume wesentlich einfacher simulie-
ren und koénnen dariiber hinaus auch sehr leicht in &uflert platzsparende Varianten
transformiert werden.
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5.5.1 LCP-Intervalle

Zunéchst definieren die so genannten LCP-Intervalle, die grundlegend fiir das Fol-
gende sind. Wir werden spéter auch Intervalle der Léange 1 zulassen.

Definition 5.25 Seit =t;---t, € ¥* und sei A bzw. L das zugehirige Suffiz-Array
bzw. die zugehorige LCP-Tabelle. Ein Intervall [i : j| mit i < j € [0 : n] heifit ein
LCP-Intervall vom Typ ¢ oder kurz ein (-Intervall, wenn

1. L[i] < ¢,
2. L[k] > ¢ fiir allek € [i+1: 7],
3. Llk] = ¢, fiir mindestens ein k € [i + 1 : j| und

4. Llj+1] < L.
Hierbei gelte L[0] = Ln + 1] = —1.

Notation 5.26 (-[i : j] bezeichnet das (-Intervall [i : j].

In Abbildung 5.31 sind die ¢-Intervalle fiir unser Beispielwort MISSISSIPPI noch
einmal illustriert.

i | Afi] | LJi] C[i] ALl
down | up | next

0 8 -1 4 IPPIS$

1 5! 1 2 3 ISSIPPI$ 41 : 9]

2 2 4 ISSISSIPPI$ '

31 11 1 I$

4 1 0 1 5 MISSISSIPPIS

5| 10 0 6 7 PI$ o

o e PPI$__| 1-5 : 6] 0-[0: 11]
7 7 0 9 6 11 SIPPI$

9 6 1 10 8 SSIPPI$——| 3-[9 : 10] '
10 3 3 SSISSIPPI$ :
11 ] 12 0 9 $

Abbildung 5.31: Beispiel: Suffix-Array, LCP-Tabelle, Child-Tabelle und alle /-
Intervalle fiir MISSISSIPPI
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Lemma 5.27 Seit =t;---t, € ¥* und sei A bzw. L das zugehdrige Suffix-Array
bzw. die zugehirige LCP-Tabelle. Fiir jedes k € [1 : n] mit LIk] = € existiert ein
(-Intervall [i = j] mit k € [i +1: ]

Beweis: Wir definieren zunéchst einmal i := max{p < k : L[p|] < L[k] = ¢} und
j:=min{p >k : Llp+ 1] < L[k] = ¢}. Diese existieren nach der erweiterten Defi-
nition von L immer (L[0] = L[n + 1] = —1).

Wir behaupten jetzt, dass [i : j] das gesuchte ¢-Intervall ist. Nach Definition von 4
gilt L[i] < ¢, also gilt Bedingung 1 der Definition eines LCP-Intervalls. Analog gilt
nach Definition von j gilt L[j + 1] < ¢, also gilt Bedingung 4 der Definition eines
LCP-Intervalls. Weiterhin gilt & € [i+1 : j] # 0 und L[k] = ¢, also Bedingung 3 der
Definition. Da wir ¢ maximal und j minimal unter der Bedingung L[p|] < L[k] = ¢
wihlen, gilt L[r] > L[k] = ¢ fiir alle r € [i + 1 : j] und somit die Bedingung 2. =

Jetzt definieren wir noch so genannte /-Indizes

Definition 5.28 Sei t = t;---t, € X* und sei A bzw. L das zugehirige Suffix-
Array bzw. die zugehorige LCP-Tabelle. Wenn [i : j] ein {-Intervall ist, dann heifit
k € [i+1: j] ein ¢-Index, wenn L[k] = £. Die Menge aller {-Indizes eines £-Intervalls
[i : ] wird mit Ly[i : j] bezeichnet.

Definition 5.29 Seit =t,---t, € ¥* und sei A bzw. L das zugehérige Suffix-Array
bzw. die zugehorige LCP-Tabelle. Ein m-Intervall [i' : j'] ist in einem (-Intervall
[i : j] enthalten, wenn i < < j" < j und m > { gilt.

Wenn [i' = j'] ein in [i : j] enthaltenes Intervall ist und es kein anderes ¢'-Intervall
gibt, das in [i : j| enthalten ist und das [i' : j'| enthdlt, dann heifst [i' : j'] ein
Kind-Intervall von [i : j]. Umgekehrt heifit [i : j] das Elter-Intervall von [i' : j].

Mit Hilfe dieser Enthaltensein-Relation konnen wir zu den LCP-Intervallen auch eine
Baumstruktur generieren. Betrachten wir zunéchst noch einmal den Suffix-Baum fiir
MISSISSIPPI in Abbildung 5.32. Konstruieren wir fiir das zugehorige Suffix-Array
und den zugehorigen LCP-Werten den so genannten LCP-Intervall-Baum, der auf
der Enthaltensein-Relation der LCP-Intervall definiert ist. Beachte dabei, dass [0 : n]
immer ein O-Intervall ist. Weiter ergénzen wir den so konstruierten LCP-Intervall-
Baum um die so genannten Singletons, das sind die einelementigen Mengen von
[0 : n]. In der Regel werden wir auch Singletons als Kind-Intervalle zulassen. In
Abbildung 5.33 ist der LCP-Intervall-Baum fiir unser Beispielwort MISSISSIPPI
angegeben.
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Abbildung 5.33: Beispiel

: LCP-Intervall-Baum fir MISSISSIPPI
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Man sieht sofort die Ahnlichkeit zum entsprechenden Suffix-Baum. In den LCP-
Intervallen sind also bereits alle wesentlichen Informationen des Suffix-Baumes (ohne
die Blédtter) enthalten. In Abbildung 5.33 entsprechen die schwarzen Kanten der
Enthaltensein-Relation der Suffix-Bdume und die tiirkisen Kanten den Kanten zu
den Blitter, die nach Definition ja keine (-Intervalle sind. Die roten Kanten ent-
sprechen den Kanten auf das élteste Kind bzw. auf das néchstjiingere Geschwister
geméaf der Definition in der Darstellung eines Suffix-Baumes. Im Folgenden miissen
wir nur versuchen diese roten Kanten aus den LCP-Intervallen zu rekonstruieren.

Das folgende Lemma zeigt, wie man fiir ein gegebenes LCP-Intervall die zugehérigen
Kind-Intervalle bestimmen kann.

Lemma 5.30 Sei [i : j| ein (-Intervall und seien iy < iy < --- < iy die (-Indizes
des C-Intervalls [i : j], dann sind die Kind-Intervalle von [i : j] gerade [i : iy — 1],
[il :Z.Q_]-]: °oog [Zk .]]

Wir merken hier noch an, dass hierbei [i, : 4,41 — 1] fiir p € [1 : k — 1] durchaus ein
Singleton sein kann.

Beweis: Sei [r: 5] eines der Intervalle [i : iy — 1], [y 1 d0 — 1], ... [ig 1 J].

Ist [r : s] ein Singleton (d.h. r = s), dann ist [r : s] nach unserer Konvention ein
Kind-Intervall.

Gelte also jetzt r < s. Wir definieren zunéchst m = min {L[x] : x € [r + 1 : s]} sowie
' = argmin {L[z] : x € [r + 1: s]}. Nach Definition des ¢-Intervalls gilt m > £.
Nach Lemma 5.27 existiert ein m-Intervall I, das die Position z’ umfasst. Nach
Definition der ¢-Indizes des (-Intervalls [z : j] und nach Wahl von m muss diese
Intervall I gerade gleich [r : s] sein.

Weiterhin ist [r : s] in [i : j] enthalten. Da weiterhin nach Definition der ¢-Indizes
L[iy] = L[is) = --- = L[ix] = ¢ gilt, kann kein anderes Intervall in [i : j] enthalten
sein, welches [r : s] enthélt.

Offensichtlich sind die Intervalle [i : iy — 1], [i1 : i — 1], ... [ig—1 : ik — 1], [ig : J]
alle moglichen Kind-Intervalle, die [ : j] besitzen kann. Damit ist der Beweis des
Lemmas abgeschlossen. [
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5.5.2 Die Child-Tabelle und ihre Eigenschaften

Um jetzt das Suffix-Array genauso verwenden zu kénnen wie den entsprechenden
Suffix-Baum, miissen wir die Menge der /-Indizes eines LCP-Intervalls in linearer
Zeit berechnen kénnen. Dazu dient die folgende Notation der Child-Tabelle.

Definition 5.31 Seit =t;,---t, € ¥* und sei A bzw. L das zugehorige Suffix-Array
bzw. die zugehorige LCP-Tabelle. Dann ist die Child-Tabelle wie folgt definiert:

Clilup = min{g<i : Llg] > Li] AVk € [q+1:i—1]: L[k] > L[q]};
Cli].down = max{q>i : Llg] > L[{|A\Vk € [i+1:q—1]: L[k] > L[q]};
Cli].next = min{g>1i : L[] = Lli]A\Vk € [i+1:q—1]: L[k] > L[q]}.

Hierbei gilt min () = max () = L, wobe:r L fiir undefiniert steht.

Im Wesentlichen ist das Suffix-Array zusammen mit der LCP-Tabelle und der Child-
Tabelle das Enhanced-Suffiz-Array. In Abbildung 5.34 sind die LCP-Werte zur Defi-
nition der Child-Tabelle noch einmal illustriert. Der griine Bereich gibt dabei den
Bereich des LCP-Wertes von L[g + 1] bzw. L[g — 1] an.

Down @
L Il L
i I q .
l l
|
| |
| |
| |
q i
—1 |

Abbildung 5.34: Skizze: Die L-Gebirge in der Definition von C[i].down und C[i].up

Lemma 5.32 Fiir jedes (-Intervall [i : j| gelten die folgenden Aussagen:

1) Clj+1].up € [i + 1 : j] oder C[i].down € [i + 1: j].

2) C[j+ 1].up speichert den ersten £-Index von [i : j], wenn C[j+ 1].up € [i+1 : j].
3) Cli].down speichert den ersten (-Index von [i : j|, wenn C[i].down € [i + 1 : j].

Beweis: zu 1.) Sei ¢/ := L[j + 1]. Da [i : j] ein ¢-Intervall ist, gilt ¢ < £. Weiter
gilt L[k] > ¢ fiir alle k € [i + 1 : j].

Version 7.32 Fassung vom 17. Februar 2019



210 Kapitel 5. Suffix-Arrays

Gilt L[i]| < ¢, dann ist C[j + 1].up € [i 4+ 1 : j] nach Definition von C[j + 1].up. Das
L-Gebirge im Intervall [i : j + 1] ist fiir diesen Fall Abbildung 5.35 a) noch einmal
illustriert.

a) l I b) 4

j+1— J+1

Abbildung 5.35: Skizze: Die L-Gebirge in Behauptung 1

Gilt andererseits L[i] > ¢, dann ist C[i].down € [i + 1 : j] nach Definition von
C'i].down. Beachte, dass nach Definition des ¢-Intervalls [i : j] in jedem Falle L[i] < ¢
gelten muss. Das L-Gebirge im Intervall [i : j+1] ist fiir diesen Fall Abbildung 5.35 b)
noch einmal illustriert.

zu 2.) Wenn C[j + 1].up € [i + 1 : j], dann gilt:

Clj + 1].up
= min{gei+1:7] : Lig] > Lj+1]AVk e [¢+1:j]: Lk} > Llql}

Da [i : j] ein (-Intervall ist und da L[g] > ¢ > L[j + 1] fiir ¢ € [i + 1 : g] sein muss,
erhalten wir weiter

= min{g€i+1:j] : Vke€[g+1:j]:L[k] > Llqg|}

= min I;[i : j].

zu 3.) Sei iy der erste (-Index des ¢-Intervalls [i : j]. Dann gilt L[i;] = ¢ > L[i] und
fir alle k € [i+1 : 4, —1] gilt L[k] > ¢ = Lli;]. Weiter gilt fiir alle ¢ € [i; +1 : j], dass
Llg] > ¢ > L]i], aber nicht L[i;] > L[q]. Somit wird das Maximum an der Position
11 angenommen. ]

Korollar 5.33 Seit =t;---t, € ¥* und sei A, L bzw. C' das zugehorige Suffix-
Array, die zugehorige LCP-Tabelle bzw. die zugehdrige Child-Tabelle. Fiir jedes LCP-
Intervall [i : j| gilt:

o) { UGt )
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Beweis: Die Korrektheit folgt unmittelbar aus dem vorherigen Lemma zusammen
mit Lemma 5.21. [ |

Mit Hilfe dieser fundamentalen Eigenschaften der Child-Tabelle konnen wir den in
Abbildung 5.36 angegeben Algorithmus GETNEXTCHILDINTERVAL zum Auffinden
eines Kind-Intervalls entwerfen. Als Eingabe erhilt der Algorithmus ein /-Intervall
[i : 7] und einen Parameter k € {i} U I;[i : j]. Ist k = i so liefert der Algorithmus
den ersten ¢-Index von [i : j], ansonsten den kleinsten ¢-Index, der groer als k ist.

Somit kénnen wir zu einem /-Intervall alle Kinder-Intervalle in konstanter Zeit pro
Intervall ermitteln. Dazu werden wir spater noch zeigen, dass wir die Child-Tabelle
in linearer Zeit konstruieren kénnen.

Lemma 5.34 Seit =t,---t, € ¥* und sei A bzw. C' das zugehdirige Suffiz-Array
bzw. die zugehirige Child-Tabelle. Fiir ein gegebenes {-Intervall [i : j| von A und
einen Index k € {i} U I[i : j| kann der kleinste (-Index von {-[i : j|, der grofier als
k ist, in konstanter Zeit bestimmt werden.

5.5.3 Optimale Suche in Enhanced Suffix-Arrays

Basierend auf dem Algorithmus zum Auffinden aller Kind-Intervalle eines ¢-Intervalls
geben wir in diesem Abschnitt einen optimalen Algorithmus zum Suchen nach Teil-
wortern basierend auf Suffix-Arrays an. Der Algorithmus ist in Abbildung 5.36 ange-
geben.

Die Invariante im Algorithmus ist die folgende: Wéhrend der Suche nach einem Wort
S = 818, gibt die Boolesche Variable prefix an, ob ein Préfix der Lénge p von
s ein in ¢t enthalten ist oder nicht. Weiterhin ist [ : j] ein p-Intervall (auler im Falle
p = m), dass nur Suffixe von ¢ enthélt, die mit dem Préfix s; - - - s, beginnen. Halten
wir das Ergebnis im folgenden Satz fest.

Theorem 5.35 In einem Suffiz-Array zusammen mit den Tabellen L und C' kann
in Zeit O(|X| - m) festgestellt werden, ob s € ¥™ int € ¥* enthalten ist.

Beweis: Die Korrektheit folgt aus den Zeichenvergleichen. Die Laufzeit folgt aus
der Tatsache, dass alle anderen Funktionen in konstanter Zeit durchgefiihrt werden
kénnen und die Laufzeit somit proportional zur Anzahl der Zeichenvergleiche ist,
also O(m) betrégt. |

Version 7.32 Fassung vom 17. Februar 2019



212 Kapitel 5. Suffix-Arrays

Find (char s, int n)

begin
interval [i : j] := [0 : n];
int p :=0;

bool prefix := TRUE;  /* prefix=TRUE iff s;---s, is a prefix of ' */
while (([¢ : j] # L) && (p < m) && (prefix)) do
if (i < j) then /* a Child-Interval */

k := min(LCP(i, ), m);
prefix := (tafi4p - - tA[]+h—1 = Spt1 - Sk);
L pi= K
else if (i = j) then /* a Singleton */
prefix == (Lafi4p LA 4m—1 = Sp1 " Sm);
L p=m

| if (prefix) then [i
output (prefix)?[i : j] : L;
end

j] := getChildIntervalByChar (i, j, p, Sp+1);

getChildIntervalByChar (int ¢, j, p; char ¢)
begin
interval [i’ : j'] := getNextChildInterval(i, j, i);
while ((tajp # ¢) && (j' < j)) do
| [/ : j'] :== getNextChildInterval(s, j, ' + 1);
return (tap4p = ¢)?([¢ : 5']):(L);
end

getNextChildInterval (int i, j, k)
begin
if (k=1) then
| return (C[j+1jup e [i+1:4])?[i: Clj+ 1].up — 1]:[i : C[i].down — 1];
else
| return (C[k]l.next # 1)?[k : C[k].next — 1]:[k : j];

end

LCP (int 4, j)

begin

| return (C[j+ 1.up € [i +1: j])?L[C]j + 1].up]:L[C]i].down];
end

Abbildung 5.36: Algorithmus: Suche s im Enhanced Suffix-Array von ¢
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5.5.4 Berechnung der Child-Tabelle

Wir miissen uns jetzt nur noch iiberlegen, wie wir die Child-Tabelle in linearer Zeit
konstruieren kénnen. Die hierfiir bendtigten Algorithmen sind in der Abbildung 5.37
angegeben.

Sowohl im Algorithmus COMPUTEUPDOWNTABLE als auch im Algorithmus Com-
PUTENEXTTABLE gilt die folgende Invariante. Sind 0, 71, . . ., 7, die Element auf dem
Stack S, dann gilt zum einen 0 < i; < -+ - < i und zum anderen L[i1] < -+ < Lfig].
Weiterhin gilt fiir alle k € [i; + 1 : 7,41 — 1] fiir zwei aufeinander folgende Stackele-
mente i; < i;41 mit L[i;] < L[ij,], dass L[k] > L[ij41].

Wir zeigen mithilfe der beiden folgenden Lemmata die Korrektheit der beiden Algo-
rithmen.

Lemma 5.36 Der Algorithmus ComputeUpDownTable ermittelt die korrekten Up-
und Down-Werte der Child-Tabelle in linearer Zeit.

Beweis: Wenn C[S.top()].down gesetzt wird, gilt L[k] < L[S.top()] < L[lastldx]
sowie S.top() < lastldx < k. Es gilt also lastldx < k und L[lastldx] > L[S.top()]
sowie aufgrund der Invariante L[p] > L[lastIdx] fiir alle p € [S.top()+1 : lastIdx—1].
Somit befindet sich lastldx in der Menge, deren Maximum gerade C[S.top()].down
ist. Angenommen lastIdx wére nicht das Maximum, sondern ¢’ € [lastldx+1: k—1].
Nach Definition von C[S.top()].down muss L[lastldx] > L[¢'] sein. Somit muss
lastIdx vom Stack entfernt worden sein, als der Index ¢’ betrachtet wurde, was
den gewiinschten Widerspruch liefert.

Wenn Clk].up gesetzt wird, dann gilt insbesondere L[S.top()] < L[k] < L[lastIdx]
und S.top() < lastldx < k. Es gilt also lastldx < k und L[lastldx] > L[k] sowie
aufgrund der Invariante L[p] > L[lastldx] fiir alle p € [lastldx + 1 : i — 1]. Somit
befindet sich lastldx in der Menge, deren Minimum gerade C[k].up ist. Angenommen
lastIdx wére nicht das Minimum, sondern ¢ € [S.top() + 1 : lastldx — 1]. Nach
Definition von C[k|.up, muss Lllastldx] > L[¢'] > L[k] > L[S.top()] gelten. Somit
gilt g € [S.top() + 1 : lastldx — 1], was den gewiinschten Widerspruch liefern. [

Die Korrektheit des folgenden Lemmas folgt direkt aus der Inspektion des Algorith-
mus in Abbildung 5.37.

Lemma 5.37 Der Algorithmus ComputeNextTable ermittelt die korrekten Next-
Werte der Child-Tabelle in linearer Zeit.
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ComputeUpDownTable

begin

int lastldx := —1;
stack S := empty();
S.push(0);

for (k:=1; k <mn; k++) do
while (L[k] < L[S.top()]) do
lastIdx := S.pop();
if ((L[k] < L[S-top()]) && (L[S-top()] < L[lastldx])) then
| C[S.top()].down := lastldx;

// Now L[k] > L[S.top()]
if (lastldx # —1) then
Clk].up := lastldx;
L lastldx := —1;
| S.push(k);

end

ComputeNextTable

begin
stack S := empty();
S.push(0);

for (k:=1; k <n; k++) do

while (L[k] < L[S.top()]) do

L S-pop();

if (L[k] = L[S.top()]) then
lastIdx := S.pop();

L Clastldx].next := k;

| S.push(k);

end

Abbildung 5.37: Algorithmen: Berechnung der Up- und Down- sowie Next-Werte

Skriptum zu Algorithmen auf Sequenzen WS2018/19



5.5. Enhanced Suffix-Arrays (*) 215

5.5.5 Komprimierte Darstellung der Child-Tabelle

Wir wollen jetzt noch zeigen, dass die Child Tabelle in einem Feld mit n statt 3n
Eintrégen gespeichert werden kann.

Lemma 5.38 Seit =t,---t, € ¥* und sei A bzw. C' das zugehirige Suffix-Array
bzw. die zugehorige Child-Tabelle. Fiir jedes i € [0 : n] gilt, dass C[i].next = L,
wenn Cli + 1].up # L gilt.

Beweis: Ist C[i+1].up # L, dann ist insbesondere L[i] > L[i+ 1]. Dann kann aber
C'[i].next nicht definiert sein. |

Somit kann das Up-Feld im entsprechenden Next-Feld gespeichert werden. Gilt
bei einer Anfrage C[i].next > i, dann wird tatsdchlich das Next-Feld gespeichert,
andernfalls das Up-Feld an Position 7 + 1.

Wir werden jetzt noch zeigen, dass auch das Down-Feld im Next-Feld gespeichert
werden kann. Wir bemerken zuerst, dass wir fiir ein ¢-Intervall [i : j| das Feld
Ci].down nur dann gespeichert werden muss, wenn C[j + 1J.up € [i + 1 : j].

Lemma 5.39 Sei t = t---t, € ¥* und sei A bzw. C das zugehorige Suffix-
Array bzw. die zugehirige Child-Tabelle. Fiir jedes (-Intervall [i : j|, fir das
Clj+ 1.up & [i +1: 5] gilt, gilt C[i].next = L und C[i + 1].up = L.

Beweis: Wenn [i : j] ein ¢-Intervall ist, gilt L[i] < ¢, L[j + 1] < ¢ sowie L[k] > ¢ fur
keli+1:j]. Wenn weiter C[j + 1].up ¢ [i + 1 : j] gilt, dann muss L[7] > L[j + 1].
Dann gilt L[k] > ¢ > L[i] fiir alle k € [i +1 : j] und L[j + 1] < L[i]. Also muss
Cl[i].next = L gelten.

Da L[i] < £ und L[i + 1] > ¢ gilt, muss C[i + 1].up = L sein. |

Somit kénnen wir auch den Wert C[i].down, wenn er denn nicht bereits durch
C[j+1].up gegeben ist, in C[i].next speichern. Wir miissen jetzt nur noch unterschei-
den, ob C[i].next den Next- oder ein Up-Eintrag enthélt, wenn C[i].next > i ist. Gilt
L[i] = L[C[i].next], dann wird der Next-Wert gespeichert, gilt L[i] < L[C[i].next],
dann wird der zugehorige Down-Wert gespeichert.

Fiir unser Beispiel ist dies in Abbildung 5.38 noch einmal veranschaulicht.
Definition 5.40 Sei t = t;---t, € X* und sei A, L bzw. C das zugehorige

Suffiz-Array, die zugehorige LCP-Tabelle bzw. die zugehorige Child-Tabelle. Dann
ist (A, L,C) das zu t gehirige Enhanced-Suffix-Array.
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i | Ali] | L[i] Cli] ALl
down | up | next

0| 8 | 1| (O+—1. | IPPIS

1] 5 | 1] 2 3 || ISSIPPIS L2
2| 2 | 4 e || ISSISSIPPIS

3| 11| 1 @7, |18

401 |0 (U7 5 | MISSISSIPPIS

5010 0| 6 TP 5.

6| 9 | 1 e || PPIS

7| 7| o | o |(6)T 11 | sIpPI$ T3S

8| 4 | 2 e || SISSIPPIS L7 10
9| 6 | 1 e | SSPPIS— 0
10| 3 | 3 e || SSISSIPPTS
1|12 |0 01 8

Abbildung 5.38: Beispiel: Suffix-Array, LCP-Tabelle, komprimierter Child-Tabelle
und alle ¢-Intervalle fiir MISSISSIPPI (aufler dem 0O-Intervall)

Wie man leicht sieht, kann das Enhanced Suffix-Array fiir n < 232 mit 12n Bytes
realisiert werden. Da die LCP-Tabelle hauptséchlich kleine Werte enthélt, kann diese
auch durch ein Feld mit n Bytes realisiert werden. Analog kann auch die Child-
Tabelle mit einem Feld der Groflie von n Bytes realisiert werden, wenn statt der
tatséchlichen Indexpositionen die relativen Offsets zur Position ¢ gespeichert werden.

Fiir Werte aulerhalb des Intervalls [0 : 254] bzw. [—127 : 127], wird im Feld der
Wert 255 bzw. —128 gespeichert und in einem Extrafeld das Paar aus Indexposition
und Wert gespeichert, auf die dann mit einer bindren Suche im Ausnahmefall schnell
zugegriffen werden kann. Dann benotigt das Enhanced-Suffix-Array etwa 6n Bytes

plus den Text ¢ sowie Platz fiir die ibergrolen Werte (also auBerhalb des Intervalls
[0: 254] bzw. [—127 : 127]).

Die Suche in der Tabelle mit den {ibergrofen Werten kann mithilfe einer bin&ren
Suche relativ effizient ausgefiihrt werden. Die worst-case Laufzeit sinkt zwar bei
dieser speicherplatzsparenden Darstellung, macht in der Praxis aber nicht allzuviel
aus, wenn die zugehorigen Texte nur wenige iibergrole Werte implizieren.

5.5.6 Simulation von Suffix-Baum-Algorithmen auf Suffix-Arrays

Somit lassen sich leicht DFS-Traversierungen auf einem Suffix-Array vornehmen,
wie beispielsweise in Abbildung 5.39 angegeben. Auch BES-Traversierung kénnen
dghnlich durchgefiihrt werden, die Details seien dem Leser zur Ubung iiberlassen.
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traverse (interval [i : j])

begin
// traverse suffix-array recursively in a depth-first-search
manner

[i" : §'] :== getNextChildInterval(i, j,4);
while ([¢': /] # 1) do
traverse([?’ : j']);
L [i" : j'] := getNextChildInterval(i, j, 7/ + 1);

end

Abbildung 5.39: Algorithmus: Traversierung des Suffix-Arrays

Es bleibt noch zu {iberlegen, wie man Suffix-Links in die Enhanced-Suffix-Arrays
integrieren kann.

Definition 5.41 Seit =t ---t, € ¥* und sei A das zugehérige Suffix-Array. Fir
tAl = qw$ mit a € ¥ und w € T* ist o(i) = j mit t*U = w$ der Suffix-Link an
Position 1.

Wie man leicht sieht, gilt die folgende Beobachtung.

Beobachtung 5.42 Seit =t,---t, € ¥* und sei A bzw. R das zugehorige Suffix-
Array bzw. das zugehirige inverse Suffiz-Array. Dann gilt o(i) = R[A[i] + 1], sofern
Ali]l <n

Wir haben somit nur Suffix-Links fiir Singletons definiert. Diese zeigen selbst jedoch
wieder auf Singletons, namentlich das Intervall [R[A[i] + 1] : R[A[i] + 1]], sofern
Ali] # n+ 1 ist. Ist A[i] = n+ 1, so beschreibt das Singleton das Suffix $, dessen
Suffix-Link das Wurzel-Intervall 0-[0 : n] ist. Fir LCP-Intervalle kénnen wir das
folgende Lemma beweisen.

Lemma 5.43 Seit =t;---t, € ¥* und sei A das zugehorige Suffiz-Array. Zu jedem
C-Intervall [i : j] mit € > 0 existiert genau ein kleinstes (¢ — 1)-Intervall [r : s] mit
r<o(i) <o(j) <s.

Beweis: Da [i : j| ein (-Intervall ist, gilt offensichtlich fiir k& € [o(i) +1 : o(j)], dass
L[kl > ¢—1. Da [i: j] ein f-Intervall ist, muss es weiter einen (-Index k € [i + 1 : j]
mit L[k] = ¢ geben. Deshalb muss es auch einen Index k' € [o(i) + 1 : o(j)] mit
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L[K'] = ¢—1 geben. Nach Lemma 5.27 existiert dann ein (¢ — 1)-Intervall [r : s], das
nach Konstruktion [o(i) : o(j)] umfasst. |

Mit diesem Existenz-Satz konnen wir nun die folgende Definition fiir Suffix-Links
von LCP-Intervallen wagen.

Definition 5.44 Seit =t,---t, € ¥* und sei A das zugehorige Suffiz-Array. Zu
jedem (-Intervall [i : j| mit £ > 0 ist das kleinste (¢ — 1)-Intervall [r : s] mit
r <o(i) < o(j) < s das Suffix-Link-Intervall von [i : j].

Der Beweis des folgenden Korollars ergibt sich sofort aus einer genauen Inspektion
des Beweises von Lemma 5.43.

Korollar 5.45 Seit = t;---t, € X* und sei A das zugehorige Suffix-Array. Sei
[i : 7] ein C-Intervall mit £ > 0 und sei [r : s| sein Suffiz-Link-Intervall. Dann
ezistiert ein (( — 1)-Index k € I,_1[r : s] und k € [o(i) + 1 : o(j)].

Seinun [i : j] ein ¢-Intervall und [r : s] das zugehorige Suffix-Link-Intervall. Dann gilt
r <o(i) < o(j) < sund es existiert ein k € [o(i)+1: o(j)] mit L[k] = £ — 1. Dieses
k lasst sich mithilfe einer Range Minimum Query Anfrage RMQ; (o(i)+1,0(j)) auf
dem Feld L in konstanter Zeit ermitteln (nach einer linearen Vorverarbeitungszeit).
Wenn wir an jedem ¢-Index die Intervallgrenzen des zugehorigen ¢-Intervalls notiert
haben, kénnen wir diese in konstanter Zeit nachschlagen.

Wie speichern wir uns nun fiir jedes ¢-Intervall seine Intervallgrenzen an seinen /-
Indizes? Dazu traversieren wir den LCP-Intervall-Baum mit einer Breitensuche (die
Implementierung einer Breitensuche sei dem Leser zur Ubung iiberlassen). Jedes
Mal wenn wir ein neues (-Intervall bearbeiten, tragen wir an seinen /¢-Indizes die
Intervall grenzen ein. Die Laufzeit ist also proportional zur Anzahl aller ¢-Indizes
(fiir alle /-Intervalle und fiir alle ) und ist somit linear in |¢|.

Theorem 5.46 Sei E' ein Enhanced-Suffix-Array, dann kann dieses in linearer Zeit
mat linearem Platz so erweitert werden, dass fiir jedes LCP-Intervall von E dessen
Suffix-Link-Intervall in konstanter Zeit aufgefunden werden kann.

5.6 Extended Suffix Arrays

In diesem Abschnitt wollen wir eine einfache Variante vorstellen, wie man die Algo-
rithmen fiir Suffix-Baume auf Suffix-Arrays iibertragen kann. Dabei wird die LCP-
Tabelle wiederum eine bedeutende Rolle spielen. In diesem Abschnitt nehmen wir
an, dass $ ¢ X jetzt das kleinste Zeichen ist, d.h. es gilt $ < a fiir alle a € X.
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5.6.1 LCP-Intervalle

Zunichst definieren die so genannten LCP-Intervalle, die grundlegend fiir das Fol-
gende sind.

Definition 5.47 Seit =t;---t, € ¥* und sei A bzw. L das zugehirige Suffiz-Array
bzw. die zugehorige LCP-Tabelle. Ein Intervall [i : j| mit i < j € [0 : n] heifit ein
LCP-Intervall vom Typ ¢ oder kurz ein ¢-Intervall, wenn

1. L[i] < ¢,
2. Lk] > ¢ fir allek € [i+1: 7],
3. L[k] = £, fiir mindestens ein k € [i +1: j] und
4. Lj+1) < ¢.
Hierbei gelte L[0] = Lin + 1] = —1.

Notation 5.48 (-[i : j] bezeichnet das (-Intervall [i : j].

In Abbildung 5.40 sind die ¢-Intervalle fiir unser Beispielwort MISSISSIPPI noch
einmal illustriert.

Wir werden spéter auch Intervalle der Lange 1 als LCP-Intervalle bezeichnen, die
dann keinen expliziten Typ besitzen.

i | Ald] | L[3] || 4@
0] 12 [ -11S
111 ] 0 |13
2| 8 | 1 | IPPI$
3| 5 | 1 | ISSIPPI$ )
4| 2 | 4 | ISSISSIPPI$ :
5/ 1 | 0 | MISSISSIPPI$ ,
6 10 | 0 | PIS—, s - 00+ 11
719 | 1 | PPI$ '
8| 7 | 0 | SIPPI$
o| 1| 2 | sissppis— 20 18 : 1]
10| 6 | 1 | SSIPPIS 3710 11] '
11| 3 | 3 || SSISSIPPIS :

Abbildung 5.40: Beispiel: Alle ¢-Intervalle fiir MISSISSTPPI
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Lemma 5.49 Seit =ty ---t, € ¥* und sei A bzw. L das zugehdrige Suffix-Array
bzw. die zugehirige LCP-Tabelle. Fiir jedes k € [1 : n] mit LIk] = € existiert ein
(-Intervall [i = j] mit k € [i +1: ]

Beweis: Wir definieren zunéchst einmal ¢ := max{p < k : L[p] < L[k] = ¢} und
Jj:=min{p >k : Llp+ 1] < L[k] = ¢}. Diese existieren nach der erweiterten Defi-
nition von L immer (L[0] = L[n + 1] = —1). Wir behaupten jetzt, dass [i : j]
das gesuchte (-Intervall ist. Nach Definition von i gilt L[i] < ¢, also gilt Bedin-
gung 1 der Definition eines LCP-Intervalls. Analog gilt nach Definition von j gilt
L[j+1] < ¢, also gilt Bedingung 4 der Definition eines LCP-Intervalls. Weiterhin gilt
keli+1:j]+#0und L[k] = ¢, also Bedingung 3 der Definition. Da wir ¢ maximal
und j minimal unter der Bedingung L[p| < L[k] = ¢ wéhlen, gilt L[r] > L[k] = ¢ fiir
alle r € [i + 1 : j] und somit die Bedingung 2. [

Wir halten noch fest, dass diese LCP-Intervalle entweder ineinander enthalten oder
disjunkt sind.

Lemma 5.50 Seien [i : j| und [i' : j'| zwei LCP-Intervalle vom Typ ¢ bzw. €' mit
¢ > 1. Dann gilt entweder [i : j] C [¢';7] oder [i : j]N[i’; 5] =0.

Beweis: Ubungsaufgabe. [

Jetzt definieren wir noch so genannte /-Indizes

Definition 5.51 Seit =t,---t, € ¥* und sei A bzw. L das zugehorige Suffix-Array
bzw. die zugehorige LCP-Tabelle. Wenn [i : j| ein (-Intervall ist und wenn L[k] = ¢
fir ein k € [i + 1: j] ist, dann heif$it k ein (-Index. Die Menge aller (-Indizes eines
(-Intervalls [i : j| wird mit Ly[i : j] bezeichnet.

Definition 5.52 Seit =t,---t, € ¥* und sei A bzw. L das zugehorige Suffix-Array
bzw. die zugehorige LCP-Tabelle. Ein m-Intervall [i' : j'] ist in einem (-Intervall
[i : j] enthalten, wenn i < < j" < j und m > € gilt.

Wenn [i' : §'] ein in [i : j] enthaltenes Intervall ist und es kein anderes ¢"-Intervall
gibt, das in [i : j| enthalten ist und das [i' : j'| enthdlt, dann heifst [i' : j'] ein
Kind-Intervall von [i : j]. Umgekehrt heif$t [i : j] das Elter-Intervall von [i' : j].

Mit Hilfe dieser Enthaltensein-Relation konnen wir zu den LCP-Intervallen auch eine
Baumstruktur generieren. Betrachten wir zunéchst noch einmal den Suffix-Baum fiir
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Abbildung 5.41: Beispiel: Suffix-Baum fiir MISSISSIPPI

Abbildung 5.42: Beispiel: LCP-Intervall-Baum fiir MISSISSIPPI
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MISSISSIPPI in Abbildung 5.41. Konstruieren wir fiir das zugehorige Suffix-Array
und den zugehorigen LCP-Werten den so genannten LCP-Intervall-Baum, der auf
der Enthaltensein-Relation der LCP-Intervall definiert ist. Beachte dabei, dass [0 : n]
immer ein 0-Intervall ist. Weiter ergénzen wir den so konstruierten LCP-Intervall-
Baum um die so genannten Singletons, das sind die einelementigen Mengen von

[0 n).

In der Regel werden wir auch Singletons als Kind-Intervalle zulassen. In Abbil-
dung 5.42 ist der LCP-Intervall-Baum fiir unser Beispielwort MISSISSIPPI angege-
ben.

Man sieht sofort die Ahnlichkeit zum entsprechenden Suffix-Baum. In den LCP-
Intervallen sind also bereits alle wesentlichen Informationen des Suffix-Baumes (ohne
die Blédtter) enthalten. In Abbildung 5.42 entsprechen die schwarzen Kanten der
Enthaltensein-Relation-der Suffix-Bdume und die tiirkisen Kanten den Kanten zu
den Blitter, die nach Definition ja keine f-Intervalle sind. Die roten Kanten ent-
sprechen den Kanten auf das élteste Kind bzw. auf das néchstjiingere Geschwister
gemaf der Definition in der Darstellung eines Suffix-Baumes. Im Folgenden miissen
wir nur versuchen diese roten Kanten aus den LCP-Intervallen zu rekonstruieren.

Lemma 5.53 Sei [i : j] ein (-Intervall und seien iy < iy < --- < iy die (-Indizes
des (-Intervalls [i : j], dann sind die Kind-Intervalle von [i : j] gerade [i : iy — 1],
[il :Z.Q_]-]: poog [Zk .]]

Wir merken hier noch an, dass [i, : i,41 — 1] fiir p € [1 : k—1] durchaus ein Singleton
sein kann.

Beweis: Sei [r: s] eines der Intervalle [i : iy — 1], [y :d0 — 1], ... [ig : J].

Ist [r : s] ein Singleton (d.h. » = s), dann ist [r : s] nach unserer Konvention ein
LCP-Intervall.

Gelte also jetzt r < s. Wir definieren zunéchst

m = min{L[z] : x € [r+1:5s]},

¥ = argmin{L[z] : x€[r+1:5s]}.

Nach Definition des (-Intervalls gilt m > ¢ (da 2’ € [i + 1 : j] \ L[i : j]). Nach
Lemma 5.49 existiert ein m-Intervall I, dass die Position ' umfasst. Nach Definition
der (-Indizes des ¢-Intervalls [i : j] und nach Wahl von m muss diese Intervall [
gerade gleich [r : s] sein, also ist [r : s] ebenfalls ein LCP-Intervall.

In beiden Fillen ist [r : s] in [i : j] enthalten. Weiterhin gilt nach Definition der
¢-Indizes, dass L[i;] = L[is] = --- = L[ix] = £. Also kann es kein ¢'-Intervall [/’ : j']
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5.6. Extended Suffix Arrays 223

mit ¢ > ¢ geben, fir das [r : s] C [/ : j'] € [i : j] gilt, da es dann ein ¢-Index
keli+1:j]mit Lk] =¢ < ¢ geben wiirde.

Offensichtlich sind die Intervalle [i : 4y — 1], [iy @ 49 — 1], ... [ : j] alle moglichen
Kind-Intervalle, die [i : j] besitzen kann. |

5.6.2 Navigation im Extended Suffix-Array

Wie findet man nun das élteste Kind eines ¢-Intervalls? Sei ¢-[i : j] das betrachtete
¢-Intervall. Das erste Kind-Intervall muss die Form ¢'-[i : k] mit ¢ > ¢ haben. Dabei
gilt offensichtlich, dass der erste /-Index der minimale Wert in der LCP-Tabelle im
Bereich [i 4+ 1 : j] sein muss, also gilt fiir das Ende des ersten Kind-Intervalls:

k=RMQ(i+1,5)— 1.

Hierbei nutzen wir aus, dass die RMQ-Anfrage bei mehrdeutigen Ergebnissen immer
den linkesten Index zuriickliefert.

Wie findet man nun den Wert ¢, sofern i < k7 Wir suchen einfach im ersten gefun-
denen Kind-Intervall nach dem ersten ¢-Index respektive nach dem zugehorigen
LCP-Wert:

(' = LIRMQ, (i + 1, k)].

Und wie findet man nun das néchstjiingere Geschwister eines ¢-Intervalls? Dies
lasst sich ebenso leicht mit einer RMQ-Anfrage erledigen, vorausgesetzt, das Elter-
Intervall ist bekannt. Sei also ¢'-[¢' : j* — 1] ein Kind von ¢-[i : j] mit 7/ < j. Dann
gilt offensichtlich fiir das benachbarte, néachstjiingere Geschwister ¢”-[5" : k]:

k=RMQ.(j'+1,7)—1,

sofern L[k 4+ 1] = £. Wenn j' = k haben wir ein Singleton gefunden und fiir j* < k
ist der Typ des LCP-Intervalls gegeben durch:

¢" = LIRMQ, (' + 1, k)].

Andernfalls (also L[k+ 1] < ) haben wir das letzte Kind des Eltern-Intervall ¢-[i : j]
gefunden und setzen k = j, d.h. das gesuchte Kind-Intervall ist [j" : j], den Typ ¢”
von [j": j] ermitteln wir dann wie oben (sofern [j’ : j] kein Singleton ist).

Damit kénnen wir alle Algorithmen auf Suffix-Bdumen, die mit einer Tiefen- oder
Breitensuche implementiert sind, auf Extended Suffix-Arrays iibertragen. Wir wer-
den spéter noch sehen, welche zusétzlichen Datenstrukturen man braucht, um den
Elter eines /-Intervalls auffinden zu koénnen.
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Wir kénnen also die Navigation durch die ¢-Intervalle mit Hilfe einer Datenstruktur
fir RMQ auf der LCP-Tabelle L effizient erledigen. Wie im Kapitel 4 angemerkt,
kann eine solche Datenstruktur fiir n Werte mit 2n + o(n) zusétzlichen Bits auskom-
men.

5.6.3 Optimale Suche in Extended Suffix-Arrays

Basierend auf dem Algorithmus zum Auffinden aller Kind-Intervalle eines ¢-Intervalls
geben wir in diesem Abschnitt einen Algorithmus zum Suchen nach Teilwortern
basierend auf Suffix-Arrays an. Dieser Algorithmus orientiert sich an der Suche nach
Wortern mithilfe von Suffix-Badumen und ist in Abbildung 5.43 angegeben.

Die Invariante im Algorithmus ist die folgende: Wihrend der Suche nach einem
Wort s = s;--- s, gibt die Boolesche Variable prefix an, ob ein Préfix der Lénge
p von s ein Teilwort ¢ enthalten ist oder nicht. Weiterhin ist [¢ : j] ein ¢-Intervall
mit ¢ > p, dass nur Suffixe von ¢ enthélt, die mit dem Préfix s;---s, beginnen.
Dabei wird in der while-Schleife jeweils iiberpriift, ob jeder Suffix im LCP-Intervall
[i : j] mit den ersten k Zeichen von s iibereinstimmt, wobei bereits bekannt ist,
dass es eine Ubereinstimmung der ersten p Zeichen gibt. Dies entspricht im Suffix-
Baum der Uberpriifung, ob das Kantenlabel der eingehenden Kante des zum LCP-
Intervall [i : j] korrespondierenden Knotens mit dem entsprechende Teilwort von s
iibereinstimmt. Im positiven Fall, wird dann das Kind-Intervall ausgewihlt, das der
ausgehenden Kanten entspricht, deren Kantenlabel mit dem Zeichen s,;; beginnt.
Halten wir das Ergebnis im folgenden Satz fest.

Theorem 5.54 In einem Extended Suffiz-Array kann in Zeit O(|X]-m) festgestellt
werden, ob s € X™ in t € X* enthalten ist.

Beweis: Die Korrektheit folgt aus den Zeichenvergleichen. Die Laufzeit folgt aus
der Tatsache, dass bis auf die Auswahl der korrekten Kind-Intervalls alle anderen
Funktionen in konstanter Zeit durchgefiihrt werden kénnen und die Laufzeit somit
proportional zur Anzahl der Zeichenvergleiche multipliziert mit der Maximalanzahl
der Kinder-Intervalle eines LCP-Intervalls ist, also somit hochstens O(|X|-m) betra-
gen kann. [

5.6.4 Auffinden des Elters

Uberlegen wir uns zunéchst, wie man das Elter-Intervall eines (-Intervalls ¢-[i : j]
ermitteln kann. Zunéchst iiberlegt man sich leicht, dass das Elter-Intervall ein ¢'-
Intervall mit ¢ = max{L[i], L[j + 1]} ist. Dies folgt aus der Tatsache, dass jedes
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Find (char s[], int m)

begin
interval [i : j] := [0 : n];
int p :=0;

bool prefix := TRUE;
// prefix=TRUE iff s;---s, is a prefix of tAlKl for all k€ [i: ]

while (([i : j] #0) && (p < m) && (prefix)) do

if (i < j) then /* [i:j] is a LCP-Interval */
| k= min(L[RMQ (i + 1, /)], m); /% & = min(lep(i, /), m) */

else /* [i:j] is a Singleton */
| k:=m;

prefix := (tafi4p = - LA +k—1 = Spt1 - Sk);

pi=F

if (prefix && (p < m)) then
| [i:j] :== getChildIntervalByChar(z, j, sp11);

oatput (prefix)?[i : j] : 0
end

getChildIntervalByChar (int 4, j; char c)

begin

int ¢ := LIRMQ, (i + 1,7)];

interval [’ : j'] := getNextChildInterval(z, j,7);
while ((tap4e # ¢) && (5 < 7)) do

| [ : j'] :== getNextChildInterval(s, j, 7 + 1);
if (ta[)1¢ = c) then return [ : j';
else return (;
end

getNextChildInterval (int i, j, k)

begin

¢ := LIRMQ, (i + 1,7)]; /* [i:j] is an (-interval */
if (k < j) then

L] =RMQ.(k+1,7); /* j' might be an (-index */
if (k=y)|| (L]y ’] > ()) then return [k : j];

else return [k : 7/ — 1];

end

Abbildung 5.43: Algorithmus: Suche s im Extended Suffix-Array von ¢
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LCP-Intervall mindestens zwei Kind-Intervalle umfassen muss und somit zumindest
auf einer Seite des Kind-Intervalls ein ¢-Index Stehen muss. Weiterhin definieren

wir zwei Felder P (wie previous) und N (wie next), die so genannte Previous- bzw.
Next-Tabelle.

Definition 5.55 Seit =t,---t, € ¥* und sei A bzw. L das zugehérige Suffix-Array
bzw. die zugehirige LCP-Tabelle. Dann sind die Previous- und Next-Tabelle gegeben
durch:

Pli] = max{je[0:4] : L[j] < L[i]},
N[f] = min{je[i:n+1] : L[j] < L[]}.

In der Literatur werden diese Previous- bzw. Next-Tabellen oft auch mit PSV bzw.
NSV fur Previous Smaller Values bzw. Next Smaller Values bezeichnet.

Wir halten zunéchst das folgende Lemma fest, wobei der Beweis dhnlich zu dem
Beweis zur Konstruktion des Vektors L? bei der Vorverarbeitung zu RMQ ist (siche
Seite 152).

Lemma 5.56 Seit € X" und S bzw. L das zugehorige Suffiz-Array bzw. die zuge-
hérige LCP-Tabelle. Die Felder P und N kénnen in linearer Zeit erstellt werden.

Beweis: Ubungsaufgabe. [

Mit Hilfe der Felder P und N kann dann das Elter-Intervall ¢'-[¢" : j'] von ¢-[i : j]
leicht wie folgt angegeben werden:

¢ = max{Lli, L[j + 1]}
k = argmax{L[i], L[j + 1]},
i = Pk,

j = NIk -1

Der Beweis hierfiir orientiert sich im Wesentlichen an Lemma 5.49 bzw. an dessen
Beweis.
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5.6.5 Suffix-Links

Es bleibt noch zu iiberlegen, wie man Suffix-Links in die Extended-Suffix-Arrays
integrieren kann.

Definition 5.57 Seit =t;---t, € ¥* und sei A das zugehorige Suffix-Array. Fir
tAl = qw$ mit a € ¥ und w € T* ist o(i) = j mit t*U = w$ der Suffix-Link an
Position 1.

Wie man leicht sieht, gilt die folgende Beobachtung.

Beobachtung 5.58 Seit =t,---t, € ¥* und sei A bzw. R das zugehorige Suffix-
Array bzw. das zugehdrige inverse Suffiz-Array. Dann gilt o(i) = R[A[i] + 1], sofern
Ali]l <n

Wir haben somit nur Suffix-Links fiir Singletons definiert. Diese zeigen selbst jedoch
wieder auf Singletons, namentlich das Intervall [R[A[i] + 1] : R[A[i] + 1]], sofern
Ali] # n+ 1ist. Ist A[i] = n + 1, so beschreibt das Singleton das Suffix $, dessen
Suffix-Link das Wurzel-Intervall 0-[0 : n] ist.

Fiir LCP-Intervalle konnen wir das folgende Lemma beweisen.

Lemma 5.59 Seit =t ---t, € ¥* und sei A bzw. L das zugehorige Suffiz-Array
bzw. die zugehorige LCP-Tabelle. Zu jedem (-Intervall [i : j| mit £ > O existiert
genau ein (¢ — 1)-Intervall [r : s] mit r < o(i) < o(j) < s.

Beweis: Da [i: j] ein (-Intervall ist, gilt offensichtlich fiir alle k € [i + 1 : j], dass
L[k] > ¢. Somit gilt auch fir alle k € [o(i) + 1 : 0(j)], dass L[k] > ¢ — 1.

Da [i : j] ein {-Intervall ist, muss es einen (-Index k € [i + 1 : j] mit L[k] = ¢ geben,
d.h. die beiden Suffixe t** und t4[*~1 stimmen genau in der ersten ¢ Positionen iiber-
ein. Somit stimmen auch die beiden Suffixe A1 = Al ypd AR+ = pAlo(k—1)]
genau in den ersten ¢ — 1 Positionen iiberein und es gilt

Somit muss ein Index k' € [o(k— 1)+ 1:0(k)] C [0(i) +1: 0(j)] den Wert ¢ — 1
besitzen, d.h. L[K'] = ¢ — 1.

Nach Lemma 5.49 existiert dann ein (¢ — 1)-Intervall [r : s], das nach Konstruktion
[0(i) : o(j)] umfasst. |

Version 7.32 Fassung vom 17. Februar 2019



228 Kapitel 5. Suffix-Arrays

Mit diesem Existenz-Satz kénnen wir nun die folgende Definition fiir Suffix-Links
von LCP-Intervallen wagen.

Definition 5.60 Sei t = t;---t, € X* und sei A bzw. L das zugehdrige Suffix-
Array bzw. die zugehirige LCP-Tabelle. Zu jedem (-Intervall [i : j] mit £ > 0 ist das
(¢ — 1)-Intervall [r : s] mitr < o(i) < 0(j) < s das Suffix-Link-Intervall von [i : j].

In Abbildung 5.44 sind die Suffix-Links noch einmal illustriert. Alle nicht eingezeich-
neten Suffix-Links zeigen auf das 0-Intervall.

i | Ali] | L[] ALl
0] 12 | =1 3
1111 ] 0 PP F
21 8 | 1 ,/ _-=7IPPI$
3] 5 1 [ _/-7ZZISSIPPI$ , , A
R 4-13 : 4
40 2 | 4 X771 ZISSISSIPPI$ | \\} |
50 1 |0 /KT \MISSISSIPPIS \ J
6|10 | 0 Lo\ TSN 2PT$ . \ /
N 1-16 : 7 /
719 | 1| AL TP 6:7) S
8| 7] 0 L NN T~ AZSIPPIS =
A 2-18 : 9]--
9 4 2 \\ \::/%J;—:SISSIPPI$J [ \\] // 1—[8 . 11}
0] 6 | 1 TSo_ | “ISSIPPIS 3110 11] '
11| 3 3 ~ SIZSSISSIPPI$ '

Abbildung 5.44: Beispiel: Suffix-Array, LCP-Tabelle und alle ¢-Intervalle fiir das
Wort MISSISSIPPI (auBler dem 0O-Intervall) mitsamt Suffix-Links (aufer denen auf
das O-Intervall)

Der Beweis des folgenden Korollars ergibt sich sofort aus einer genauen Inspektion
des Beweises von Lemma 5.59.

Korollar 5.61 Seit = ty---t, € ¥* und sei A bzw. L das zugehorige Suffix-
Array bzw. die zugehérige LCP-Tabelle. Sei [i : j| ein (-Intervall mit £ > 0 und
sei [r : s| sein Suffiz-Link-Intervall. Dann ezistiert ein (¢ — 1)-Index k € I,_1[r : s]
mit k € [o(i) +1:0(j)].

Seinun [i : j] ein {-Intervall und [r : s] das zugehorige Suffix-Link-Intervall. Dann gilt
r<o(i) < o(j) < sund es existiert ein k € [o(i)+1: o(j)] mit L[k] = £ — 1. Dieses
k ldsst sich mithilfe einer Range Minimum Query Anfrage & = RMQ, (c(i)+1,0(j))
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auf dem Feld L in konstanter Zeit ermitteln (nach einer linearen Vorverarbeitungs-
zeit). Dann kann auch das Suffix-Link-Intervall [r : s] wie folgt bestimmt werden:

k = RMQ.(c(i)+1,0())),
r = Pk,
s = N[k -1

Theorem 5.62 Sei E ein FExtended Suffix Array, dann kann dieses in linearer Zeit
mit linearem Platz so erweitert werden, dass fiir jedes LCP-Intervall von E dessen
Suffix-Link-Intervall in konstanter Zeit aufgefunden werden kann.

5.6.6 LCA-Queries in Extended Suffix-Arrays

Wir wollen nun fir zwei LCP-Intervalle [ : j] und [¢/ : j'] mit ¢ < ¢ (oder i =’ und
j > j') das zum kleinsten gemeinsamen Vorfahren gehorige LCP-Intervall bestim-
men. Gilt j* < j (also [¢' : j/] C [i : j]), dann ist offensichtlich [ : j] ein Vorfahre
von [’ : j'] und somit ist [i : j] das LCP-Intervall, das den niedrigsten gemeinsamen
Vorfahren repréasentiert. Gelte nun also j < j’, dann muss auch j < ¢’ gelten, da sich
LCP-Intervalle nicht iiberlappen kénnen.

Fiir das niedrigste Elter-Intervall ¢-[z : y| von [i : j] und [’ : j'] gilt, dass ein ¢-Index
in der LCP-Tabelle im Intervall [j + 1 : ¢'] stehen muss. Dieser ¢-Index lésst sich
dann wie folgt bestimmen:

k= RMQ,(j + 1,7).
Das zugehorige LCP-Intervall ist dann durch [r : s] mit

r = P[K,
s = NIk]—1.

gegeben. Der Beweis hierfiir orientiert sich wiederum an Lemma 5.49 bzw. an dessen
Beweis.

5.6.7 Speicherplatzbedarf

In diesem Abschnitt fassen wir noch einmal kurz den Speicherplatzbedarf fiir die hier
vorgestellte Variante des Extended-Suffix-Arrays zusammen. Siehe hierzu auch die
Tabelle 5.45. Dort ist die verwendete Datenstruktur genannt und fiir welche Zwecke
diese Datenstruktur verwendet wird. Auf die RMQ-Information zur LCP-Tabelle
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‘ Datenstruktur ‘ Feld ‘ Verwendung ‘

Text t Immer

Suffix-Array A Immer

LCP-Tabelle L Immer

RMQ-Info. Q (Fast)" Immer
Prev/Next-Array | P, N | Parent, Suffix-Link, LCA
Inv. Suffix-Array | R Suffix-Link

Abbildung 5.45: Tabelle: Verwendung Extended Suffix-Array (fiir T siche Text)

kann verzichtet werden, wenn der Algorithmus nur auf einem Bottom-Up-Traversal
des Suffix-Baums besteht. Fiir die Details verweisen wir auf die Originalarbeit von
Kasai, Lee, Arimura, Arikawa und Park.

In der die Tabelle 5.46 ist der fiir unsere Implementierung benotigte Platz sowie
fiir die momentan beste bekannte Implementierung verzeichnet. Der Platzbedarf ist
dabei jeweils in Bit-Komplexitéit angegeben.

Wir gehen zuerst auf den Platzbedarf fiir unsere Implementierung etwas genauer ein.
Fiir den gegebenen Text wird die Zeichenreihe ¢ abgespeichert, dabei wird in der Pra-
xis angenommen, dass jedes Zeichen durch ein Byte dargestellt wird (d.h. || = 256).
Das Suffix-Array (bzw. das inverse Suffix-Array) speichert ja eine Permutation der
Werte aus [1 : n + 1] (bzw. [0 : n]) und benétigt daher pro Eintrag log(n) Bits,
in der Praxis 4 Bytes (n < 23?) bzw. 8 Bytes (n < 2%) je nach Architektur. Die
LCP-Tabelle betrégt normalerweise (aufler bei starken Wiederholungen im Text)
nur kleine Werte, so dass Werte aus [0 : 254] in einem Byte in einem Feld gespei-
chert werden. Sind die Werte gréBer, wird in der LCP-Tabelle der Wert 255 gespei-
chert und der korrekte Wert einer Hash-Tabelle auflerhalb des Feldes. Sind die LCP
groftenteils klein, so bleibt auch die Hash-Tabelle vernachléssigbar klein. Die hier
vorgestellte Methode fiir RM(Q benétigt 8n Bytes. Fiir zusétzliche Funktionalitdten
wir explizite Elter-Information (die bei normalen Suffix-Baum-Traversierungen gar

| Datenstruktur | Platz (gezeigt) | Platz (state-of-the-art) |

Text nlog(|X]) nlog(|X|)
Suffix-Array nlog(n) nlog(|%])
LCP-Tabelle nlog(n) 2n +o(n)
RMQ-Info. 2nlog(n) 2n +o(n)
Prev/Next-Array | 2nlog(n) 2n + o(n)}
Inv. Suffix-Array | nlog(n) f

Abbildung 5.46: Tabelle: Platzbedarf in Bitkomplexitit des Extended Suffix-Array
(fiir T,* siehe Text)

Skriptum zu Algorithmen auf Sequenzen WS2018/19



5.7. Burrows-Wheeler-Transformation und FM-Index 231

nicht benétigt wird) werden noch die Previous- und Next-Tabelle sowie das inverse
Suffix-Array bené6tigt. Speichert man in den Previous- und Next-Tabelle auch nicht
die absoluten Indexwerte, sondern relative Offsets, so sind auch diese oft klein und
es kann derselbe Trick wie beim Speichern der LCP-Tabelle angewendet werden.

Zum Abschluss gehen wir noch kurz auf den aktuellen Stand der Forschung ein. Fiir
das Suffix-Array selbst gibt es bereits speicherplatzeffiziente Varianten, wie beispiels-
weise kompakte oder komprimierte Suffix-Arrays (siehe zum Beispiel die Originalar-
beit von Sadakane oder das Survey von Navarro und Mékinen). Diese kommen mit
einem Platzbedarf von nlog(|X|) oder sogar teilweise Hy - n + o(n) aus, wobei der
Zugriff auf ein Element des Suffix-Arrays dann allerdings polylogarithmische Zeit
kostet. Dafiir wird im selben Platz oft auch der Zugriff auf das inverse Suffix-Array
mit der gleichen Zeitschranke ermdglicht. Hierbei ist Hy € [1,log(|2]|)] die (nullte)
empirische Entropie des zugrunde liegenden Textes t. Fiir Details verweisen wir auf
das Survey von Navarro und Mékinen.

Es gibt auch so genannte Self-Indices, wobei dann auf eine explizite Speicherung von
t verzichtet werden kann. Sowohl die LCP-Tabelle als auch die RMQ-Datenstruktur
kann mit jeweils 2n + o(n) Bits implementiert werden. Fiir die Prev- bzw. Next-
Tabelle gibt es Implementierungen, so dass diese zusammen mit der LCP-Tabelle
und der RMQ-Datenstruktur in 6n + o(n) bendtigen. Eine Implementierung der
Prev- bzw. Next-Tabelle allein ist in 2.544n + o(n) Bits moglich (siche die Original-
arbeit von Fischer). Fiir die weiteren Details verweisen wir auf die Originalliteratur.
Insgesamt ist eine Implementierung eines Textes mit n Zeichen in 4n Bytes moglich
(fiir grofie n).

5.7 Burrows-Wheeler-Transformation und FM-Index

In diesem Abschnitt wollen wir eine andere effiziente Suche in einem Text mittels
eines so genannten Volltext-Indexes vorstellen. Die hierin verwendeten Ideen werden
auch bei den besonders platzsparenden kompakten oder komprimierten Suffix-Arrays
verwendet.

5.7.1 Burrows-Wheeler-Transformation

Zuerst definieren wir formal die Burrows-Wheeler-Transformation.

Definition 5.63 Seit =t;---t, € X* und sei A das zugehorige Suffiz-Array. Dann
ist t = ta)—1 - tapj—1- " -tapm—1 die Burrows-Wheeler-Transformation von t, wobe:
hier to = t,41 = $ angenommen wird.
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i | Al tAfi]—1 Al L.
0] 12 1 $MISSISSIPPI
1] 11 P I$MISSISSIPP
21 8 S IPPISMISSISS
3] 5 S ISSIPPI$MISS
41 2 M ISSISSIPPI$M
5 1 $ MISSISSIPPIS$
6| 10 P PISMISSISSIP
71 9 I PPISMISSISSI
8| 7 S SIPPISMISSIS
9| 4 S SISSIPPISMIS

10| 6 1 SSIPPISMISSI

111 3 1 SSISSIPPISMI

Abbildung 5.47: Beispiel: Burrows-Wheeler-Transformation fiir MISSISSIPPI

Ein Beispiel fiir die Burrows-Wheeler-Transformation fiir unser iibliches Beispielwort

MISSISSIPPI ist in Abbildung 5.47 angegeben.

Oft wird die Burrows-Wheeler-Transformation ohne das Sonderzeichen $ am Ende
definiert. Dann wird in der Regel noch die Position des Buchstabens angegeben, das
eigentlich an der letzten Position steht, siehe auch Abbildung 5.48. Hier wére dann
das Ergebnis der Burrows-Wheeler-Transformation: (PSSMIPISSIL5). Im Falle der
Verwendung des Sonderzeichens $ ist diese Angabe der Zeile nicht notig, da diese
Position gerade durch das $-Zeichen gekennzeichnet ist.

Die Reihenfolge des Suffixe ist hier zufélligerweise im Wesentlichen die gleiche, dies
muss in der Regel nicht sein, spielt aber fiir die Anwendungen keine bedeutende

Ali] | tajg—

Al L

=~ W N | .

—_
=}

— =

_ O © 0o ~J O Ut

LW O = J O
»—i»—iU)U)»—c"U»—iZU)U)"U

IMISSISSIPP
IPPIMISSISS
[SSIPPINISS
ISSISSIPPIM
MISSISSIPPI
PIMISSISSIP
PPIMISSISSI
SIPPIMISSIS
SISSIPPIMIS
SSIPPIMISSI
SSISSIPPIMI

Abbildung 5.48: Beispiel: Burrows-Wheeler-Transformation fiir MISSISSIPPI
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Rolle. Wére beispielsweise M der grofite Buchstabe, wére im Beispiel in Abbil-
dung 5.48 die erste Zeile als vierte Zeile nach hinten gerutscht.

Friither wurde die Burrows-Wheeler-Transformation normalerweise iiber so genannte
zyklische Rotationen definiert.

Definition 5.64 Seit =t,---t, € ¥* und sei t = uv mit u,v € X*. Dann ist vu
die k-te zyklische Rechtsrotation, wobei k = |v].

Wenn man nun alle zyklischen Rechtsrotationen von t$ (also fir alle & € [0 : n])
durchfiihrt und diese lexikographisch sortiert, dann ist die Konkatenation der jeweils
letzten Zeichen dieser lexikographischen sortierten zyklischen Rechtsrotationen die
zugehorige Burrows-Wheeler-Transformation, siehe auch Abbildung 5.47 bzw. Abbil-
dung 5.48.

Die Burrows-Wheeler-Transformation wurde in den 1990ern von Michael Burrows
und David Wheeler zur Datenkompression verwendet und wurde in den 1980ern
bereits von David Wheeler entdeckt. Daher wurde frither auch in der Implementie-
rung tatséchlich die zyklischen Rechtsrotationen sortiert, meist mithilfe eines modi-
fizierten Quicksorts. Seit dem Bekanntwerden effizienter Algorithmen zur Konstruk-
tion von Suffix-Arrays werden nun diese verwendet. Halten wird das als Ergebnis
noch fest.

Lemma 5.65 Die Burrows- Wheeler-Transformierte t fiir einen Text t € X" kann
in Zeit O(n) berechnet werden.

Da das Suffix-Array von t eine Permutation von [0 : n| darstellt, bilden auch die
fiir die Burrows-Wheeler-Transformation verwendeten Indexpositionen eine Permu-
tation von [0 : n]. Somit ist die Burrows-Wheeler-Transformation eine spezielle Per-
mutation der Zeichen in der gegebenen Zeichenreihe t$.

Die Burrows-Wheeler-Transformation hat fiir normale Texte die schone Eigenschaft,
dass sie gleiche Symbole des Alphabets hintereinander gruppiert (bzw. nur durch
einzelne, wenig verschiedene Symbole trennt). Ein Beispiel hierfiir ist fiir die Phrase
Fischers Fritz fischt frische Fische (der besseren Illustration wegen ohne Riicksicht
auf Gro- und Kleinschreibung) in Abbildung 5.49 dargestellt. Dies folgt im Wesent-
lichen aus der Tatsache, dass in solchen Texten die Wahrscheinlichkeit fiir das Auf-
tretens eines Zeichens von seinem Kontext abhingt. Im konkreten Beispiel steht vor
der Phrase CH immer ein S. Daher steht nach einer lexikographischen Sortierung
der zyklischen Rechtsrotationen in den Zeilen, die mit CH beginnen am Ende immer
ein S und bilden somit einen Block. Fiir Texte, deren Buchstabenverteilung stark
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CHERS_FRITZ_FISCHT_FRISCHE_FISCHE_FIS
CHE_FISCHERS_FRITZ_FISCHT_FRISCHE_FIS
CHE_FISCHE_FISCHERS_FRITZ_FISCHT_FRIS
CHT_FRISCHE_FISCHE_FISCHERS_FRITZ_FIS
ERS_FRITZ_FISCHT_FRISCHE_FISCHE_FISCH
E_FISCHERS_FRITZ_FISCHT_FRISCHE_FISCH
E_FISCHE_FISCHERS_FRITZ_FISCHT_FRISCH
FISCHERS_FRITZ_FISCHT_FRISCHE_FISCHE_
FISCHE_FISCHERS_FRITZ_FISCHT_FRISCHE_
FISCHT_FRISCHE_FISCHE_FISCHERS_FRITZ_
FRISCHE_FISCHE_FISCHERS_FRITZ_FISCHT_
FRITZ_FISCHT_FRISCHE_FISCHE_FISCHERS_
HERS_FRITZ_FISCHT_FRISCHE_FISCHE_FISC
HE_FISCHERS_FRITZ_FISCHT_FRISCHE_FISC
HE_FISCHE_FISCHERS_FRITZ_FISCHT_FRISC
HT_FRISCHE_FISCHE_FISCHERS_FRITZ_FISC
ISCHERS_FRITZ_FISCHT_FRISCHE_FISCHE_F
ISCHE_FISCHERS_FRITZ_FISCHT_FRISCHE_F
ISCHE_FISCHE_FISCHERS_FRITZ_FISCHT_FR
ISCHT_FRISCHE_FISCHE_FISCHERS_FRITZ_F
ITZ_FISCHT_FRISCHE_FISCHE_FISCHERS_FR
RISCHE_FISCHE_FISCHERS_FRITZ_FISCHT_F
RITZ_FISCHT_FRISCHE_FISCHE_FISCHERS_F
RS_FRITZ_FISCHT_FRISCHE_FISCHE_FISCHE
SCHERS_FRITZ_FISCHT_FRISCHE_FISCHE_FI
SCHE_FISCHERS_FRITZ_FISCHT_FRISCHE_FI
SCHE_FISCHE_FISCHERS_FRITZ_FISCHT_FRI
SCHT_FRISCHE_FISCHE_FISCHERS_FRITZ_FI
S_FRITZ_FISCHT_FRISCHE_FISCHE_FISCHER
TZ_FISCHT_FRISCHE_FISCHE_FISCHERS_FRI
T_FRISCHE_FISCHE_FISCHERS_FRITZ_FISCH
Z_FISCHT_FRISCHE_FISCHE_FISCHERS_FRIT
_FISCHERS_FRITZ_FISCHT_FRISCHE_FISCHE
_FISCHE_FISCHERS_FRITZ_FISCHT_FRISCHE
_FISCHT_FRISCHE_FISCHE_FISCHERS_FRITZ
_FRISCHE_FISCHE_FISCHERS_FRITZ_FISCHT
_FRITZ_FISCHT_FRISCHE_FISCHE_FISCHERS

SSSSHHH____ CCCCFFRFRFFENIRIHTEEZTS

Abbildung 5.49: Beispiel: Sortierte zyklische Rotationen von Fischers Fritz fischt fri-
sche Fische und in der letzten Zeile die zugehorige Burrows-Wheeler-Transformation
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kontextabhéngig ist, kommen solche Block-Bildungen also oft vor. Dies gilt beispiels-
weise fiir natiirliche Sprachen (wie Deutsch oder Englisch), aber auch fiir Quelltexte
von Programmen oder Aminosduresequenzen.

Fiir die Textkomprimierung kann man dann einfach eine Run-Length-Codierung
darauf loslassen, die einen Block von k£ Vorkommen des Zeichens a durch eine geeig-
nete Codierung von k*a ersetzt, wobei man sich da fiir die Details einer geschickten
Implementierung noch Gedanken machen muss.

In bzip2 wird nach der Burrows-Wheeler-Transformation noch eine Move-to-Front-
Codierung eingesetzt, die den transformierten Text geschickt (und umkehrbar) in
einen Text {iber einem neuen Alphabet ¥’ = [1 : |X|] iibersetzt. Sofern die Burrows-
Wheeler-Transformierte hinreichend grofie Blocke gleicher Zeichen konstruiert, hat
der Text nach der Move-to-Front-Codierung die folgende schone Eigenschaft, dass
kleinere Zeichen (bzgl. <) eine deutlich hohere Auftrittswahrscheinlichkeit besitzen.
Fiir solche Texte mit einer solch schiefen Verteilung der Auftrittswahrscheinlich-
keiten liefert die Huffman-Codierung eine sehr gute Kompressionsrate (nahe am
informationstheoretischen Optimum). Dies nutzt bzip2 in geschickter Weise aus.

Man sollte dabei beachten, dass es fiir jedes echte Kompressionsverfahren, also eines,
das mindestens einen Text verkiirzt, es immer mindestens einen Text gibt, der nach
der Komprimierung langer als der urspriingliche Text (iiber dem gleichen Alphabet)
ist. In der Regel sind solche Texte aber nicht in der Teilmenge der Texte enthalten,
die man komprimieren will, da beispielsweise nicht alle (bzw. sogar die wenigsten)
Zeichenfolgen iiber einem Alphabet einen sinnvollen deutschen Text oder einen Java-
Quelltext ergeben.

5.7.2 Inverse der Burrows-Wheeler-Transformation

Als néchstes wollen wir uns damit beschéftigen, wie man aus der Burrows-Wheeler-
Transformation ¢ wieder die urspriingliche Zeichenreihe ¢ rekonstruieren kann. Damit
wird auch klar, dass die Burrows-Wheeler-Transformation keine willkiirliche Permu-
tation der Zeichen aus t ist. Hierfiir definieren wir die Funktion LF, die fiir eine
Array-Position ¢ angibt, an welcher Position in A das um ein Zeichen ldngere Suffix
ab Position Afi] — 1 (also t41~1) gespeichert ist.

Definition 5.66 Seit =ty ---t, € ¥* und sei A das zugehirige Suffix-Array. Dann
ist die Funktion LF : [0 : n] — [0 : n] wie folgt definiert:
LF(i)=j <= A[jl=A4}]—-1

Hierbei ist bei den Werten von A[-] ggf. 0 mit n+ 1 zu identifizieren.
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i | Ali] | LE(i) | ¢4 ..
0] 12 1 | $MISSISSIPPI
1| 11 6 | ISMISSISSIPP
21 8 8 | IPPISMISSISS
31 5 9 | ISSIPPI$MISS
41 2 5 | ISSISSIPPI$\ I
50 1 0 | MISSISSIPPI$
6| 10 7 | PISMISSISSIP
719 2 | PPI$MISSISSI >
8| 7 10 | SIPPI$MISSIS
9| 4 11 | SISSIPPI$MIS
10| 6 3 | SSIPPI$MISSI
11| 3 4 | SSISSIPPI$MI

Abbildung 5.50: Beispiel: LF-Werte fiir die Burrows-Wheeler-Transformation fiir
MISSISSIPPI

Anschaulich liefert fiir das i-te Zeichen ; in der Burrows-Wheeler-Transformation,
das dem Zeichen t; im urspriinglichen Text ¢ entspricht, die Funktion LF die Posi-
tion j = LF(i) in der Burrows-Wheeler-Transformation ¢, an dem das Zeichen #;
steht, das unmittelbar vor diesem im urspriinglichen Text ¢ steht, also £ _;. In Abbil-
dung 5.50 ist die LF-Funktion durch Pfeile angegeben, die Farben dienen dabei nur
der besseren Unterscheidbarkeit der einzelnen Pfeile.

Ein naiver Ansatz zur Berechnung der LF-Funktion ist in Abbildung 5.51 angegeben.
Diese ist offensichtlich in linearer Zeit durchfiihrbar, allerdings ist der Platzbedarf
relativ hoch (obwohl linear) und insbesondere wird der urspriingliche Text ¢ benétigt.

computeLLF (char t[], int n)

begin
int[n + 1] A := SuffiArray(¢, n);
int[n + 1] R := InverseSuffixArray (¢, n);
for (int j :=0; j < n; j++) do

int i := R[(A[j] mod (n + 1)) + 1];
L LF[] := j;

end

Abbildung 5.51: Algorithmus: Naiver Ansatz zur Berechnung der LF-Funktion
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Wir werden spater platzeffizientere Versionen zur Berechnung der LF-Funktionen
kennen lernen, die als Eingabe wirklich nur die Burrows-Wheeler-Transformierte
benétigen.

Wir zeigen jetzt noch, wie man mithilfe der LF-Funktion aus der Burrows-Wheeler-
Transformierten tatséchlich den urspriinglichen Text rekonstruieren kann. Zu Beginn
kennen wir ja das letzte Zeichen von t$ = ¢, ---t,$, wir miissen dazu in ¢ nur die
Position des Dollarzeichens bestimmen (in der alternativen Fassung wird uns das mit
der Position explizit mitgeteilt). Dariiber hinaus wissen wir sogar, dass der Suffix,
der mit dem Dollar-Zeichen beginnt, im Suffix Array an Position 0 stehen muss.
Von daher steht an Position A[0] — 1 in ¢ das letzte echte Zeichen von ¢, also gilt
ty = tapj-1 = to. Beachte hierbei, dass immer A[0] = n + 1 gilt.

Nehmen wir nun an, dass wir ty - - - t,, bereits rekonstruiert hétten und dass wir fiir
die Bestimmung von {;, die Beziehung ¢}, = ;-1 = t; verwendet haben. Hierbei und
im Folgenden ist zu beachten, dass die Berechnung der Array-Position modulo n+ 1
zu betrachten ist, d.h. falls Ali] — 1 = 0 ist, interpretieren wir diesen Wert als n + 1
(da die Indizierung von ¢ bzw. t$ bei 1 beginnt).

Welches Zeichen in ¢ steht nun unmittelbar vor ¢,? Hier war ¢, = a1 = t; das
letzte Zeichen der virtuellen Zeichenkette ¢ 4p;) - - 8t -t Afij—1 der Lénge n+1, die
im Suffix-Array an Position i gespeichert ist. Das gesuchte Zeichen ty_; = t4p)—2
ist dann das letzte Zeichen der virtuellen Zeichenkette t4p7-1 - - St -t Ali]—2 der
Lange n + 1, die im Suffix-Array an Position j gespeichert ist. Diese Position ist
aber gerade durch A[j] = Ali] — 1 bestimmt und lisst sich mit j = LF(i) ermitteln.
Somit ist dann t,_; = tap-1 = fj = fLF[Z-].

Beachte hierbei, dass wir fiir die Rekonstruktion des urspriinglichen Textes nur die
Burrows-Wheeler-Transformierte und die Funktion LF benotigen. Wir werden spéter
sehen, wie wir die Funktion LF platzeffizient ohne Kenntnis des Suffix-Arrays bzw.
des inversen Suffix-Arrays und auch ohne den urspriinglichen Text ¢ bestimmen
koénnen.

Der Name der Funktion LF kommt von Last-to-First-Mapping, da die Funktion
gerade die Permutation der Zeichen (inklusive der Positionen in ¢$) der letzten auf
die erste Spalte in den sortierten zyklischen Rotationen von t$ darstellt.

In Abbildung 5.52 ist als Beispiel die Rekonstruktion von ¢ aus der Burrows-Wheeler-
Transformierten unseres Beispielwortes MISSISSIPPI angegeben.

Wir kénnen hierbei natiirlich mit Hilfe eines Scans zuerst die Position ¢ des Zeichens $
in der Burrows-Wheeler-Transformierten ¢ von ¢ bestimmen. Die Kenntnis dieser
Position 7 ist aber nicht wirklich nétig, da zum einen das letzte Zeichen von ¢$ immer
das Dollarzeichen ist und da zum anderen der Wert von LF[i] = 0 ist, egal welchen
Wert ¢ hat. Somit kann man bei der Rekonstruktion de Einfachheit halber immer
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6|78 1|9 10|11
I |1
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S+
[—
2
5]
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[—
@)
2

LF() [ 1 glols5lo[7[2]10[11]3] 4
k| i | LFGQ) | tuee | th - ta$
1[G o I [I$
10| 0 1 P | PI$
9|1 6 P | PPIS
8| 6 7 I | IPPIS
T 7| 2 S | SIPPI$
62| 8 S | SSIPPI$
518 | 10 I | ISSIPPIS
4110| 3 S | SISSIPPIS
3131 9 S | SSISSIPPIS
2 19| 11 I | ISSISSIPPI$
1|11] 4 M | MISSISSIPPI$

Abbildung 5.52: Beispiel: Rekonstruktion aus der Burrows-Wheeler-Transformierten
von MISSISSIPPI

gleich mit ¢ = 0 beginnen (weswegen die Indexposition 5 zu Beginn des Beispiels in
Abbildung 5.52 eingeklammert ist).

5.7.3 Berechnung der LF-Funktion

Zuerst stellen wir einige Definitionen zusammen, bevor wir dann eine effiziente
Berechnung der Funktion LF vorstellen.

Definition 5.67 Seit=1t,---t, € ¥* und seit =1q-- -1, die zugehorige Burrows-
Wheeler-Transformierte. Dann ist C : ¥ U{$} — [0 : n] eine Funktion, so dass fiir
a€XU{$}:

Cla)=#{i€0:n] : {; <a}.
Hierbei ist < eine totale Ordnung auf ¥ U {$} und t,., = 3.

Weiter ist Occ : XU {$} x [0 : n] = [0 : n] eine Funktion, so dass fir a € ¥ U {$}
und i € [0 : nl:
Occla,i) =#{k€0:d] : tr=a}.
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In der Definition von C(-) kénnen wir sowohl # als auch t$ verwenden, da ja ¢ nur
eine Permutation von t$ ist und es nur auf die Haufigkeiten der Buchstaben und
nicht auf deren Reihenfolgen ankommt.

Nun stellen wir noch eine Notation vor, damit wir fiir ein Symbol in einem total
geordneten Alphabet auch dessen unmittelbaren Nachfolger in der totalen Ordnung
einfach bezeichnen koénnen.

Notation 5.68 Sei X ein Alphabet mit einer totalen Ordnung < und sei $ ¢ 3 mit
$ < a fir alle a € ¥. Fir a € ¥ U{$} bezeichnet a + 1 den Buchstaben, der in der
totalen Ordnung fir YU{$} unmittelbar auf a folgt. Falls a das grofSte Zeichen in ¥
i1st, dann bezeichnen wir mit a + 1 = T ein virtuelles Zeichen, das gréfier als alle
Zeichen in X U {$} ist.

Es gilt dann immer fiir ein Wort ¢, dass C'($) = 0 und C(T) = |t| + 1 (das Dollar-
zeichen wird ja immer implizit mitverwendet).

Lemma 5.69 Seit = t,---t, € ¥* und sei t = to---1, die zugehorige Burrows-
Wheeler-Transformierte. Fir die zugehérige LF-Funktion gilt dann

LF(i) = C(;) + Occ(t;,i — 1).

Beweis: Betrachten man nun fiir ein ¢ den Eintrag A[i] im Suffix-Array. Es wird
also das Suffix tap - --t,$ bzw. die zyklische Rotation w := ta- - t,8t1 -+ - tap—1
von t$ betrachtet. Von dieser zyklischen Rotation w ist allerdings nur der erste und
letzte Buchstabe bekannt. Der letzte Buchstabe ist nach Definition der Burrows-
Wheeler-Transformation gerade #;. Die jeweils ersten Buchstaben im Suffix-Array
sind sortiert, da das Suffix-Array ja lexikographisch sortiert ist. Da dort genau die
ersten Buchstaben aller Suffixe von t$ stehen, sind dies auch genau die Buchstaben,
die in t$ bzw. ¢ auftreten. Daher kann man diesen Buchstaben mit der Funktion C,
die sich dann aus ¢ bestimmen lésst, wie folgt ermitteln. Der erste Buchstabe von w
ist genau dann a € ¥ U {$}, wenn C(a) <i < C(a+1).

Gesucht wird nun nach der LF-Funktion die Position j, so dass A[j] den Suffix
Lap)—1 -1,$ bzw. die zyklische Rotation w’ = tAp)-1-" bty - ~tafi—2 enthélt. Wo
steht nun w’ im Suffix-Array (bzw. der Teil vor dem Dollar-Zeichen). Offensichtlich
gilt wieder, dass

j € [C(tap1), Cltap+1) = 1] = [C(&),C(E + 1) — 1],

wobei nach Definition der Burrows-Wheeler-Transformation 451 = t; gilt (siehe
auch den roten Bereich in Abbildung 5.53).
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Al t
0
C(t)
J = LF(’L) [
C(t;4+1)—1
1 [

Abbildung 5.53: Skizze: Bestimmung der Position von LFi]

Wir miissen jetzt nur noch die relative Position von w' = tap)-1 - 1,8t - “tali]—2
(bzw. von dem Suffix bis zum Dollarzeichen) im Interval [C(#;), C(t; +1) — 1] bestim-
men. Hierfiir nutzen wir wieder einmal die bekannte Sortierung fiir die Einordnung
von w = tp - - 1,8t - +ta[i—1 aus. Diese endet mit dem Buchstaben ;-1 = t; Fiir
die relative Position sind jetzt nur die Worte interessant, die in der letzten Spalte
(also ) ein #; stehen haben. Mit Occ({;,i—1) bekommen wir die Anzahl dieser Worte,
die lexikographisch kleiner sind. Somit sind C (¢ 4p;-1)+Oce(;,i—1) Suffixe im Suffix-
Array lexikographisch kleiner als das gesuchte. Da die Indizierung des Suffix-Arrays
bei 0 beginnt, steht das gesuchte Wort also an Position j = C(t;) + Occ(t;,i — 1)
(siche auch den dunkelblauen Punkt in Abbildung 5.53). |

Wir kénnen also die LF-Funktion aus der Burrows-Wheeler-Transformierten # direkt
berechnen. Die Funktion C/(+) ldsst sich mittels einfachen Zahlens der Vorkommen
der einzelnen Buchstaben und geschickter Addition in Zeit O(n) ermitteln und als
Feld speichern. Die Funktion Oce(+, -) kann naiv in einer Tabelle der GroBle O(|3|n)
in Zeit O(|3|n) bestimmt und gespeichert werden. Wir werden spéter noch sehen, wie
man mittels einer platzeffizienteren Datenstruktur die Funktion immer in konstanter
Zeit ermitteln kann.

5.7.4 FM-Index

Wir wollen jetzt eine Suche nach einem Suchwort s in einem Text t basierend auf
der Burrows-Wheeler-Transformirten ¢ beschreiben. Es gilt auch hier wiederum, dass
das Suffix-Array (das wir fiir die Suche nicht benétigen werden), die lexikographische
Ordnung der zyklischen Rotation ¢ 4 - - Sty -t Ali]—1 Von t$ beschreibt. Auch hier
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Al t
0
14 °
°
°
r
C(s:)
C(s;)+O0cc(si, —1)=l" |@
°
C(si)+O0cc(si,r)—1=r" |@
n

Abbildung 5.54: Skizze: Bestimmung des Intervalls bei der FM-Riickwartssuche

ist wiederum die Burrows-Wheeler-Transformierte ¢ die Konkatenation der letzten
Buchstaben der lexikographischen Sortierung aller zyklischen Rotationen von ¢$.

Wir nehmen im Folgenden an, dass wir das Intervall [¢ : r| kennen, in dem alle
Suffixe von ¢ mit s;11 - - - S, beginnen. Wir wollen dann das Intervall [¢' : '] bestim-
men, in dem alle Suffixe mir s;---s,, beginnen. Zu Beginn ist ¢ = m und somit
Sma1Sm=cund [(:r] =[0:n].

Als erstes halten wir wiederum (wie im Falle der LF-Funktion) fest, dass
0] C[C(ss),C(ss + 1) — 1]

gilt, da ja das Suffix s; - - - s, des Suchworts mit dem Buchstaben s; beginnt, siehe
auch die schematische Darstellung in Abbildung 5.54. Wir wissen weiter, dass alle
Suffixe im Intervall [¢ : r] des Suffix-Arrays mit s;,1 - - - S, beginnen und diese natiir-
lich lexikographisch sortiert sind. Wir miissen wie im vorigen Beweis der LF-Funktion
nur wieder wissen, wieviele Suffixe, die mit s; beginnen, echt vor s; - 5,41 - - - 5, lie-
gen bzw. mit s; - S;41 -+ - S, beginnen. Dies ldsst sich wieder mit Oce(s;, ¢ — 1) bzw.
Occ(si,r) — 1 ermitteln. Somit gilt

[0 r'] = [C(s;) + Oce(si, £ — 1) : C(s;) + Oce(s;,r) — 1.

Dies ist auch noch einmal in Abbildung 5.54 schematisch dargestellt.
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backwardSearch (char s[], int m)

begin
int ¢ :=0;
int r:=mn;
// Sit1---Sm is always a prefix of tAFl for all ke [(: 7]
// at the beginning, this is true for i=m and [(: 7] =[0:n)]

for (int i :==m; i > 0;i—) do
0:=C(s;) + Oce(s;, 0 — 1);
r = C(s;) + Occ(si, ) — 1;
if (¢ > r) then
| return (;

return [/, 7];
end

Abbildung 5.55: Algorithmus: Riickwértssuche im FM-Index

Damit erhalten wir den in Abbildung 5.55 angeben Algorithmus zur Riickwérts-
suche in Texten, die tatséchlich nur die Burrows-Wheeler-Transformierte und die
Funktionen C(-) und Occ(+, ) benétigt (die beispielsweise als ein Feld C' und als eine
Tabelle Oce mit Platzbedarf von O(|X|-nlog(n)) Bits abgespeichert werden kénnen,
eine platzeffiziente Datenstruktur fiir Oce werden wir spéter noch kennenlernen).

Theorem 5.70 Sei t € ¥" und sei t die zugehorige Burrows- Wheeler- Transfor-
mierte. Ein Suchwort s € ™ kann in Zeit O(m) mit der Rickwdrtssuche in t
gefunden werden, wenn die Funktionen C(-) und Occ(,-) zur Verfigung stehen.

Beweis: Die Korrektheit haben wir fiir die Riickwértssuche bereits gezeigt. Die
Laufzeit ist offensichtlich O(m), wenn nur das Intervall der Positionen erwiinscht
wird. Sollen auch noch die tatséichlichen Positionen von s in ¢ ausgegeben werden,
wird dariiber hinaus noch das Suffix-Array von ¢ benétigt. ]

Volltext-Indizes, die auf der Burrows-Wheeler-Transformierten und einigen weiteren
Hilfsdatenstrukturen aufbauen, nennt man FM-Index. Nach der Journal-Version von
Ferragina und Manzini steht das FM fiir Full-Text Index in Minute Space, hierbei
bedeutet minute dem Sinne nach spérlich. Allerdings deuten die beiden Buchstaben
auch auf die beiden Autoren hin, die diese Art eines Volltext-Indizes entwickelt
haben.

In Abbildung 5.56 ist ein Beispiel fiir eine solche Riickwartssuche nach dem Wort ISS
im FM-Index fiir unser Beispielwort MISSISSIPPI angegeben. In der Abbildung ist
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i| Al | tag =1 | A0 Oce(,) | $|T|M|P]S
0] 12 I $MISSISSIPPI 0 ol1]o0o]o]oO
1] 11 P I$MISSISSIPP 1 o[1]0]1]0
21 8 S IPPI$MISSISS 2 0[1l0|1]1
31 5 S ISSIPPI$MISS 3 0[1l0([1]2
41 2 M ISSISSIPPISNI 4 O[1|1[1]2
50 1 $ MISSISSIPPI$ 5 1|1 1]1]2
6| 10 P PI$MISSISSIP 6 1|1]1]2]2
719 I PPI$MISSISSI 7 1]211]2]2
8| 7 S SIPPIS$MISSIS 8 112]11]2]|3
9| 4 S SISSIPPI$MIS 9 1|2]11]2|4
10| 6 I SSIPPI$MISSI 10 113 11]2|4
11] 3 I SSISSIPPI$MI 11 141|214
|$[T|M|P]|S
ci)ffoj1]5]6]8
[0,r] =1[0:11]
i:3, SZ‘:S

' =C(S) 4 Oce(S,—1) =84+0=28
" =C(S)+ Occ(S,11) =1 =8+4—-1=11

[£,7] = [8,11]

i:2, SZ':S

U'=C(S)+ Oce(S,7) =8+2=10
r'=C(S)+ Occ(S,11) —1=8+4—-1=11

[¢,r] =[10,11]

izl, SZ‘:I

¢ =C()+Oce(I,9) =1+2=3

' =C(I)+ Occ(I,11)—1=1+4—-1=4

[£,7] = [3,4].
Abbildung 5.56: Beispiel: Suche nach s = ISS im FM-Index fiir MISSISSIPPI

oben noch einmal das Suffix-Array dargestellt, von dem nur die letzte Spalte als
Burrows-Wheeler-Transformation tatséchlich bekannt ist. Rechts daneben ist eine
Tabelle angegeben, die die zugehorigen Werte von Occ(-, -) beinhaltet. Darunter ist
ein Feld mit den zugehorigen Werten C(-) angegeben. Ganz unten ist dann fiir jeden
Buchstaben s; von s = s;---s3 = ISS jeweils die Aktualisierung der Intervalle von
[0 : r] nach [¢' : 7'] fiir das Durchlaufen der Werte i = 3,2, 1 angegeben.
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5.7.5 Rank-Select-Datenstrukturen

Fiir die kompakte Darstellung der Funktion Occ(+) bendtigen wir zunéchst noch eine
so genannte Rank-Select-Datenstruktur. Wir definieren zuerst, welche Funktionen
eine solche Datenstruktur unterstiitzen soll.

Definition 5.71 Sei B = B;--- B, € {0,1}" ein Feld der Linge n mit bindren
Eintrdagen, auch kurz Bit-Feld oder Bit-Vektor genannt.

Die Rank-Funktion rank” (i) auf B liefert die Anzahl der Symbole x € {0,1} im
Teilfeld By - - - B;, also rank? (i) := # {k € [1 : 4] : B[k] = z}.

Die Select-Funktion select? (i) auf B liefert die Position j mit B[j] = x, so dass
rank?(j) = gilt, oder n + 1, wenn kein solches j existiert.

Wir werden in diesem Abschnitt allerdings nur die Rank-Funktion genauer dar-
stellen, da wir die Select-Funktion nicht bendtigen werden. Fiir bindre Alphabete
bendtigen wir nur die Rank-Funktion nur fiir ein Zeichen des Alphabets.

Lemma 5.72 Sei B=B;---B, € {0,1}" und i € [1: n]. Dann gilt

ranky (i) = i — rank} (4),

rank? (i) = i — rankp (4).
Beweis: Ubungsaufgabe. [

Wir werden fiir die Burrows-Wheeler-Transformation ¢ fiir t € ¥ fiir jedes Zeichen
in a € ¥ U{$} ein Bit-Array B, der Lange n + 1 erstellen, wobei B,[i] genau dann
den Wert 1 enthilt, wenn #; = a, und andernfalls den Wert 0. In Abbildung 5.57
sind diese Bit-Arrays fiir unser Beispielwort MISSISSIPPI angegeben.

t /T PSSMZ$PISSTII
Bs|0 00O O 1 0O0O0TUO0TU 0O
B,|1 0 00 0 O0O0O 10011
By|l0O 0O 0 0 1 0 0 0O0O0O0 0
Bp|0O 1 00 0 01 00000
Bs|0 0O 1 1 0 0001100

Abbildung 5.57: Beispiel: Bit-Arrays fiir die Burrows-Wheeler-Transformation von
MISSISSIPPI
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Damit erhalten wir sofort, dass Occ(a, i) = rank?e (i) fiir das Bit-Array B,. Wir miis-
sen also nur noch eine effiziente Datenstruktur finden, die konstante Rank-Anfragen
an ein Bit-Array beantworten kann.

Wir legen zuerst ein paar Konstanten fest (wobei wir ab jetzt der Einfachheit anneh-
men, dass das Bit-Array die Lénge n hat):

s = (s)%

Wir stellen uns jetzt das Feld unterteilt in Superblocke der Lénge s vor, weiter
unterteilen wir jeden Superblock in genau s’ Blocke der Lange s', sieche auch Abbil-
dung 5.58.

ke g/ >

B |

S

Abbildung 5.58: Skizze: Block-Einteilung der Bit-Arrays

In einer Vorverarbeitung werden wir jetzt die Rank-Anfragen vorberechnen, die
genau am Ende eines Superblocks enden (also fiir Vielfache von s), d.h. wir erstellen
eine Tabelle R firi € [1: [n/s]]:

R[i] = rank?(i - s).

Die Erstellung dieses Feldes ist mittels eines Scans iiber B offensichtlich in Zeit O(n)
moglich.

Weiterhin bestimmen wir fiir Anfragen, die an genau einer Blockgrenze enden (also
fiir Vielfache von s'), die Anzahl der Einsen vom Beginn des Superblocks, in dem
der Block liegt, bis zum Ende des angegeben Blocks, d.h. wir erstellen eine Tabelle
R firie[l: |n/s]]:
R'[i] = rankP(i-s") —rank?(([i-s'/s] —1)-5)
= rankP(i-s') — R[[i-s'/s] — 1].

Alternativ erhalten wir unter Verwendung von s = (s')%

R'i] = rankP(i-s') —rank?(([i/s'] — 1) s)
= rankl(i-s') — R[[i/s'] —1].

Die Erstellung dieses Feldes ist mittels eines Scans iiber B offensichtlich auch wieder
in Zeit O(n) moglich.
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Weiterhin berechnen wir fiir alle moglichen Bitfelder B” € {0,1}* der Linge s’ die
Rank-Anfragen fiir ¢ € [1 : §'] in einer Tabelle R” vor:

R"[B",i] = rank?" ().

Da es 2° verschiedenen Bitfelder B” der Linge s’ gibt und jeweils fiir alle i € [1 : &']
der Rank-Wert zu i ermittelt werden muss, ist dies in Zeit (und Platz in Maschinen-
wortern)

@) (28/ : 3') =0 (21°g(”)/2 -log(n)) = O (v/n -log(n)) = o(n)

moglich. Dabei kann man mit einem Scan {iber ein Bitfeld jeden Wert in konstanter
Zeit berechnen und die Erzeugung aller Bitfelder der Lange s’ kann mit geschickter
Implementierung im Mittel in konstanter Zeit pro Bitfeld erledigt werden. Somit hat
dieser Schritt sogar einen sublinearen Zeitbedarf.

Damit konnen wir eine Rank-Anfrage rank?(i) mit drei Anfragen an die Tabel-
len R, R und R” stiickweise ermittelt werden, siche hierzu auch die Skizze in
Abbildung 5.59. Die Anzahl der len im Teilfeld B[l : i setzt sich aus den Ein-
sen im Bereich [1 : ([i/s] — 1) - s] (dunkelgelb in Abbildung 5.59), im Bereich
[([i/s] —1)-s+1:([i/s'] =1)-5] (hellgelb in Abbildung 5.59) und im Bereich
[([i/s"] = 1) -8 +1:4] (hellrot in Abbildung 5.59) zusammen.

e g/ > i

S

Abbildung 5.59: Skizze: Beantwortung einer Rank-Anfrage

Fiir die Bestimmung von rank” (i) gilt dann:

rank? (i) = rankP(([i/s] —1)-s)
+ [rank?(([i/s'} — 1)) —rankP(([i/s] — 1) - s)}
+rank? (i — [i/s'] - &)
= R[[i/s] =1+ R[[i/s'"] = 1]+ R'[BY,i— ([i/s'] 1) 5],

wobei B(®) das Bit-Array ist, das in B von Position ([i/s'] —1)-s + 1 mit [i/s'] - s’
steht also B® = B[([i/s'] —1)-s + 1 : [i/s'] - §']. Man iiberlege sich, wie sich
dieses in konstanter Zeit aus dem Bitfeld B extrahieren lésst (unter Verwendung
standardméfig verfiigbarer Bit-Operationen).
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Wie viel Platz bendtigen wir zusétzlich. Fiir das Feld R bendtigen wir O(n/s) Ein-
triage fiir Werte aus [0 : n], also ist der Platzbedarf in Bits

n

) (g .1og(n)) ~0 (M : log(n)) ~0 (logrzn)) — o(n).

Fiir das Feld R’ bendtigen wir O(n/s") Eintrdge fiir Werte aus [0 : s|, also ist der
Platzbedarf in Bits

0 (Sﬁ : log(s)> ~0 (1();”) : log(log(n))) — o(n).

Fiir die Tabelle R” benotigen wir O(2* - s') Eintrige fiir Werte aus [0 : §/], also ist
der Platzbedarf in Bits
0 (25’ s 1og(s')) = 0 (27572 . 1og(n) - log(log(n)))

Vn - log(n) - log(log(n)))
(n).

O
O

—~

|
S

Theorem 5.73 Fiir ein Bit-Array B € {0,1}" der Ldnge n kann eine Hilfsdaten-
struktur mit zusdtzlichem Platzbedarf o(n) Bits erzeugt werden, so dass alle Rank-
und Select-Anfragen in konstanter Zeit beantwortet werden kénnen.

Den Beweis fiir die Rank-Anfragen haben wir geliefert, fiir die Select-Anfragen, die
wir hier konkret nicht benétigen verweisen wir auf die Originalliteratur oder auf das
Survey von Navarro und Mékinen.

Damit erhalten wird das folgende Resultat fiir den FM-Index.

Theorem 5.74 Sei t € ¥" und sei t die zugehorige Burrows- Wheeler- Transfor-
mierte. Ein Suchwort s € ¥™ kann in Zeit O(m) mit der Rickwdrtssuche basie-
rend auf C(-) und Occ(-,-) in t gefunden werden, wobei der Platzbedarf (in Bit-
Komplexitit) fir den FM-Index wie folgt abgeschdtzt werden kann:

n-log(|X]) + |X| - log(n) + |X| - n 4+ o(|2] - n).

Hierbei ist zu beachten, dass fiir die Bestimmung der Positionen von s in ¢ zusétzlich
noch das Suffix-Array benotigt wird.

Beweis: Fiir die Burrows-Wheeler-Transformierte ist der Platzbedarf naturgeméafl
nlog(|]).
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Fiir das Feld C' geniigen |X|log(n) Bits, da der Wert C($) = 0 nicht gespeichert
werden muss.

Fiir die Rank-Select-Datenstrukturen fiir jedes a € X betrdgt der Platzbedarf ins-
gesamt |X|-n 4+ o(|X] - n). Das Bit-Feld fiir das Dollarzeichen werden wir einfach als
eine Zahl bzgl. dessen Indexposition in ¢ speichern. [

5.7.6 Wavelet-Trees

Wir zeigen jetzt noch exemplarisch, wie man mit so genannten Wavelet- Trees den
Platzbedarf der benotigten Rank-Select-Datenstrukturen von n - || + o(n - |X]) auf
nlog(|X]) + o(nlog(|X])) senken kann.

Wir konstruieren zunéchst einen fast balancierten bindren Baum (die Tiefe von zwei
Blattern unterscheidet sich um maximal eins), deren Blétter eindeutig mit den Sym-
bolen aus XU{$} markiert sind. Der Baum hat also genau [X|+1 = |SU{$}| Blétter.
Dazu teilen wir rekursiv an jedem inneren Knoten das zugehorige Alphabet in zwei
etwa gleich grofie Hélften. Sei T mit |T'| > 1 das dem inneren Knoten zugeordnete
Alphabet (zu Beginn ist dann an der Wurzel I' = ¥ U {$}). Das linke Kind erhilt
die Menge I C T" der (%} kleinsten Zeichen aus I' und das rechte Kind erhélt die

Menge I'" C T" der L%j grofiten Zeichen aus I

In Abbildung 5.60 ist ein solcher Baum fiir unser Beispielwort MISSISSIPPI darge-
stellt. Die aufgeteilten Alphabete sind dabei jeweils an den Kanten zu den Kindern
notiert und die die Blatter sind mit den eindeutigen Zeichen aus dem Alphabet
notiert (hier mit der entsprechenden Vielfachheiten der Vorkommen der Buchstaben

des zugrunde liegenden Alphabets im Beispielwort MISSISSIPPI$).

Nun ordnen wir jedem inneren Knoten zuerst eine Teilfolge des urspriinglichen Wor-
tes t zu. Dabei werden alle Buchstaben geloscht, die in dem dem Knoten zugeordne-
ten Alphabet nicht auftreten, also wird dem Knoten v mit zugeordnetem Alphabet I
das Wort #|r zugewiesen. Fiir jeden inneren Knoten v wird nun fiir dieses Wort w,
ein Bit-Array erstellt, wobei jeder Buchstabe aus dem Alphabet I (der ersten Hélfte
von I') eine 0 und jedem Buchstaben aus dem Alphabet I (der zweiten Hélfte von I')
eine 1 zugeordnet wird.

Fiir ein Beispiel wollen wir Occ(I,9) ermitteln (wir nehmen hier der Einfachheit
halber an, dass wir im Beispielwort bei 1 beginnen zu indizieren). Zuerst stellen wir
an der Wurzel fest, dass I zur ersten Hilfte des Alphabets {$, I, M, P, S} gehort. Wir
ermitteln daher rankg”(9) = 4. Das bedeutet, dass es genau 4 kleinere Zeichen (also
aus dem ersten Teilalphabet) gibt, die in den ersten 9 Zeichen des Wortes an der
Wurzel enthalten sind. Nun betrachten wir das linke Kind v’, auch hier ist wieder I
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IPSSMS$PISSII
011100101100

s Iy W}

IMSIII
010000
I$III
10111 M 9SSS
{V \{I}
$ 1111

Abbildung 5.60: Beispiel: Wavelet-Tree fiir MISSISSIPPI

in der kleineren Hilfte des Alphabets enthalten. Hier gibt es jetzt rank,” (4) = 3
kleinere Zeichen in w,s vor der 4-ten Position. Fiir das weitere linke Kind v” ist nun I
in der groBeren Hilfte des Alphabets. Daher bestimmen wir nun rank; " (3) = 2. Wir
wissen nun, dass genau zwei grofere Zeichen bis zur Position 3 in w,» vorkommen. Da
wir nun an einem Blatt (zwangsweise mit dem Symbol I) angekommen sind, wissen
wir, dass insgesamt 2 Zeichen I im urspriinglichen Wort IPSSM$PISSII (der Burrows-
Wheeler Transformierten von MISSISSIPPI$) bis zur Position 9 vorkommen.

Fiir dieses Vorgehen miissen wir nur fiir jeden Knoten die Datenstrukturen fiir Rank-
Select-Anfragen aufbauen. In jedem Level des Baumes sind dabei genau so viele
Bit-Zeichen vorhanden, wie das urspriingliche Wort lang ist, da wir die Buchstaben
der urspriinglichen Burrows-Wheeler-Transformierten ja jeweils nur auf verschiedene
Knoten eines Levels verteilen (mit Ausnahme der untersten Levels). Damit betrégt
der gesamte Platzbedarf nlog(|3|) 4+ o(nlog(|X|)) Bits.

Damit erhalten wird das folgende Resultat fiir den FM-Index.

Theorem 5.75 Sei t € ¥" und sei t die zugehorige Burrows- Wheeler- Transfor-
mierte. Ein Suchwort s € ¥™ kann in Zeit O(log|X| - m) mit der Rickwdrtssuche
i t gefunden werden, wobei der Platzbedarf fir den FM-Index basierend auf dem
Wavelet-Tree fiir t wie folgt in Bit-Komplezitit abgeschitzt werden kann:

2n - log(|X]) + |2] - log(n) 4+ o(n - log(|X])).
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Hierbei ist zu beachten, dass fiir die Bestimmung der Positionen von s in t ebenfalls
noch das Suffix-Array benotigt wird.

Beweis: Fiir die Burrows-Wheeler-Transformierte ist der Platzbedarf naturgeméfl
nlog(|X]).

Fiir das Feld C' geniigt |X|log(n), da der Wert C'($) = 0 nicht gespeichert werden

1muss.

Fiir die Rank-Select-Datenstrukturen mit Hilfe des Wavelet-Trees sind insgesamt
n - log(|X]) + o(nlog(|X])) Bits notig.

Die Suchzeit erhoht sich um den Faktor log(|X]), da fiir eine Abfrage von Occ(a, 1)
im Wavelet-Tree das Blatt mit dem Buchstaben a gefunden werden muss und die
Tiefe des Wavelet-Trees log(|X|) betrégt. |

Hierbei ist zu beachten, dass wir bei den Wavelet-Trees fiir die Rank-Anfragen tat-
sichlich die Anfragen nach 0 und nach 1 benodtigen (im Gegensatz zu der einfachen
Anwendung im letzten Abschnitt) . Die ist nach Lemma 5.72 allerdings kein weiteres
Problem.

Fiir die Implementierung muss nicht fiir jeden Knoten ein Bit-Array mit Rank-
Anfragen angelegt zu werden, dies kann in einem Bit-Array fiir alle Knoten eines
Level des Wavelet-Trees oder sogar fiir alle Knoten des Wavelet-Trees angelegt wer-
den. Aufgrund der regelméfligen Struktur des Wavelet-Trees kann das benotigt Teil-
feld leicht bestimmt werden und mithilfe von hochstens zwei Rank-Anfragen kann
der richtige Wert auch leicht ermittelt werden.

Zum Schluss verweisen wir noch die Succinct Data Structure Library (SDSL), in der
viele succincte Datenstrukturen implementiert sind und leicht verwendet werden
konnen. Dieses ist im GitHub-Repository verfiighar und das Projekt ist im Paper
von Gog, Beller, Moffat und Petri genauer beschrieben.
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Genome Rearrangements 6

6.1 Modellbildung

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit so genannten Genome Rearrangements
beschéftigen. Es hat sich herausgestellt, dass die DNA-Sequenzen von Genen nah
verwandter Spezies sehr dhnlich sind, aber sich die Anordnung der Gene auf dem
Genom doch sehr erheblich unterscheiden kann. Aus diesem Grunde betrachten wir
nun die DNA nicht als Folge von Basenpaaren, sondern als lineare Folge von Genen
bzw. Bereiche von Genen und wollen die Anderungen auf diesem Niveau studieren.

6.1.1 Rearrangements und zugehorige Mutationen

Wir verstehen also im Folgenden unter einem Genom die lineare Abfolge der kodie-
renden Gene auf diesem. In Abbildung 6.1 ist ein kiinstliches Beispiels von zwei
Genomen gezeigt, in der die Gene oder auch zusammengefasste Bereiche von Genen
mit den Buchstaben von A bis J markiert sind.

L F 1 C 1 B 1 H 1 A— 1 G 1 J I-7D 1 E 1 I ]
AT A

I A 1 L [N AR 1 I‘..o'; 1 1 L] 1

o 3 ¥

I F [l DAI’ C [l B [l A [l G [l H [l J [l I ]

Abbildung 6.1: Beispiel: Genome Rearrangement

Wir wollen uns zunéchst einmal iiberlegen, welche biologischen Mutationen solche
Umordnungen der Gene hervorrufen kénnen.

Deletion, Insertion: Wie auf Basen-Ebene konnen hier jetzt jedoch ganze Gen-
Gruppen eliminiert oder eingefiigt werden. Siehe hierzu auch Abbildung 6.2.

I i i | -~ e
Abbildung 6.2: Skizze: Deletion bzw. Insertion
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Duplikation: Hierbei werden ganze Gruppen von Genen dupliziert. Siehe hierzu
auch Abbildung 6.3.

[l 1L A I | —_— [l 1L A I A I |

Abbildung 6.3: Skizze: Duplikation

Inversion, Reversion: Die Ordnung der Gene wird in einem Teilbereich umge-
dreht. Fiir den biologischen Begriff Inversion verwenden wir den mathematisch
korrekten Begriff der Reversion. Siehe hierzu auch Abbildung 6.4.

— — — I i I |
Abbildung 6.4: Skizze: Reversion

Transposition: Bei einer Transposition werden zwei benachbarte Bereiche von
Gengruppen miteinander vertauscht. Siehe hierzu auch Abbildung 6.5.

I i IBl i — I—IL —

Abbildung 6.5: Skizze: Transposition

Translokation: Bei einer Translokation werden von jeweils zwei Chromosomen die
jeweiligen Enden vertauscht. Siehe hierzu auch Abbildung 6.6.

B . DB . By

Abbildung 6.6: Skizze: Translokation

Fission: Hierbei wird ein Chromosom in zwei neue Chromosomen aufgesplittet.

Siehe hierzu auch Abbildung 6.7.

|L|_, #

Abbildung 6.7: Skizze: Fission

Fusion: Bei der Fusion werden zwei Chromosome zu einem neuen Chromosom ver-
schmolzen. Siehe hierzu auch Abbildung 6.8.

|L|_, #

Abbildung 6.8: Skizze: Fusion
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Bei Genomen von mehreren Chromosomen kann eine Duplikation nicht nur einen
Bereich sondern auch ein ganzes Chromosom duplizieren. In Abbildung 6.9 ist ein
Beispiel fiir ein Genome Rearrangement angegeben. Man sollte sich iiberlegen, dass
es zumindest eine kiirzere Folge von Operationen fiir dieses Beispiel gibt.

F C B H A G J D E 1 Deletion
F C B H A G J D I Reversal
F D J G A H B C 1 Reversal
F D C B H J 1
F D C B A G H J 1

Abbildung 6.9: Beispiel: Ein Genom Rearrangement

6.1.2 Permutationen

Fiir die folgenden Untersuchungen betrachten wir folgende Einschrankungen:

Keine Deletionen/Insertionen: Diese sind sehr leicht festzustellen, da man nur
iiberpriifen muss, welche Gruppen nur auf einem Genom vorhanden sind und
welche nicht.

Keine Duplikate/Duplikationen: Diese machen momentan die mathematische
Analyse noch sehr schwierig, deshalb konzentrieren wir uns zunéchst auf den
einfacheren Fall ohne Duplikate.

Mono-chromosomale Genome: Dies ist eine vorldufige Einschrinkung, um die-
sen Fall zuerst behandeln zu kénnen.

Aufgrund des Ausschluss von Duplikaten, konnen wir die Gen-Gruppen in einem der
beiden Genome von 1 bis n in der auftretenden Reihenfolge durchnummerieren. Da
auch keine Insertionen und Deletionen erlaubt sind, muss das andere Genom dann
eine Permutation der Zahlen von 1 bis n darstellen. Siehe hierzu auch das Beispiel in
Abbildung 6.10. Damit kann das eine Genom als Permutation von [1 : n| dargestellt

Q|8

9
I
I

— | =
co T
o QI w
w |z e
Ut I > Ot
o Qo
= |~

79

Abbildung 6.10: Beispiel: Nummerierung der Gen-Gruppen

werden, wihrend das andere Genom dann ohne Beschriankung der Allgemeinheit als
Identitét beschrieben werden kann.
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Definition 6.1 Sein € N, dann heifst

Sp=A{(m1,...,mn) : {m,...,m} =[1:n]}

die symmetrische Gruppe und seine Elemente Permutationen. Die zugehorige Opera-
tion o ist die Hintereinanderausfihrung von Permutationen, die durch (moo); = o,
definiert ist.

Wie allseits bekannt ist, ist (S, o) eine Gruppe. Mit id = (1,...,n) bezeichnen wir
die identische Permutation.

Damit stellt sich nun die folgende Frage: Wie viele (und welche) Elementaroperatio-
nen (wie Reversionen oder Transpositionen) sind notig, um eine gegebene Permuta-
tion m € S, in die Identitét zu iiberfithren (d.h. zu sortieren).

REARRANGEMENT DISTANCE

Eingabe: Eine Permutation 7 € S,,.
Gesucht: Eine kiirzeste Folge von Elementaroperationen py, ..., pp vorgegebenen
Typs mit mop;0---0p, =id.

Der minimale Abstand ist ein Maf fiir den evolutiondren Abstand. In Wirklichkeit
kann der Abstand auch grofler sein, aber der tatsédchliche Abstand ist logischerweise
nur aus den beiden Anordnungen in den Genomen nicht mehr rekonstruierbar. Es
ist auch mehr als plausibel, dass der von der Natur gewédhlte Weg relativ nah am
kiirzest moglichen Weg liegt, da sinnlose Umwege eher unwahrscheinlich sind.

Reversionen oder Transpositionen sind Generatoren der symmetrischen Gruppe, d.h.
fiir jedes m € S, existieren py,...,p, mit m = p; o --- 0 pp. Auch Reversionen und
Transpositionen konnen wir in Form von Permutationen (im Sinne von Abbildungen)
angeben:

CoN lewvs—=1 2 441 --- j—=1 7 j+1---n
Rev(i,j) = < L--vi—=1 5 yj—1---a+1 @ j+l---n
. - 1oova—1 { e E+1---n
Tpos(i,j, k) = <1~-~z’—1 i e itk—j—1 k+1~-~n)

Man beachte hierbei, dass in dieser Darstellung die Einfarbung der griinen und
blauen Bereiches bei einer Transposition nicht notwendigerweise korrekt dargestellt
sind und eine korrekte Darstellung auch immer von den konkreten Werten ¢, 7 und
k abhéngt.

Weiterhin muss man auch beachten, dass man Permutationen auf zwei Arten inter-
pretieren kann: zum einen als aktuelle Umordnung der Elemente und zum anderen als
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Permutation als Umordnung Permutation als Abbildung
= (2,3,1,5,4) ™= (7251)

Reversion p; = (2,4) Py = G i 3 3 g)

T =(2,5,1,3,4) moph=(31155)
Reversion py = (1,4) rh=(, § )1 g)
Tepropr=(3,1,5,2,4) mopioph=(55743)
Transposition 7 = (1,2, 4) T = (;1), i :f 3 2)
mepr-p2-T=1(523,1,4) W’op’lop’QOT’:(igggi’)

Abbildung 6.11: Beispiel: Rechnen mit Permutationen

Abbildungsvorschrift. Der letztere Fall hat den Vorteil, dass man dann auch die Ele-
mentaroperationen als Permutationen auffassen kann und die Verkniipfung der sym-
metrischen Gruppe genau der Ausfithrung dieser Elementaroperationen entspricht.
Um die beiden Darstellungsarten unterscheiden zu kénnen, wird die Umordnung
(2,3,1,5,4), interpretiert als Abbildung, durch (; f ; g Z) notiert. In der Abbildung
bedeutet dies beispielsweise, dass das erste bzw. vierte Element an die dritte bzw.
fiinfte Stelle kommt. Genau dort steht auch die 1 bzw. die 4 in der Umordnung. In
der Abbildung 6.11 ist ein etwas umfangreicheres Beispiel mit Anwendungen von

Reversionen und Transpositionen angegeben.

Man beachte, dass wir im Folgenden der Einfachheit halber oft die Schreibweise fiir
Umordnung auch fiir Abbildungen verwenden werden.

6.2 Sorting by Reversals

In diesem Abschnitt wollen wir uns nun mit dem Genome Rearrangement beschéf-
tigen, wenn nur Reversionen als Elementaroperationen verwendet werden diirfen.

SORTING BY REVERSALS (MIN-SBR)

Eingabe: Eine Permutation w € S,,.
Gesucht: Eine kiirzeste Folge von Reversionen py,...,pr mit mop;o---0 p, =id.
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6.2.1 Komplexitat von Min-SBR

In diesem Abschnitt wollen wir kurz ohne Beweise auf die Komplexitiat von Min-SBR
eingehen. Man kann zeigen, dass Min-SBR ein NP-hartes Optimierungsproblem ist.
Viel schlimmer noch, Min-SBR ist sogar APX-hart.

Definition 6.2 Ein Optimierungsproblem P gehort zur Klasse APX, wenn es einen
polynomiell zeitbeschrdinkten Algorithmus A sowie ein r > 1 gibt, so dass A eine r-
Approzimation fir P ist.

Hierbei bedeutet r-Approximation, dass der Algorithmus eine Losung liefert, die
héchstens um den Faktor » von der optimalen Losung abweicht.

Ein APX-hartes Optimierungsproblem gehort somit zu den schwierigsten Proble-
men der Klasse, die sich bis auf einen konstanten Faktor approximieren lassen. Eine
weitere Folgerung ist, dass APX-harte Probleme kein polynomielles Approximati-
onsschema besitzen kénnen (auBer wenn P = N'P).

Ein Optimierungsproblem gehort zur Klasse PTAS (Polynomial Time Approxima-
tion Scheme), wenn es ein Polynom p und einen Algorithmus A gibt, der fiir jedes
e > 0 das Problem P in Zeit p(x) fiir die Eingabe x mit Approximationsrate 1 + ¢
16st. Hierbei kann das Polynom p aber durchaus exponentiell in 1/e sein (und wird
es in der Regel auch sein). Eine Folgerung aus der Komplexitétstheorie fiir APX-
harte Probleme ist, dass sie nicht zur Klasse PTAS gehoren konnen (aufler wenn

P = NP).

Mit Hilfe des PCP-Theorems iiber probabilistisch verifizierbare Beweise konnten
Berman und Karpinski sogar zeigen, dass jeder polynomielle Approximationsalgo-
rithmus fiir Min-SBR, eine Approximationsrate schlechter als 1.008 haben muss,

auBer wenn P = NP gilt.

Theorem 6.3 Jeder polynomielle Approximationsalgorithmus fir Min-SBR hat
eine Approzimationsgiite von 1.008 oder schlechter, aufler wenn P = NP.

6.2.2 2-Approximation fiir Min-SBR

Nach den schlechten Nachrichten aus dem vorherigen Abschnitt wollen wir jetzt
noch zeigen, dass es zumindest einen einfachen Algorithmus gibt, der Min-SBR in
polynomieller Zeit bis auf einen Faktor 2 16st.

Definition 6.4 Sei w € S,,, dann heifit (0,m,...,m,,n+ 1) die erweiterte Permu-
tation von w € S,,.
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Beachte, dass wir bei dieser Definition von erweiterten Permutationen die Indizes
ab 0 (statt 1) laufen lassen. Wir werden im Folgenden nur erweiterte Permutationen
betrachten. Dabei diirfen die neuen Werte 0 und n + 1 nie von einer Elementarope-
ration verdndert werden.

Definition 6.5 Sei m € S, eine erweiterte Permutation. Ein Breakpoint von 7 st
ein Paar (i,i+ 1) mit i € [0 : n], so dass |m; — 41| # 1. Dann bezeichnet b(w) die
Anzahl der Breakpoints von .

In 7 = 0/432|7|1]|56|89 sind die Breakpoints mit blauen Strichen markiert. Offen-
sichtlich gilt b(7) = 5.

Lemma 6.6 Se: 7 € S, eine erweiterte Permutation, dann sind mindestens f&g)w
viele Reversionen ndétig um m in die Identitat zu tuberfihren.

Beweis: Die Identitét ist die einzige erweiterte Permutation mit b(7) = 0. Offen-
sichtlich kann jede Reversion maximal 2 Breakpoints eliminieren. Daraus folgt die
Behauptung. [

Aus diesem Lemma wird klar, warum wir die erweiterten statt der gegebenen Per-
mutationen betrachten. Ansonsten gidbe es neben der Identitéit auch noch die Per-
mutation (n,n —1,...,2,1) ohne Breakpoints.

Definition 6.7 Sei w € S,, eine erweiterte Permutation.

e FEin Strip von  ist eine mazimal konsekutive Teilfolge (m;, ..., ;) von ™ ohne
einen Breakpoint.

o [in Strip heifst steigend bzw. fallend, wenn m; < --- < 7; bzw. m; > -+ > T,
qgilt.

e [inelementige Strips sind fallend, aufler sie sind (0) oder (n + 1). Die Strips
(0) und (n + 1) sind steigend.

In Abbildung 6.12 sind fiir die Permutation 7 die steigenden Strips griin und die
fallenden rot angezeichnet.

w ol sfglsfasfs o

IS N Uy Iy | S | S—

Abbildung 6.12: Beispiel: Strips in einer erweiterten Permutation
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Lemma 6.8 Sei w € S, eine erweiterte Permutation.

a) Gehort k € [1:n] zu einem fallenden Strip und k — 1 zu einem steigenden Strip,
dann existiert eine Reversion p, die mindestens einen Breakpoint entfernt, d.h.

b(mop) < b(m).

b) Gehort ¢ € [1:n] zu einem fallenden Strip und £ + 1 zu einem steigenden Strip,
dann existiert eine Reversion p, die mindestens einen Breakpoint entfernt, d.h.

b(mop) < b(m).

Beweis: zu a): Betrachten wir zuerst den Fall, dass k& in der Permutation vor
k — 1 auftaucht, wie in Abbildung 6.13 illustriert. Da k zu einem fallenden Strip
gehort, kann k& + 1 nicht unmittelbar hinter k stehen. Da k£ — 1 zu einem steigenden
Strip gehort, muss k£ — 2 unmittelbar vor k — 1 stehen (man tiberlegt sich leicht, dass
in diesem Fall £ — 1 ¢ {0,n + 1}). Also kann k£ — 1 auch nicht unmittelbar hinter k
stehen und nach k bzw. k —1 ist ein Breakpoint. Wie man leicht sieht, sorgt die dort
angezeigte Reversion p dafiir, dass mindestens ein Breakpoint verschwindet .

k+1] & [ o Jk-2]k-1

| : p :

k+1| k [k—1]k—2

Abbildung 6.13: Skizze: Beweis zu Teil a), 1. Fall

Betrachten wir jetzt den Fall, dass k£ in der Permutation nach k£ — 1 auftaucht, wie
in Abbildung 6.14 illustriert. Da k zu einem fallenden und k£ —1 zu einem steigenden
Strip gehort, kann k& — 1 nicht unmittelbar vor k£ in der Permutation stehen. Da
k — 1 zu einem steigenden Strip gehort, muss & — 2 unmittelbar vor k£ — 1 stehen
(auBler £k — 1 = 0). Weiterhin ist unmittelbar nach k bzw. k — 1 ein Breakpoint. Wie
man leicht sieht, sorgt die dort angezeigte Reversion p dafiir, dass mindestens ein
Breakpoint verschwindet.

lk—2k—1] - | | &

| : p :

[k2lk—1] k| |

Abbildung 6.14: Skizze: Beweis zu Teil a), 2. Fall
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zu b): Betrachten wir zuerst den Fall, dass ¢ in der Permutation vor ¢ + 1 auf-
taucht, wie in Abbildung 6.15 illustriert. Da ¢ zu einem fallenden und ¢+ 1 zu einem
steigenden Strip gehort, kann ¢ nicht unmittelbar vor £ + 1 in der Permutation ste-
hen. Da ¢+ 1 zu einem steigenden Strip gehort, muss ¢ 4+ 2 unmittelbar hinter ¢ + 1
in der Permutation stehen (aufier ¢ = n). Weiterhin ist unmittelbar vor ¢ bzw. £+ 1
ein Breakpoint. Wie man leicht sieht, sorgt die dort angezeigte Reversion p dafiir,
dass mindestens ein Breakpoint verschwindet.

¢ | Je+rfe+2]

| | p :

| | ¢ [e+1]e+2]

Abbildung 6.15: Skizze: Beweis zu Teil b), 1. Fall

Betrachten wir jetzt den Fall, dass ¢ in der Permutation nach ¢ + 1 auftaucht, wie
in Abbildung 6.16 illustriert. Da £ + 1 zu einem steigenden Strip gehort, muss £ + 2
unmittelbar hinter £+ 1 in der Permutation stehen. Weiterhin ist unmittelbar vor ¢
bzw. £+ 1 ein Breakpoint. Wie man leicht sieht, sorgt die dort angezeigte Reversion
p dafiir, dass mindestens ein Breakpoint verschwindet. [

(+1]e+2] - 0] |

| : p !

le+2le+1] ¢ | |

Abbildung 6.16: Skizze: Beweis zu Teil b), 2. Fall

Korollar 6.9 Sei m € S, eine erweiterte Permutation mit einem fallenden Strip.
Dann existiert eine Reversion p mit b(m o p) < b(m).

Beweis: Sei k das kleinste Element, das in einem fallenden Strip liegt. Offensichtlich
gilt £ > 1. Dann muss also K — 1 > 0 in einem steigenden Strip liegen. Mit dem
vorhergehenden Lemma folgt die Behauptung.

Sei alternativ ¢ das grofite Element, das in einem fallenden Strip liegt. Offensichtlich
gilt ¢ < mn. Dann muss also { +1 < n + 1 in einem steigenden Strip liegen. Mit dem
vorhergehenden Lemma folgt die Behauptung. [
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Lemma 6.10 Sei m € S, eine erweiterte Permutation ohne fallenden Strip, dann
ist entweder ™ = id oder es existiert eine Reversion p, so dass wo p einen fallenden
Strip enthdlt und b(m o p) < b(mw).

Beweis: Sei 7 # id. Sei (0,...,4) und (j,...,n+1) die beiden steigenden Strips, die
die Endsymbole 0 und n+1 enthalten. Da 7 # id gilt, muss auch :+1 < j—1 gelten.
Fiihrt man nun eine Reversion p = (i + 1, — 1) durch, so kann sich die Anzahl der
Breakpoints nicht erhéhen. Nach der Reversion sind also Strips, die nicht (0, ..., 1)

und (j,...,n+1) enthalten, fallende Strips, da sie vor der Reversion steigend waren.
Dies ist in Abbildung 6.17 illustriert. [
Strip Strip
w0l 1| -+ |2 v |l J| | nin+1

=27 —‘ Die Strips waren steigend.
“ Nach der Reversion sind alle
= b(mo p) < b(m) Strips fallend.

Abbildung 6.17: Skizze: Eine Permutation ohne fallende Strips

Damit erhalten wir eine 4-Approximation, da mit Lemma 6.10 immer ein fallen-
der Strip erzeugt werden kann, ohne die Anzahl der Breakpoints zu erhéhen, und
anschliefend mit Korollar 6.9 ein Breakpoint entfernt werden kann. Somit kann mit
maximal zwei Reversionen ein Breakpoint entfernt werden. Mit der unteren Schranke
aus Lemma 6.6 folgt die Behauptung.

Lemma 6.11 Sei m € S, eine erweiterte Permutation mit mindestens einem fal-
lendem Strip. Sei k bzw. € das kleinste bzw. grofite Element in einem fallenden Strip
in . Sei p bzw. o die Reversion, die k — 1 und k bzw. { und ¢ + 1 zu benachbarten
Elementen macht. Wenn weder mo p noch o o fallende Strips enthalten, dann ist
p=o0 und b(wop) =0b(r)—2.

Beweis: Nehmen wir zunédchst an, dass k vor kK — 1 in der Permutation 7 auftritt.
Da k das kleinste Element in einem fallenden Strip ist, muss sich £ — 1 in einem auf-
steigenden Strip befinden, d.h. k — 2 steht unmittelbar vor £ —1 in 7. Die zugehorige
Reversion p erzeugt dann aber einen fallenden Strip, sieche Abbildung 6.18.

lk+1| k| [k — 2|k — 1]
I p |

Abbildung 6.18: Skizze: k tritt vor k£ — 1 auf
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Es gilt also, dass k — 1 vor k in der Permutation 7 auftritt, wie in Abbildung 6.19
illustriert.

[k —2|k - 1] lk+1]| &
: p |
Abbildung 6.19: Skizze: k — 1 tritt vor k auf

Analog gilt fiir die Betrachtung von o, dass £ vor /41 in der Permutation 7 auftreten
muss. Siehe hierzu auch Abbildung 6.20.

| ¢ [e—1] l+1fe+2] -
| g |

Abbildung 6.20: Skizze: ¢ tritt vor £ + 1 auf

Wir beobachten jetzt Folgendes: Die Reversion ¢ muss den Strip mit k& umdrehen,
sonst enthélt moo den fallenden Strip, der k enthélt; Die Reversion p muss den Strip
mit ¢ umdrehen, sonst enthélt 7 o p den fallenden Strip, der ¢ enthélt.

Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir jetzt an, dass p # o gilt. Also existiert
ein Strip, der nur von ¢ oder nur von p gedreht wird.

Fall 1: Es existiert ein Strip, der nur von p gedreht wird. Ist dieser Strip fallend,
dann bleibt dieser Strip in 7 o ¢ ebenfalls fallend. Dies ist aber ein Widerspruch
zu unserer Annahme. Also muss dieser Strip steigend sein. Dann enthélt aber 7o p
einen fallenden Strip und wir erhalten auch in diesem Fall einen Widerspruch zu den
Voraussetzungen.

Fall 2: Es existiert ein Strip, der nur von o gedreht wird. Die Argumentation verlauft
analog zum ersten Fall und wir erhalten auch hier einen Widerspruch.

Also muss p = o sein. Diese Situation ist in Abbildung 6.21 illustriert.

m lk—2]k—1] ¢ [e—1] - Jek+1] & [e+1]0+2]
o=p
mop lk—2lk—1] k |k+1] - Je—1] ¢ [e+1]0+2]

Abbildung 6.21: Skizze: Der Fall p = o

Wire k = ¢, dann wére nach k bzw. vor ¢ kein Breakpoint. Also gilt k£ # ¢ und es
werden offensichtlich genau zwei Breakpoints eliminiert. [

Version 7.32 Fassung vom 17. Februar 2019



262 Kapitel 6. Genome Rearrangements

6.2.3 Algorithmus und Laufzeitanalyse

In diesem Abschnitt entwerfen wir basierend auf den Lemmata des letzten Abschnitts
einen Approximationsalgorithmus fiir das Min-SBR Problem. Der Algorithmus selbst
ist in Abbildung 6.22 angegeben.

SBR_Approx (permutation )

begin
list Reversals = NULL;
int numReversals = 0;
while (7 # id) do
if (7 has a decreasing strip) then
let k be the minimal element of any decreasing strip in 7;
let 7 be the position of k in 7;
let ¢/ be the position of £ — 1 in 7;
if (i < i) then

| let p:= (" + 1,4);
else

| let p:=(i+1,7);
if (7 o p has no decreasing strip) then
let ¢ be the maximal element of any decreasing strip in ;
let 7 be the position of ¢ in 7;
let j' be the position of £ + 1 in m;
if (7' > j) then

L let p:= (5,5 = 1);
else

| let p:= (5,5 — 1);

else

// 7 has no decreasing strips

let (i,7 4+ 1) be the leftmost breakpoint in 7;
let (7 — 1,7) be the rightmost breakpoint in 7;
| let pi=(i+1,j—1);

T 1= T 0 p;
Reversals = append(Reversals, p);
numReversals++;

end

Abbildung 6.22: Algorithmus: 2-Approximation fiir Min-SBR

Dabei verwenden wir fiir Permutationen mit fallenden Strips im Wesentlichen die
Aussage von Lemma 6.8 bzw. Korollar 6.9. Hierbei verwenden wir allerdings eine sol-
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che Reversion, die entweder eine Permutation mit fallenden Strip generiert oder aber
mindestens zwei Breakpoints entfernt, siche Lemma 6.11. Besitzt die Permutation
keinen fallenden Strip, dann verwenden wir die Aussage von Lemma 6.10.

Damit erhalten wir das folgende Theorem.

Theorem 6.12 Der vorherige Algorithmus liefert eine 2-Approximation fir Min-
SBR mit Laufzeit O(n?).

Beweis: Dass der Algorithmus eine Losung des Min-SBR, Problems liefert, ist klar.
Wir miissen nur noch die Aussagen iiber die Approximationsgiite und die Laufzeit
beweisen.

Nach Lemma 6.6 gilt: d(m) > [b(7)/2], wobei d(7) die minimale Anzahl von Rever-
sionen ist, die notig sind, um 7 zu sortieren. Wir miissen fiir eine 2-Approximation
also zeigen, dass mit jeder Reversion im Schnitt ein Breakpoint entfernt wird.

Fiir Permutationen mit fallendem Strip ist das klar, da wir dann jeweils eine Rever-
sion anwenden, die mindestens einen Breakpoint entfernt (siche Lemma 6.8 bzw.
Korollar 6.9).

Wie kann jetzt iiberhaupt eine Permutation ohne fallende Strips entstehen? Ent-
weder durch eine Reversion, die zuvor zwei Breakpoints eliminiert hat (siche auch
Lemma 6.11), oder in der urspriinglich gegebenen Permutation.

Im ersten Fall konnen wir die zwei eliminierten Breakpoints mit der folgenden Rever-
sion verrechnen, die keinen Breakpoint entfernt (aber auch keine neuen erzeugt) und
einen fallenden Strip generiert.

Auflerdem iiberlegen wir uns leicht, dass die letzte Reversion ebenfalls zwei Break-
points entfernen muss, da es keine erweiterte Permutation mit genau einem Break-
point geben kann. Auch in diesem Fall kénnen wir die zwei entfernten Breakpoint
der allerletzten Reversion mit dem Nichtentfernen eines Breakpoints der allerersten
Reversion errechnen, falls die Eingabepermutation keine fallenden Strips enthalten
sollte.

Nun zur Laufzeit. Die Anzahl der Durchldufe der while-Schleife: ist O(b(7)) = O(n).
Weiterhin betréigt die Arbeit pro Schleifendurchlauf O(n). Somit ist die Gesamtlauf-
zeit O(b(m)n) = O(n?). |

Eine verbesserte Losung mit einer Giite von 3/2 mit Laufzeit O(n?) ist von Christie
entworfen worden. Der beste bislang in der Literatur bekannte Approximationsalgo-
rithmus mit polynomieller Laufzeit hat eine Giite von 11/8. Fiir Details verweisen
wir auf die Originalliteratur von Berman, Hannenhalli und Karpinski.
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6.3 Eine bessere untere Schranke fiir Min-SBR

In diesem Abschnitt wollen wir eine bessere untere Schranke fiir die Anzahl beno-
tigter Reversionen angeben.

6.3.1 Breakpoint-Graphen

Zuerst definieren wir den so genannten Breakpoint-Graphen.

Definition 6.13 Se: 7 € S,, eine erweiterte Permutation. Der Breakpoint-Graph
ist ein Graph G(m) = (V, E), der wie folgt definiert ist:

o Vi=[0:n+1];
e F:=R,UD,, wobei

R, = {{m,mip1} : i €[0:n]A|m — mipa| # 1},
Dﬂ' = {{ﬂ'i’ﬂ'j}:ivje[0:n+1]A|7Ti_7Tj|:1A|i—j|7&1}.

Die Kanten in R, bzw. in D, werden auch als Reality-Edges bzw. Desire-Edges
bezeichnet.

Reality-Edges werden im Breakpoint-Graphen als rote Kanten und Desire-Edges als
griine Kanten gezeichnet. Manchmal ist es auch sinnvoll fiir benachbarte Positio-
nen, die keinen Breakpoint darstellen, im Breakpoint-Graphen die entsprechenden
Reality- und Desire-Edges einzuzeichnen. Formal handelt es sich hierbei um einen
Multi-Graphen (da es dann natiirlich zwischen zwei Knoten mehr als eine Kante
geben kann, ndmlich maximal zwei, die dann unterschiedlich geférbt sind).

Definition 6.14 Se: m € S,, eine erweiterte Permutation. Der erweiterte Break-
point-Graph ist ein Multi-Graph G'(w) = (V', E'), der wie folgt definiert ist:

o V':=[0:n+1];
o E':=R/_UD., wobei

w2

R = {{m,m1} : 1 €[0:n]},
D, = {{m,m} :4,j€0:n+1A|m—m;|=1}.

Die Kanten in R bzw. in D. werden auch als Reality-Edges bzw. Desire-Edges
bezeichnet.
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Wir halten jetzt noch die folgende fundamentale Beziehung zwischen Breakpoint-
Graphen und erweiterten Breakpoint-Graphen fest.

Lemma 6.15 Sei 7 € S, eine erweiterte Permutation, dann gilt G(m) C G'(r).

In Abbildung 6.23 ist fiir die Permutation 7 = (4,3,2,7,1,5,6,8) der zugehorige
(erweiterte) Breakpoint-Graph illustriert.

G(r) —— m=(0,4,3,2,7,1,5,6,8,9)

alternierende Kreisverbindung
8 T—1—2——7

0—4 3 2—7—1—5 6—8 9

5\ /é
1=
Abbildung 6.23: Beispiel: Ein (erweiterter) Breakpoint-Graph

Wir definieren jetzt noch das Gegenteil von Breakpoints, die so genannten Adjazen-
zZen.

Definition 6.16 Sei m € S, eine erweiterte Permutation. Eine Adjazenz von m ist
ein Paar (i,i4+1) mit i € [0: n], so dass |m; — mi41| = 1. Die Anzahl der Adjazenzen
von m wird mit a(mw) bezeichnet.

Die folgende Beobachtung entstammt der Tatsache, dass jeder Zwischenraum (4, i+1)
fir 7 € [0 : n| entweder ein Breakpoint oder eine Adjazenz ist.

Beobachtung 6.17 Es gilt b(w) + a(w) = n + 1 fir jede erweiterte Permutation
m™EeS,.

Wir geben jetzt jetzt noch formal eine Notation fiir die optimale Anzahle an Rever-
sionen

Notation 6.18 Sei m € S,, eine erweiterte Permutation, dann bezeichnet d(m) die
minimale Anzahl an Reversionen, die nétig sind, um m zu sortieren.
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Fiir die zu entwickelnde untere Schranke werden Zyklenzerlegungen des Breakpoint-
Graphen eine wichtige Rolle spielen.

Definition 6.19 Sei G = (V,E) mit E = E; U Ey ein 2-kantengefirbter Multi-
Graph, in dem jeder Knoten zu gleich vielen Kanten aus Ei wie zu Fo inzident
ist, d.h. |[{e€ By :vee}| = |{e€ Ey:veEe}| fir jeden Knoten v € V. Eine
alternierende Zyklenzerlegung C(G) von G ist eine Menge von Kreisen C4, .., Cy
mat:

O Uf:l V(CZ) - V:
pu— E’

¢ Uf:1 E(C;)
e E(C))NE(C;) =0 firallei+#je[1:k],

e [n jedem Kreis C; = (véi), . ,véik)i_l)) der Linge 2k; mit i € [1 : k| sind die
Kanten alternierend gefdrbt, d.h. fir alle j € [0: k; — 1] gilt

(ngj)vvgz')Jrl) € By und (Uézj)Jrl?U((;)jJrQ)mod@ki)) € E,.

In Abbildung 6.23 sind rechts zwei verschiedene alternierende Kreise dargestellt. Fiir
den Breakpoint-Graphen G(m) rechts in Abbildung 6.23 gibt es vier verschiedene
alternierende Zyklenzerlegungen, ndmlich

{(0,4,5,1),(7,1,2,7,6,8)}
{(0,4,5,1),(7,2,1,7,6,8)}
{(0,4,5,1,2,7,8,6,7,1)}
{(0,4,5,1,2,7,6,8,7,1)}

Basierend auf einer alternierenden Zyklenzerlegung definieren wir den wichtigen
Parameter c(m).

Notation 6.20 Sei 7 € S, eine erweiterte Permutation. Dann bezeichnet ¢(m) bzw.
d(m) die Anzahl von Kreisen einer maximalen alternierenden Zyklenzerlegung von

G(m) bzw. G'(7).

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass dann d(7) > b(7)—c(r) gilt. Da im Breakpoint-
Graph jeder Kreis die Lange mindestens 4 hat und somit mindestens zwei Reality-
Edges enthilt, und die Anzahl Reality-Edges gerade b() ist, gilt ¢(7) < Y™ Daraus

2
folgt, dass dies eine Verbesserung von Lemma 6.6 darstellt.
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6.3.2 Elementare Beobachtungen

Bevor wir zum Beweis der unteren Schranke fiir das Sortieren mit Reversionen kom-
men, halten wir einige fundamentale Eigenschaften des Breakpoint-Graphen fest.

Beobachtung 6.21 Sei m € S, eine erweiterte Permutation und sei G(m) (bzw.
G'(m)) der zugehorige (erweiterte) Breakpoint-Graph. Dann gilt ¢'(7) = c(m) + a(m).

Den Beweis dieser Beobachtung iiberlassen wir dem Leser zur Ubung.

Beobachtung 6.22 Sei m € S,, eine erweiterte Permutation und sei G'(w) der
zugehorige erweiterte Breakpoint-Graph. Fiir jeden Knotenv € [1 : n| gilt deg(v) = 4
in G'(m). Es gilt sogar, dass jeder Knoten zu genau zwei roten und zu genau zwei
grinen Kanten inzident ist.

Diese Beobachtung folgt unmittelbar aus der Definition des erweiterten Breakpoint-
Graphen.

Lemma 6.23 Sei m € S, eine erweiterte Permutation und sei G'(w) der zugeho-
rige erweiterte Breakpoint-Graph. Fine Reversion p erzeugt eine neue alternierende
Zyklenzerlegung von G'(wo p), in der sich die Anzahl der Kreise gegentiber ¢/ (m) um
héchstens eins dndert.

Beweis: Eine Reversion kann nur die Reality-Edges des erweiterten Breakpoint-
Graphen verdndern. Durch die Reversion werden zwei Reality-Edges entfernt und
zwei neue hinzugefiigt. Genauer gesagt, werden zwei entfernte Reality-Edges (i,17)
und (4, 7') durch (4, 7) und (¢'5') ersetzt. Dabei kann die Anzahl der Kreise sich nur
um eins dndern. Dies kann man genauer der Abbildung 6.24 entnehmen. Dort sind

Abbildung 6.24: Skizze: Anderung der alternierenden Zyklenzerlegung durch eine
Reversion
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nur die Pfade der Zyklen (in blau) skizziert, die die (beiden roten) Breakpoints bzw.
Adjazenzen verbinden, auf denen die Reversion operiert. Diese konnen nur entweder
ein oder zwei Zyklen sein. [

Nun beweisen wir die fundamentale Figenschaft, dass jede Reversion die Anzahl
von Kreisen in einer maximalen alternierenden Zyklenzerlegung um hoéchstens eins
dndern kann.

Lemma 6.24 Sei m € S, eine erweiterte Permutation und sei p eine Reversion.
Dann gilt | (wo p) — ' (m)] < 1.

Beweis: Betrachten wir eine maximale alternierende Zyklenzerlegung von G’(m)
mit ¢/(m) Zyklen. Nach dem vorherigen Lemma erzeugt eine Reversion p eine alter-
nierende Zyklenzerlegung von G'(m o p), deren Anzahl nur um eins niedriger ist, d.h.
d(mop)>d(m)—1.

Betrachten wir eine maximale alternierende Zyklenzerlegung von G'(w o p) mit
d(m o p) Zyklen. Nach dem vorherigen Lemma erzeugt eine Reversion p eine alter-
nierende Zyklenzerlegung von G'(m o p o p), deren Anzahl der nur um eins niedriger
ist, d.h. d(mropop)>d(mop)—1.

Da Reversionen zu sich selbst invers sind, d.h. p~! = p, gilt dann auch

d(m)=d(mopop)y=C(mropop)>d(rop)—1.

Insgesamt gilt also |¢/(7) — (7 o p)| < 1 und somit die Behauptung. |

Theorem 6.25 Sei 7w € S,, eine erweiterte Permutation und sei p eine Reversion.

FEs gilt |b(m o p) — c(m o p) — (b(w) — ¢(m))] < 1.

Beweis: Im erweiterten Breakpoint-Graphen G’() gilt nach dem letzten Lemma
[d(mop) =<1,

wobei () die Anzahl von Zyklen einer maximalen Zyklenzerlegung des erweiter-
ten Breakpoint-Graphen G’(w) ist. Mithilfe der vorherigen Beobachtung 6.21, dass
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d(m) = ¢(m) + a(m), wobei ¢(m) die Anzahl der Zyklen einer maximalen Zyklenzer-
legung des normalen Breakpoint-Graphen G() ist, gilt dann

le(mop)+a(mop)—c(r) —a(m)| < 1.
Mit der vorherigen Beobachtung 6.17, dass a(m) = n + 1 — b(w), gilt weiter
le(mop)+(n+1)—bmop)—c(m) —(n+1)+b(m)| < 1.

Daher gilt auch
|b(m 0 p) = c(mwop) — (b(m) —c(m))| < 1
und somit die Behauptung. [

6.3.3 Die untere Schranke

Jetzt konnen wir die angekiindigte untere Schranke beweisen.

Theorem 6.26 Fiir jede erweiterte Permutation m € S, gilt d(7) > b(w) — c().

Beweis: Sei pyg, ..., p1 eine kiirzeste Folge von Reversionen, die 7 sortiert, und sei
T = m, w1 = m o p; fiir i € [1: k] sowie mp = id. Somit ist d(7w) = k. Es gilt,
dass dann auch p;,...,p; fiir alle ¢ € [1 : k| eine kiirzeste Folge von Reversionen

ist, die m; sortiert (also d(m;) = i). Nach Definition von d und m; gilt zunéchst
d(m;) < d(mi—1) + 1. Ware d(m;) < d(m;—1) + 1, dann gébe es eine kiirzere Folge als
Pis- -, p1, die m sortiert, was nicht sein kann.

Dann gilt aufgrund von Theorem 6.25 (1 > ¢(m; o p;) — b(m; o p;) — (¢(m;) — b(m;)))
firie [1: k|

d(m) =d(mi—1) + 1 > d(mi—1) + c(m; 0 pi) — b(m; 0 p;) — (e(m;) — b(m;))
Daraus folgt sofort:

d(mi) = (b(m;) — c(mi))

AV,

\%
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—~
|
(=)
N
|
—~
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~—
|
O
—~
|
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~—

Mit ¢ = k folgt sofort
d(m) — (b(m) — c(m)) = d(m) — (b(mk) — (7)) = 0.
Also gilt d(m) > b(m) — ¢(m). |
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Korollar 6.27 Fiir jede erweiterte Permutation w € S, gilt d(7) > n+1— ().

Beweis: Nach dem vorherigen Satz gilt d(7) > b(m) — ¢(7). Nach Beobachtung 6.17
gilt b(m) = n+ 1 — a(7) und nach Beobachtung 6.21 gilt ¢/(7) = ¢(7) + a(w). Also
folgt

d(m) > b(m) —c(m)
(n+1—a(r)) — ((7) —a(m))
= n+1-d(n)

und somit die Behauptung. [

Wir halten zum Abschluss dieses Abschnittes noch folgende Bemerkungen fest.

e Bereits die Bestimmung einer maximalen Zyklenzerlegung von G(7) oder G’()
ist N'P-hart.

e Bei Verwendung von Prifix-Reversionen statt normaler Reversionen heifit das
Problem auch Sorting by Prefix Reversals bzw. Pancake Flipping und wurde
zuerst 1979 von Gates und Papadimitriou untersucht. Allerdings wurde dabei
nicht der Abstand fiir ein Paar von Permutationen bestimmt, sondern der
maximale mogliche Abstand fiir alle Paare von Permutationen (auch Durch-
messer genannt). Hierfiir gilt

d(S,) = max {d(r) : 7€ S} < g(n +1).

Interessanterweise wurde Bill Gates spéter fiir andere Entwicklungen bekannt.

e Eine erweiterte Fassung des Pancake Flipping ist da so genannte Burnt Pan-
cake Flipping (auch Sorting by Oriented Prefiz Reversals). Hierbei sind die
Pfannkuchen von einer Seite angebrannt, die dann der Optik wegen besser auf
der Unterseite zu liegen kommt (so dass man sie eben nicht sehen kann). Die-
ses Problem wurde Anfang der 90er von Cohen und Blum genauer untersucht.
Interessanterweise ist David S. Cohen spéter als Mitentwickler von Futurama
unter dem Namen David X. Cohen bekannt geworden.

e Der angegebene Approximationsalgorithmus verwendet Reversionen, die auf
zwei Breakpoints operieren. Es gibt allerdings Permutationen, bei denen es
besser ist, solche Reversionen zu verwenden, die nicht nur auf Breakpoints
operieren. Man kann jedoch zeigen, dass nur das Aufbrechen kurzer Strips
hilfreich sein kann.
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e Auch allgemeinere Fragestellung wurden bereits untersucht. Gegeben sei eine
Menge von Generatoren pi,...,p;r von S, und eine Permutation m € .5,.
Gesucht wird die kiirzeste Darstellung fiir 7 mithilfe der Generatoren der
symmetrischen Gruppe. Dieses Problem ist selbst fiir & = 2 bereits PSRACE-
vollsténdig.

6.4 Sorting by Oriented Reversals

In diesem Abschnitt wollen wir nun so genannte orientierte Permutationen betrach-
ten. Bei einer Reversion wird ja nicht nur eine Gengruppe bzw. ein Gen umgedreht
sondern auch die natiirliche Ordnung innerhalb dieser Gengruppe bzw. des Gens, das
durch die Leserichtung auf der DNA gegeben ist. Von daher erscheint es sinnvoll,
sich nicht nur die Gengruppe zu merken, sondern auch deren Leserichtung bzw. auf
welchem Strang der DNA sie kodiert sind. Bei einer Reversion werden sie ja dann
auf den entsprechenden Komplementérstrang verlagert.

6.4.1 Orientierte Permutationen

Formalisieren wir zunéachst solche orientierten Permutationen.

Definition 6.28 Sei @ = (7y,...,7,) € [—n : n|" eine Folge ganzer Zahlen mit
17| = (|71],...,|Tn|) € Sp. Dann ist T eine orientierte Permutation. Die Menge
aller orientierten Permutationen bezeichnen wir mit S,,. S, wird auch als orientierte
symmetrische Gruppe bezeichnet.

Man kann die Verkniipfung von zwei orientierten Permutationen wie folgt definieren
(moa)(i) = sgn(w(i)) - o(|7[(i)), wobei |7|(i) = |7(i)] ist. Der Leser moge sich iiber-
legen, dass mit dieser Verkniipfung von Abbildungen auf S,, eine Gruppe definiert
wird.

Definition 6.29 Sei® € S, eine orientierte Permutation, dann operiert eine orien-
tierte Reversion (oder auch kurz eine Reversion) p = (i, j) wie folgt:

TOop= (1, s Micty, =Ty eney—Tiy Tty - -5 7p)-

Auch hier definieren wir wieder erweiterte orientierte Permutationen.

Definition 6.30 Sei @ € S, eine orientierte Permutation, dann bezeichnet die
Folge (40,71, ..., T, +(n+ 1)) die zugehdrige erweiterte orientierte Permutation.
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In Abbildung 6.25 ist ein Beispiel fiir eine erweiterte orientierte Permutation und
eine orientierte Reversion p = (2,4) angegeben.

T = (+0,43,41,+6,-2,+4, —5,47)
W—/
p
7op = (+0,43,+2,—6,—1,4+4, —5,+7)

Abbildung 6.25: Beispiel: Orientierte Reversion (2, 4) in einer erweiterten orientierten
Permutation

Damit erhalten wir die folgende Problemstellung.

SORTING BY ORIENTED REVERSALS (MIN-SOR)

Eingabe: Eine orientierte Permutation 7 € S,,.
Gesucht: Eine kiirzeste Folge von orientierten Reversionen py, ..., pg, so dass gilt:
TopLo---0p, =id.

Auch fiir orientierte Permutationen kénnen wir (orientierte) Breakpoints und (ori-
entierte) Adjazenzen definieren.

Definition 6.31 Sei 7 € S, eine erweiterte orientierte Permutation. Dann ist
(1,4 + 1) eine orientierte Adjazenz oder kurz eine Adjazenz, wenn ein j € [0 : n]
existiert mit:

o (T4, Tip1) = (+7,+(J + 1)) oder

o (7, Tir1) = (—=(j +1),—J).
Andernfalls heifit (i,i+1) ein orientierter Breakpoint oder kurz ein Breakpoint. Die

Anzahl der orientierten Breakpoints bzw. der Adjazenzen einer orientierten Permu-
tation T € S, bezeichnet man mit b(7) bzw. a(7).

Nun kénnen wir noch eine Bezeichnung fiir die minimale Anzahl orientierter Rever-
sion zur Sortierung orientierter Permutationen festlegen.

Notation 6.32 Sei 7 € S,, eine erweiterte orientierte Permutation. Dann bezeich-
net d(7) die minimale Anzahl von orientierten Reversionen, die notig sind, um 7 zu
sortieren.
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Fiir eine einfache Weiterbearbeitung von orientierten Permutationen definieren wir
jetzt die zugehorige unorientierte Permutation.

Definition 6.33 Sei @ € S, eine orientierte Permutation, dann ist 7 € Sy, die
zugehorige unorientierte Permutation, wobei m = (my, . .., mo,) mit:

° (7'['22‘_1,71'22‘) = (277'2 = ].,277}), wenn w; > 0,

° (7721',1,71'%) = (2|7_TZ|, (2|ﬁ1| = 1)), wenn ; < 0.

Im Allgemeinen werden wir die erweiterte zugehorige unorientierte Permutation
betrachten. In Abbildung 6.26 ist ein Beispiel einer erweiterten orientierten Per-
mutation mit ihrer zugehoérigen erweiterten unorientierten Permutation angegeben.

T = (+40,43,-2,—1,+4, —5,+6)

A NNy
(0,°5,6,°4,3,72,1,7,8,10,9,11)

Abbildung 6.26: Beispiel: Zu einer orientierten Permtation zugehorige unorientierte
Permutation

Im Folgenden werden wir immer die zugehorigen erweiterten unorientierten Permu-
tationen und darauf operierende Reversionen betrachten. Dabei operieren Reversio-
nen aber immer nur auf Breakpoints in der zugehorigen erweiterten unorientierten
Permutation.

6.4.2 Reality-Desire-Diagram

Wir definieren nun das Analogon von Breakpoint-Graphen fiir orientierte Permuta-
tionen, so genannte Reality-Desire-Diagrams.

Definition 6.34 Sei @ € S,, eine erweiterte orientierte Permutation und sei 7 die
zugehorige erweiterte unorientierte Permutation. Dann ist das (erweiterte) Reality-
Desire-Diagram (kurz RDD) G(7) bzw. G'(7) der (erweiterte) Breakpoint-Graph
G(7) bzw. G'(m) mit der Einschrinkung, dass es fiir jedes i € [1 : n] keine Reality-
bzw. Desire-Edges zwischen (2i — 1) und (2i) gibt.

In Abbildung 6.27 ist fiir die Permutation 7 = (43, —2, —1, +4, —5) das zugehorige
erweiterte Reality-Desire-Diagram (RDD) angegeben.
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0—>5 6—4 3—2 1—7 §—10 9—11

Abbildung 6.27: Beispiel: Erweitertes RDD einer orientierten Permutation

Zuerst halten wir fest, dass die maximalen alternierenden Zyklenzerlegungen im Falle
von Reality-Desire-Diagram sehr einfach, weil eindeutig werden.

Beobachtung 6.35 Sei @ € S, ecine erweiterte orientierte Permutation und sei
G'(7) das zugehdorige erweiterte Reality-Desire-Diagram. Dann ist jeder Knoten in
G'(7) zu genau einer roten und genau einer grinen Kante inzident. Damit gibt es
genau eine Zyklenzerleqgung in alternierende Kreise und diese kann in Linearzeit
ermittelt werden.

Notation 6.36 Sei 7 € S, eine erweiterte orientierte Permutation. Die Anzahl
der alternierenden Kreise im (erweiterten) Reality-Desire-Diagram G(7) bzw. G'(T)
werden mit ¢(7) bzw. &(7) bezeichnet.

Damit folgt im Wesentlichen das folgende Lemma

Lemma 6.37 Sei m € S,, eine beliebige erweiterte orientierte Permutation, dann

gilt d(7) > b(w) — () (@) =n+1-2(7).

Beweis: Sei m € S,, die zu 7 € S, gehorige unorientierte Permutation. Dann
gilt b(7) = b(r) sowie &(7) = c(m). Offensichtlich kann jede Folge von Reversionen
von 7 in eine Folge von Reversionen in 7 verwandelt werden und umgekehrt, sofern
fiir keine Reversion (7, ) (mit i < j gilt) in 7 gilt, dass 7 gerade oder j ungerade
ist. Denn genau dann werden die kiinstlich erzeugten Zweier-Strips der zugehdrigen
unorientierten Permutation nie aufgebrochen.

Insbesondere kann eine optimale Folge von Reversionen fiir die orientierte Permu-
tation nicht kiirzer sein als eine optimale Folge von Reversionen fiir die zugehorige
unorientierte Permutation und die untere Schranke iibertragt sich, d.h.

d(7) > d(r) > b(r) — c(n) = b(7) — &(7).

Fiir das erweiterte Reality-Desire-Diagram gilt ¢ (7) = ¢/(7) — n, da die Adjazen-
zen innerhalb der neu erzeugten Zweierstrips im erweiterten Reality-Desire-Diagram
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nicht gezéhlt werden. Also gilt:

di7m) >d(r)>2n+1-{d(m)=2n+1—(@(7) +n) =n+1-2(7).

Damit sind die Behauptungen gezeigt. [

6.4.3 Der Overlap-Graph

In diesem Abschnitt betrachten wir noch ein weiteres Hilfsmittel, den so genannten
Overlap-Graphen. Zuerst definieren wir noch orientierte und unorientierte Desire-
Edges im Reality-Desire-Diagram.

Definition 6.38 Sei 7 € S, eine erweiterte orientierte Permutation und sei G(%)
bzw. G'(7) das zugehdrige (erweiterte) Reality-Desire-Diagram. Eine Desire-Edge ist
orientiert, wenn die beiden inzidenten Reality-Edges in G(7) bzw. G(T) in gegenldu-
figer Richtung durchlaufen werden. Ansonsten heif$t die Desire-Edge unorientiert.

In Abbildung 6.28 sind alle vier méglichen Félle einer Desire-Edge mit ihrer Einord-
nung illustriert. Nun kénnen wir die Orientierung von Desire-Edges auf Kreise in der
eindeutigen alternierenden Zyklenzerlegung im Reality-Desire-Diagram iibetragen.

orientierte unorientierte

Abbildung 6.28: Skizze: Orientierte und unorientierte Desire-Edges

Definition 6.39 Sei © € S, eine erweiterte orientierte Permutation und sei G(7)
bzw. G'(7) das zugehorige (erweiterte) Reality-Desire Diagram. Ein Kreis in G(T)
bzw. G(7) heifst orientiert, wenn er eine orientierte Desire-Kante enthdlt. Die ande-
ren Kreise bezeichnet man als unorientiert.

In Abbildung 6.29 sind orientierte und unorientierte Kreise schematisch in der Kreis-
und in der Intervall-Darstellung illustriert.
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orientierte unorientierte

orientiert

unorientiert

Abbildung 6.29: Skizze: Orientierte und unorientierte Kreise in der Kreis-Darstellung

Kommen wir nun zur Definition eines Overlap-Graphen.

Definition 6.40 Sei 7 € S, eine erweiterte orientierte Permutation und sei wei-
ter G'(7) = (V', R U D,) das zugehirige erweiterte Reality-Desire-Diagram. Der
Overlap-Graph OV (7)) = (V, E) ist dann wie folgt definiert:

o V=D,

o £:={{e €} : e €D, unde schneidet ¢ in G'(7)}.

In der obigen Definition bedeutet, dass sich zwei Desire-Edges schneiden, wenn sich
ihre Darstellung als Sehnen im Reality-Desire-Diagram schneiden. In der linearen
Darstellung miissten bei der Bewertung des Schneidend alle Desire-Edges oberhalb
(bzw. unterhalb) der Reality-Edges gezeichnet werden.

In Abbildung 6.30 ist fiir das Beispiel der bislang verwendeten orientierten Per-
mutation T = (+3, -2, —1 4+ 4, —5) der zugehorige Overlap-Graph angegeben (die
orientierten Desire-Edges sind blau dargestellt).

{0, 1}

{10,11} {2,3}
|

{8,9} {4,5}

{6,7} ~

Abbildung 6.30: Beispiel: Ein Overlap-Graph fir 7 = (43, -2, —1, +4, —5)

Der Begriff der Orientiertheit ldsst sich nun auch auf Zusammenhangskomponenten
des Overlap-Graphen ausdehnen (die, wir spater sehen werden, Mengen von Kreisen
entsprechen).
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Definition 6.41 Sei @ € S, eine erweiterte orientierte Permutation. Ein Kno-
ten von OV (7) heif§t orientiert, wenn er zu einer orientierter Desire-Edge korre-
spondiert. Sonst heifft er unorientiert. Eine Zusammenhangskomponente von OV ()
heifst orientierte Komponente, wenn sie einen orientierte Knoten enthdlt. Sonst heif$t
sie unorientierte Komponente.

Nach diesen Definitionen kénnen wir das folgende Lemma zeigen, das uns beim
Beweis der Behauptung hilft, dass jede Zusammenhangskomponente im Overlap-
Graphen ein Menge von Kreisen ist.

Lemma 6.42 Sei 7 € S, eine erweiterte orientierte Permutation. Sei weiter M
eine Menge von Desire-Edges im erweiterten Reality-Desire-Diagram G(7), die zu
einer Zusammenhangskomponente von OV () korrespondieren. Dann ist min(M)
gerade und max(M) ungerade, wobei

min(M) = min{i,j : {m,m} e M},
max(M) := max{i,j : {m,7n;} € M}.

Die Aussage des Lemmas ist in Abbildung 6.31 noch einmal illustriert. Kommen wir
jetzt zum Beweis dieser Aussage.

0 ™ [ ST T P —_— g Tn+1
min (M) max (M)
Abbildung 6.31: Skizze: llustration der Aussage von Lemma 6.42

Beweis: Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass min()) ungerade
ist. Weiter sei z = min(M) und y = max(M) und © € Sy, die zu 7 gehorige
unorientierte Permutation. Betrachten wir nun die zu m, benachbarten Werte 7, + 1
bzw. m, — 1. Einer der beiden muss an Position x 4 1 stehen, da z ungerade ist.
Der andere Wert ist von 7, iiber eine Desire-Edge erreichbar. Also gilt, dass sich
die Elemente 7, — 1 und 7, + 1 im Intervall [x + 1 : y] = [min(M) + 1 : max(M)]
befinden. Beachte, dass 1 < min(M) < max(M) < 2n + 1 gilt. Diese Situation fiir
das Reality-Desire-Diagram ist in Abbildung 6.32 illustriert.

Wir betrachten jetzt den Knoten 7, — 1. Von dort aus folgen wir dem Pfad
(e — 1, mp — 2,m, — 3,...,1,0),

der abwechselnd aus nebeneinander stehenden Knoten der Form {2i — 1,2i} und
iiber Desire-Edges verbundene Knoten besteht. Dieser Pfad muss irgendwann aus
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@) o——O0 O O O O O O @) O O O
/Tx T, 1 Ty F 1 Ty

x = min(M) y = max(M)

Abbildung 6.32: Skizze: Die Menge M von Desire-Edges

dem Intervall [min(M) : max(M)| ausbrechen, da die Kanten aus M nach Defini-
tion einer Zusammenhangskomponente das gesamte Intervall [min(M) : max(M)]
tiberspannen. Bricht der Pfad mit einer Desire-Edge (siehe die gestrichelte Linie in
Abbildung 6.32) aus, dann gehort diese Desire-Edge ebenfalls zu M und es muss
min(M) < z oder max(M) > y gelten, was den gewiinschten Widerspruch lie-
fert. Bricht er iiber die ein Paar benachbarter Knoten der Form {2i — 1,2i} iiber
(my, Ty41=m, — 1) aus, dann betrachten wir den Pfad

(e + L,mp +2,m:+3,...,2n,2n + 1),

der abwechselnd aus nebeneinander stehenden Knoten der Form {2i — 1,2i} und
iiber Desire-Edges verbundene Knoten besteht. Dieser Pfad muss irgendwann aus
dem Intervall [min(M) : max(M)| ausbrechen, da die Kanten aus M nach Defini-
tion einer Zusammenhangskomponente das gesamte Intervall [min(M) : max(M)]
iiberspannen. Bricht der Pfad mit einer Desire-Edge aus, dann gehort diese Desire-
Edge ebenfalls zu M und es muss min(M) < z oder max(M) > y gelten, was
den gewiinschten Widerspruch liefert. Ein anderer Ausbruch ist nicht moglich, da
(my, my41=my+1) bereits aufgrund des ersten Falles durch die Werte (m,, m,11=m,—1)
belegt ist.

Die Beweisfithrung fiir max(M/) ist analog. |

Lemma 6.43 Sei 7 € S, eine erweiterte orientierte Permutation. Jede Zusammen-
hangskomponente von OV () korrespondiert zu einer Menge von Desire-Edges, die
eine Vereinigung von alternierenden Zyklen in G'(T) ist.

Beweis: Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass es einen alternierenden
Kreis C in G'(7) gibt, dessen Desire-Edges zu mindestens 2 Zusammenhangskom-
ponenten in OV (7) gehoren. Seien Z; und Z5 zwei Zusammenhangskomponenten
und e; € Z; sowie ey € Zo zwei Desire-Edges, die mit einer Reality-Edge verbunden
sind. Man {iiberlegt sich leicht, dass es solche Kanten e; und e; geben muss.

Fall 1: Wir betrachten zuerst den Fall, dass sich Z; und Z, iiberlappen. Dies ist in
Abbildung 6.33 illustriert. Da Z; und Z, Zusammenhangskomponenten sind, kann
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Abbildung 6.33: Skizze: Z; und Z, iiberlappen sich

dieser Fall nicht auftreten.

Fall 2: Wir nehmen jetzt an, dass eine Zusammenhangskomponente in der anderen
enthalten ist. Betrachten wir zuerst den Unterfall, dass e, nicht in Z; eingebettet
ist. Dies ist in Abbildung 6.34 illustriert. Damit muss aber min(Z;) ungerade sein
und wir erhalten einen Widerspruch zum vorherigen Lemma.

Zy &2 & Z
| =

Abbildung 6.34: Skizze: Z; ist in Z, total in enthalten

Alternativ konnte ein Teil von Z5 sich innerhalb von Z; befinden. Dies ist in Abbil-
dung 6.35 illustriert. Da die Kantengruppe mit e; innerhalb von Z; zur Zusam-

€1
Zo €2 A
| [ | |
| I | |

Abbildung 6.35: Skizze: Z; ist in Z, total in enthalten

menhangskomponente von Z, gehort, muss es eine Folge von sich schneidenden
Desire-Edges aus Z, geben, die e; mit einer Desire-Edge im &uflern Bereich von
Z9 verbindet. Offensichtlich muss eine davon e; schneiden und somit waren Z; und
Z5 keine verschiedenen Zusammenhangskomponenten.

Fall 3: Nun nehmen wir an, dass die beiden Zusammenhangskomponenten sich in
disjunkten Intervallen befinden. Dies ist in Abbildung 6.36 illustriert.

€1

Z “ Zy
| | i |

Abbildung 6.36: Skizze: Z; und Z5 sind disjunkt

Auch in diesem Falle muss min(Z;) ungerade sein und wir erhalten ebenfalls einen
Widerspruch zum vorherigen Lemma. [
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Definition 6.44 FEine Zusammenhangskomponente heifst gut, wenn sie orientiert
ist. Ansonsten heif§t sie schlecht.

In Abbildung 6.37 sind fiir das Beispiel
7= (4+9,+8,+1,-3,46,—4,42,-5,+7,+10, —11)

im Reality-Desire-Diagram die Zusammenhangskomponenten in gute und schlechte
Komponenten aufgeteilt, wobei mit A bis F’ die einzelnen Kreise bezeichnet werden.
Nur der Kreis C' enthélt eine orientierte Desire-Edge (C' besteht aus genau zwei
orientierten Desire-Edges).

20 22 21
19 ~_23
14 / F

0
13 \ 17

9 A 18 {A, E'} schlecht
10 B \ 15 {F} gut
\ C E {B,C, D} gut

4 16
e
7 s>~ \__\ 6/2

12 4] 5

Abbildung 6.37: Skizze: Kreise und Komponenten in Reality-Desire-Diagram

6.4.4 Hurdles and Fortresses

Nach Definition kénnen wir in guten Komponenten immer eine Reversion auf den
beiden unterschiedlich durchlaufenen Reality-Edges, die adjazent zu einer orientier-
ten Desire-Edge sind, anwenden und wir erhéhen die Anzahl der Kreise im erwei-
terten Reality-Desire-Diagram. Wie wir spéter noch sehen werden, lédsst sich bei
Vorhandensein orientierter Komponenten immer ein solches Paar von Reality-Edges
auswéhlen, so dass man eine kiirzesten Folge von Reversionen zur Sortierung der
gegebenen Permutation erhélt.

WS2018/19
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Problematisch sind also die schlechten Komponenten, die nur unorientierte Desire-
Edges enthalten und somit jede Reversion auf zwei dazu adjazenten Reality-Edges
nie die Anzahl der Kreise im erweiterten Reality-Desire-Diagram erhthen kann. Wei-
terhin bleibt eine schlechte Komponente erhalten, bis eine Reversion innerhalb dieser
Komponente ausgefiihrt wird oder auf zwei Komponenten ausgefiithrt wird.

Definition 6.45 Sei 7 € S, eine erweiterte orientierte Permutation und OV (%)
der zugehorige Overlap-Graph. Fine schlechte Komponente von OV () heifit Hurdle,
wenn sie keine anderen schlechten Komponenten trennt. h(7) bezeichne die Anzahl
von Hurdles in einer gegebenen orientierten Permutation 7.

In der Definition soll trennen bedeuten, dass die beiden schlechten Komponen-
ten jeweils auf einer anderen Seite der trennenden schlechten Komponente liegen.
Die guten Komponenten werden hierbei nicht beriicksichtigt. Formaler ausgedriickt
trennt eine schlechte Komponente C' die beiden schlechten Komponenten A und B,
wenn es eine Reality-Edge a aus A und b aus B gibt, so dass die zu den Reality-
Edges a und b gehorige Reversion die zu trennende schlechte Komponente C' dabei
nur teilweise (also nicht vollstéindig) umdreht.

Im Beispiel in Abbildung 6.38 auf Seite 282 sind fiir die Permutation

T = (+11,410,+1,4+4,+3,+2,+5,+8, +7,+6, +9, +12,
+19, +18, +13, +16, +15, +14, +17, +20, +23, +22, +21)

die Komponenten A, C', D und F Hurdles, die anderen beiden B und E sind einfach
nur schlechte Komponenten (im Beispiel sind der Einfachheit halber alle Komponen-
ten schlecht). Hierbei sind die Komponenten statt im Overlap-Graphen der besseren
Ubersichtlichkeit wegen im Reality-Desire-Diagram angegeben.

Hurdles haben also die Eigenschaft, dass man auf ihnen Reversionen anwenden muss,
um darin orientierte Kreise zu generieren. In Komponenten, die keine Hurdles sind,
kann man eine Reversion auf zwei Desire-Edges in den zwei Komponente anwenden,
die von dieser getrennt werden, und damit auch in der darin enthaltenen schlechten
Komponente einen orientierten Kreis erzeugen. Hurdles sind somit diejenigen Kom-
ponenten die iiber die untere Schranke von b(#) —¢(7) hinaus zusétzliche Reversionen
erfordern, wie wir im Detail noch genauer sehen werden.

Definition 6.46 Sei 7 € S, eine erweiterte orientierte Permutation. Eine Hurdle,
deren Léschung eine Nicht-Hurdle in eine Hurdle transformiert, heiffit Super-Hurdle.
Andernfalls nennen wir sie eine einfache Hurdle.
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g9 4045 46 3

Abbildung 6.38: Skizze: Hurdles und schlechte Komponenten

Im Beispiel in Abbildung 6.38 ist die Hurdle F' eine Super-Hurdle, die Hurdles A,
C und D hingegen nicht. Bei Super-Hurdles muss man also aufpassen, da deren
Eliminierung neue Hurdles erzeugt.

Im Folgenden definieren wir noch eine besonders aufwendige Konstellation von ori-
entierten Permutationen, den so genannte Fortresses, fiir die sich noch zeigen wird,
dass sie besonders schwer zu sortieren sind.

Definition 6.47 Sei 7 € S,, eine erweiterte orientierte Permutation. Die Permu-
tation ™ heif$t Fortress, wenn sie eine ungerade Anzahl von Hurdles besitzt, die alle
Super-Hurdles sind. Dann ist f(7) := 1, wenn © ein Fortress ist, und f(7) := 0
sSonst.
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6.4.5 Eine untere Schranke fir Min-SOR

Unser Ziel in diesem Abschnitt wird sein, die folgende Ungleichung zu zeigen:
d(7) > b(7) — &)+ h(7) + f(7)
= (n+1)=2(7)+h7@) + f(7).

Theorem 6.48 Sei @ € S, eine orientierte Permutation und sei p eine Reversion,
dann gilt: B B
d(mop)—h(@op)— (¢(7) — h(7)) <1.

Beweis: Wir halten zunéchst einmal ein paar grundlegende Fakten fest:

e Wenn p nur auf einer Komponente operiert, so kann sie auch nur an dieser
etwas dndern und somit maximal eine Hurdle eliminieren.

e Wenn p auf zwei Reality-Edges verschiedener Komponenten (egal, ob gute oder
schlechte) operiert, dann sind folgende Fille moglich:

a) Wenn beide Komponenten Hurdles sind, so kénnen diese nach Definition
nicht durch eine weitere Hurdle getrennt sein und nur diese beiden Hurdles
konnen schlimmstenfalls eliminiert werden.

b) Wenn beide Komponenten keine Hurdles sind, so kénnen maximal 2 Hurd-
les dazwischen liegen, die von p verdndert werden konnen (eine Rever-
sion einer gesamten Hurdle stellt dabei keine Verédnderung dar). Weitere
schlechte Komponenten, die dazwischen liegen, wiirden ansonsten diese
beiden Hurdles trennen und wiren dann keine Hurdle. Also kénnen maxi-
mal zwei Hurdles eliminiert werden.

¢) Wenn genau eine Komponente ein Hurdle ist, so kann nach Definition
einer Hurdle maximal eine weitere Hurdle zwischen den beiden Kompo-
nenten liegen. Also kann auch in diesem Fall p maximal zwei Hurdles
verdndern (eine Reversion einer gesamten Hurdle stellt dabei auch hier
keine Verdnderung dar). Also kénnen ebenso nur maximal zwei Hurdles
eliminiert werden.

Aus diesen Uberlegungen folgt, dass h(7 o p) — h(7) > —2.
Weiter gilt die folgende Fallunterscheidung:

1) Gilt &(7 o p) — ¢(7) = 1, dann muss p auf einem orientierten Kreis operieren,
also kann keine Hurdle eliminiert werden, d.h. h(7 o p) — h(7) > 0. Somit gilt:

d(mop)—h(mop)—(¢(x) = h(x)) = d(wop)—c(m)— (h(7op)—h(m))
< 1-0=1
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2) Gilt &(7 o p) —é(m) =0, dann muss p auf genau einem Kreis operieren, da sich
nur dann die Anzahl der Kreise nicht verdndern kann. Also kann p maximal eine
Hurdle entfernen oder hinzufiigen. Also gilt insbesondere h(7 o p) — h(7) > —1.
Daraus folgt

d(Top)—MTop)— () —h(x) = &(@op)—7(7)— (h(7op)— h(T))
< 0—(-1)=1

— —1, dann muss nach der obigen Uberlegung in jedem Falle
2 gelten, also ist

d(mop)—h(mop) —(¢(x) = h(w)) = d(7op)—d(m)— (h(7op)—h(m))
< —1-(-2)=1

Somit folgt die Behauptung. [

Korollar 6.49 Sei 7 € S, dann gilt

d(#) > (n+1) = (%) + h(7) = b(7) — &(%) + h(7).

Beweis: Da nach dem vorhergehenden Lemma jede Reversion den folgenden Para-
meter h(7) — & (7) nur um maximal eins erniedrigen kann und da

(n+1)—=2&@(d)+h(id)=(n+1)—(n+1)+0=0

gilt, folgt

d(#@) > (n+1) =& (7) + h(7)
und somit die erste Behauptung.
Man iiberlegt sich wie schon friiher, dass auch hier
(n+1) — (%) + h(7) = b(7) — &(7) + h(7)

gilt und damit folgt die zweite Behauptung. [
Das letzte Korollar lasst sich noch wie folgt verstérken.

Theorem 6.50 Sei 7 € S, dann gilt

d(7) > (n+1) — (%) + h(7) + f(7) = b(7) — &(7) + h(7) + f (7).

Den Beweis, dass wir fiir eine Fortress eine weitere Reversion wirklich benétigen,
lassen wir hier aus und verweisen den interessierten Leser auf die Originalliteratur.
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6.4.6 Sortierung orientierter Komponenten

Im letzten Abschnitt haben wir eine untere Schranke fiir das Sortieren mit orien-
tierten Permutationen kennen gelernt. Nun wollen wir zeigen, dass man diese untere
Schranke auch in jedem Falle erreichen kann. Zuerst wollen wir uns mit dem Fall
beschéftigen, dass die Permutation orientierte Komponenten enthélt.

In Abbildung 6.39 ist das Reality-Desire-Diagram einer Permutation angegeben,
wobei die orientierten Kanten blau hervorgehoben sind.

—_—
—

™~

0—5 6—2 1—11 12—9 10—4 3—7 &8—13

I P2 |

Abbildung 6.39: Beispiel: Orientierte Desire-Edges

Definition 6.51 Sei @ € S, eine orientierte Permutation und p eine orientierte
Reversion auf 7. Der Score von p ist definiert als die Anzahl orientierter Desire-
Edges in G(7 o p).

In den Abbildungen 6.40 und 6.41 sind die Ergebnisse der orientierten Reversionen,
die zu orientierten Desire-Edges im Beispiel in Abbildung 6.39 gehéren, und ihre
Scores angegeben.

TOop Score(py) = 2
\\

0—1 2—6 5—11 12—9 10—4 3—7 8—13

Abbildung 6.40: Beispiel: Score von 7 o p;

Der zugehorige Greedy-Algorithmus geht nun wie folgt vor. Solange G(7) eine ori-
entierte Desire-Edge besitzt, wéhle eine Reversion zu einer orientierten Desire-Edge
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7T 0 Py Score(py) =4

)

0—10 9—12 1—1 2—6 5—4 3—7 8—13

Abbildung 6.41: Beispiel: Score von 7 o po

mit maximalem Score. Ziel des Abschnittes wird der Beweis des folgenden Satzes
sein.

Theorem 6.52 Sei @ € S,, eine orientierte Permutation. Wendet man mit dem
oben angegeben Algorithmus genau k Reversionen auf © an und erhdlt man somit

7', dann gilt d(7) = d(7') + k.

Bevor wir zum Beweis kommen, zeigen wir erst noch, wie man algorithmisch effizi-
ent die ausgefithrten Reversionen und ihre Anderungen auf dem Overlap-Graphen
darstellen kann.

Lemma 6.53 Sei @ € S, eine orientierte Permutation. Fine Desire-Edge, die zu
v € V(OV(T)) korrespondiert, ist genau dann orientiert, wenn der Grad von v
ungerade ist.

Abbildung 6.42: Beispiel: Overlap-Graph zur Permutation in Abbildung 6.39
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Fiir die Permutation in Abbildung 6.39 ist in Abbildung 6.42 der zugehorige Overlap-
Graph angegeben. Die orientierten Desire-Edges sind durch Knoten mit einer dop-
pelten Kreislinie dargestellt.

Beweis: =>: Seiv € V(OV(7)) eine orientierte Desire-Edge im Overlap-Graphen.
Sei x die Anzahl der Desire-Edges, die vollstdndig innerhalb von der zu v gehori-
gen Desire-Edge verlaufen. Sei weiter y die Anzahl der Desire-Edges, die die zu v
gehorige Desire-Edge schneiden. Dann gilt, dass die Anzahl Endpunkte innerhalb
der betrachteten Desire-Edge ist 2x + y.

Die Anzahl der Endpunkte innerhalb der betrachteten Intervalls der Desire-Edge
muss aber ungerade sein, da v ja orientiert ist. Also ist 2z 4y ungerade und es muss
dann auch y ungerade sein. Da y gerade der Grad des Knotens v im Overlap-Graphen
ist, folgt die Behauptung. Dies ist in Abbildung 6.43 noch einmal illustriert.

)\}\ (At *}Km

Abbildung 6.43: Skizze: Der Knoten v im Overlap-Graphen mit ungeradem Grad

<: Nach Voraussetzung gibt es eine ungerade Anzahl von Endpunkten von Kan-
ten, die die zu v gehorige Desire-Edge schneiden. Die Anzahl Endpunkte von Kanten,
die vollsténdig innerhalb der zu v gehorigen Desire-Edge verlaufen, ist offensichtlich
gerade. Also muss die Anzahl der Endpunkte, die innerhalb der zu v gehorigen
Desire-Edge liegen, ungerade sein. Diese Tatsache ist in Abbildung 6.43 illustriert.

= orientiert

Abbildung 6.44: Skizze: Form der zugehorige Desire-Edge

Somit muss die zu v gehorige Desire-Edge eine der Formen besitzen, wie in Abbil-
dung 6.44 abgebildet. Also ist diese Desire-Edge orientiert. [

Lemma 6.54 Sei 7 € S, eine orientierte Permutation und sei p eine orientierte
Reversion, die zu einem orientierten Knoten v € V(OV(7)) korrespondiert. Dann
entsteht OV (7t o p) aus OV (%) durch Komplementieren des von N(v) induzierten
Teilgraphen, wobes

(v) = {w : {v,w} € E}},
(v) = N(v)U{v}.

N
N
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Abbildung 6.45: Beispiel: Der Overlap-Graph von 7 o ps

In Abbildung 6.45 ist ein Beispiel fiir die Anwendung der Reversion ps auf die
Permutation in Abbildung 6.42 und der zugehérige Overlap-Graphen angegeben.
Die Kanten, die verschwinden, sind rot gestrichelt gezeichnet, die neu entstandenen
Kanten sind griin gezeichnet. Die neu entstandenen orientierten Knoten sind blau
gezeichnet.

Beweis: Zunichst einmal sei v = (x,x + 1) die betrachtete Desire-Edge, auf der p
operiert. p sorgt dafiir, dass z und £+ 1 in 7o p benachbart sind, d.h. im erweiterten
Reality-Desire-Diagram befinden sich x und x+1 in einem Kreis, der aus genau einer
Reality- und einer Desire-Edge besteht. Somit ist der zugehdrige Knoten v anschlie-
Bend auch im Overlap-Graphen ein isolierter Knoten, da die zugehorige Desire-Edge
keine anderen Desire-Edges mehr schneiden kann.

Zuerst halten wir fest, dass nur Desire-Edges von p verédndert werden kénnen, die die
zu v gehorige Desire-Edge schneiden oder vollstdndig innerhalb dieser Desire-Edge
liegen.

Fall 1: Betrachten wir zuerst den Fall, dass zwei Knoten u und w beide v schnei-
den, sich aber selbst nicht schneiden. Die Auswirkung von p ist in Abbildung 6.46

R @7 op) w
TN A AN
[ P |

Abbildung 6.46: Skizze: Wirkung von p, wenn sich u und w nicht schneiden
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illustriert, wobei die Lage von v von der Richtung der inzidenten Reality-Edges
abhéngt. Wie man leicht sieht, schneiden sich u und w nicht mehr mit v, aber durch
die Verdrehung von w mit w schneiden sich jetzt u und w.

Fall 2: Betrachten wir jetzt den Fall, dass sich © und w sowohl mit v als auch mit
sich selbst schneiden. Die Auswirkung von p ist in Abbildung 6.47 illustriert, wobei
die Lage von v von der Richtung der inzidenten Reality-Edges abhéngt. Wie man

G'(7) vooouw G(7 o p) v
(TN A =N
[ p |

Abbildung 6.47: Skizze: Wirkung von p, wenn sich u und w schneiden

leicht sieht, schneiden sich u und w nicht mehr mit v, aber durch die Entdrehung
von v mit w schneiden sich jetzt auch w und w nicht mehr.

Fall 3: Jetzt betrachten wir den Fall, dass sich v mit v schneidet, aber v nicht mit
w. Wenn sich v und w nicht schneiden, dndert sich bei der Reversion p daran nichts.
Also nehmen wir an, dass sich v und w schneiden. Nach der Operation p schneiden
sich uv und w weiterhin. Die Auswirkung von p ist in Abbildung 6.48 illustriert, wobei
die Lage von v von der Richtung der inzidenten Reality-Edges abhéngt (hier nur der
Fall, dass sich u und w schneiden).

' () u G(7 o p) u
o Van Y Yan
—2p |

Abbildung 6.48: Skizze: Wirkung von p, wenn sich u und w schneiden

Fall 4: Zum Schluss nehmen wir an, dass sich 4 und w nicht mit v schneiden. Wenn
jetzt uw und w auBlerhalb von v liegt, kann p an der Schnitt-Relation nichts &ndern.
Liegt v und w innerhalb von v, dann liegt die in Abbildung 6.49 skizzierte Situation

G'(7) v
Krm T

[ p |
Abbildung 6.49: Skizze: v schneidet sich nicht mit « und w
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Aus allen Fillen folgt, dass sich die Kanten im Teilgraphen (N (v), E N N(v)) kom-
plementieren und die Behauptung ist gezeigt. [

Lemma 6.55 Sei @ € S, eine orientierte Permutation und sei p eine Reversion
mit maximalem Score, die zu einer orientierten Desire-FEdge korrespondiert, die im
Overlap-Graph durch den Knoten v € V(OV (7)) gegeben ist. Dann dndert jeder zu v
adjazente Knoten in OV () seine Orientierung in OV (7 o p).

Beweis: Nach Voraussetzung ist v € V(OV/(7)) ein orientierter Knoten und somit
ist deg(v) ungerade. Wir betrachten jetzt die Nachbarschaft N(v) von v in OV (7),
wie in Abbildung 6.50 dargestellt.

OV (7) 7 .
/3
E
o
&/

Abbildung 6.50: Skizze: Die Nachbarschaft eines Knotens v

Da v orientiert ist, muss |N(v)| = 2k + 1 fiir ein k& € N gelten. Sei jetzt w € N(v)
eine beliebiger zu v adjazenter Knoten. Weiter sei j := |N(w) N N(v)| (die Anzahl
der Knoten im violetten Kreis in Abbildung 6.50). Im Folgenden bezeichne deg(v)
bzw. deg’(v) den Grad des Knotens v im Overlap-Graphen OV (%) bzw. OV (7 o p).
Es gilt

deg'(w) = deg(w) =1 = j + (2k — j) = deg(w) + 2(k — j) - L,

da die Kante {v,w} und die Kanten von w zu N(w) N N(v) wegfallen sowie die
Kanten von w zu N(v) \ (N(w) N N(v)) hinzukommen.

Offensichtlich ist 2(k — j) — 1 ungerade und somit muss sich die Paritidt des Grades
von w &ndern. ]
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Notation 6.56 Sei @ € S, eine orientierte Permutation. Dann bezeichnet fiir ein

festes v € V(OV(7)):
o T'(7) die Anzahl orientierter Knoten in V(OV(7));

o O,(7) die Anzahl orientierter Knoten in V(OV (7)) N N(v);

e U,(7) die Anzahl unorientierter Knoten in V(OV (7)) N N(v).

Mit Hilfe dieser Notation konnen wir das Ergebnis aus dem letzten Beweis auch wie
folgt formulieren.

Lemma 6.57 Sei 7 € S, eine orientierte Permutation und sei p eine orientierte
Reversion auf 7, die zu einer orientierten Desire-Edge korrespondiert, wobei v der
zugehorige Knoten in OV (7) ist. Fir den Score von p gilt dann

Scorez(p) = T(7) + Uy(7) — O,(7) — 1.

Beweis: Der Term T'(7) beschreibt die Anzahl der orientierten Knoten in OV/(7).
Der Term U, (7)—O,(7)—1 beschreibt die relative Anderung, die durch die Reversion
p ausgelost wird. [

Definition 6.58 Sei © € S,, eine orientierte Permutation. Eine orientierte Rever-
sion p heifit sicher, wenn

&(Top)—h(mop) > () — h(7).
Damit konnen wir den folgenden fundamentalen Satz beweisen.

Theorem 6.59 FEine zu einer orientierten Desire-Edge korrespondierenden Rever-
ston mit maximalem Score ist sicher.

Beweis: Fiir den Beweis werden wir folgende stiarkere Aussage zeigen: Es wird
keine neue unorientierte Komponente erzeugt. Da keine neuen unorientierten Kom-
ponenten erzeugt werden, kann auch keine neue Hurdle erzeugt werden. Dies ist
ausreichend, da eine orientierte Reversion immer die Anzahl der Kreise im erweiter-
ten Reality-Desire G'(7) erhoht. Auflerdem kann dabei keine schlechte Komponente
zu einer Hurdle werden.

Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass eine Reversion mit maximalen
Score, die zur orientierten Desire-Edge v € V(OV (7)) gehort, eine neue unorientierte
Komponente C' erzeugt.
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Dann muss einer der Knoten aus C' in OV (7) zu v adjazent gewesen sein, da sonst
C' schon in OV (7) unorientiert gewesen wire. Sei dieser Knoten w € V(OV/(7)). Sei
weiter Score(v) =T + U, — O, — 1 und Score(w) =T + U, — O,, — 1.

Alle unorientierten Knoten aus N(v) sind adjazent zu w in OV (7). Sonst gébe es
einen orientierten Knoten in OV (7op), der zu w in OV (7) adjazent ist. Dann wére C
orientiert, was einen Widerspruch liefert. Somit gilt U,, > U,,.

Alle orientierten Knoten in N(w) sind adjazent zu v in OV (7). Sonst gédbe es einen
orientierten Knoten v € N(w) in OV (%), der zu v nicht adjazent ist. Da u ¢ N(v)
ist, wire aber u auch in OV(7 o p) orientiert und zu w adjazent. Dann wére C
orientiert, was einen Widerspruch liefert. Damit gilt O,, < O,,.

Somit gilt:
Score(v) =T+U,-0,—-1<T+U, — O, — 1 = Score(w).

Wenn Score(w) > Score(v), erhalten wir einen Widerspruch zur Voraussetzung. Also
gilt U, = U, und O, = O,,. Dann gilt nach dem obigen auch N(v) U = N(w)NU
und N(w) N O = N(v) N O, wobei O bzw. U die orientierten bzw. unorientierten
Knoten in OV/(7) sind und somit N(v) = N(w). Da v und w adjazent sind, gilt
dann auch N(v) = N(w).

Die Reversion p wiirde also aus w einen isolierten Knoten machen. Dies ist ein
Widerspruch zur Tatsache, dass w in der unorientierten Komponente C' enthalten
ist. [

Aus dem Beweis folgt unmittelbar auch das folgende Korollar.

Korollar 6.60 Eine zu einer orientierten Desire-FEdge korrespondierenden Rever-
sion mit maximalem Score erzeugt keine neuen unorientierten Komponenten.

Weiterhin gilt als Folge der Definition 6.58 zusammen mit Theorem 6.48

Korollar 6.61 Seiw € S,, eine orientierte Permutation. Eine orientierte Reversion
p ist genau dann sicher, wenn

&(Top)—h(@op)=2&(x)— h(7)+ 1.

Aus diesem Korollar folgt zusammen mit Theorem 6.59 sofort die Behauptung aus
Theorem 6.52.
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6.4.7 Eliminierung von Hurdles

In diesem Abschnitt wollen wir nun beschreiben wie wir mit Hurdles umgehen.

Definition 6.62 Sei 7 € S, eine orientierte Permutation. Fine Reversion, die auf
zwer Reality-FEdges in zwei verschiedenen, nicht benachbarten Hurdles operiert, wird
als Hurdle-Merging bezeichnet.

Ein solches Hurdle-Merging ist in Abbildung 6.51 schematisch dargestellt. Hierbei
ist links die Kreis-Darstellung des Reality-Desire-Diagrams angegeben, wobei Kreise
dort Hurdles darstellen. Im rechten Teil ist die Intervall-Darstellung angegeben, oben
vor und unten nach der Reversion.

_O- 0

< Hurdle

ch

orientiert

Abbildung 6.51: Skizze: Schematische Darstellung eines Hurdle-Merging

Wir wir uns schon iiberlegt haben, macht eine Reversion, die auf zwei Kreisen der
beiden Hurdles operiert, aus diesen beiden Kreisen einen. Weiterhin sorgt eine solche
Reversion dafiir, dass eine orientierte Desire-Edge entsteht. Somit nimmt nach einem
Hurdle-Merging die Zahl der Hurdles um 2 ab, widhrend die Anzahl der Kreise im
erweiterten Reality-Desire-Diagram um eins sinkt. Somit gilt aber insgesamt

(h(7 0 p) — (7 0 p)) — (h(x) — (7)) < -1.

Weiterhin kann man sich {iberlegen, dass die Eigenschaft ein Fortress zu sein unver-
andert bleibt, da keine neuen Super-Hurdles generiert werden und maximal zwei
Super-Hurdles eliminiert wurden (also die ungerade Anzahl an Hurdles, die alle
Super-Hurdles sind, unveréndert bleibt).

Hierbei werden nur nicht benachbarte Hurdles gemischt, ansonsten kénnten beim
Mischen von benachbarten Hurdles neue Hurdles entstehen. Siehe hierzu auch Abbil-
dung 6.52. Wiirde man hier die Hurdles A und B mischen, wiirde aus der unorien-
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P N N P NN
A B C D

Abbildung 6.52: Skizze: Mogliche Probleme beim Hurdle-Merging

tierten Komponente C' eine neue Hurdle. Durch das Mischen nicht benachbarter
Hurdles wird dies vermieden. Man kann also ein zielfithrendes Hurdle-Merging nur
dann durchfithren, wenn h(7) > 4 ist, da ansonsten jedes Paar von Hurdles benach-
bart wére.

Technisch werden wir die Reversion zu den beiden Reality-Edges auswihlen, die von
den beiden nicht benachbarten Hurdles am néchsten beieinanderliegen. Nach dieser
Reversion schneiden sich diese beiden inneren Desire-Edges und schneiden sich auch
mit allen Desire-Edges, die nicht vollsténdig mit der Reversion mitgedreht werden.
Zusétzlich dndern sich die Eigenschaft das Schneiden dieser Desire-Edges, die von
der Reversion nur teilweise gedreht werde auch untereinander. So kann man den
Overlap-Graph relativ einfach aktualisieren.

Definition 6.63 Sei 7 € S, eine orientierte Permutation. Eine Reversion, die auf
zwet Reality-Edges einer Hurdle operiert, die durch eine Desire-Edge verbunden sind,
wird als Hurdle-Cutting bezeichnet.

Wir betrachten zunichst eine Hurdle, die ja eine unorientierte Komponente sein
muss. Zuerst iiberlegt man sich leicht, dass diese eine Desire-Edge mit der Aus-
richtung der inzidenten Reality-Edges, wie in Abbildung 6.53 angegeben, existieren
muss.

r xF1 rt2 z+1

Abbildung 6.53: Skizze: Existenz einer schneidende Desire-Edge in einer Hurdle

Angenommen diese Desire Edge verbindet x und z+1 (bzw. z — 1). Dann folgt man
der Folge (z,x — 1,2 — 2,...,0), die alternierend aus Desire-Edges und benachbar-
ten Knoten, die zu Strips von orientierten Werten gehoren, beschreiben. Dieser Pfad
verlauft zundchst innerhalb der betrachteten Desire-Edge und muss irgendwann ein-
mal aus dem Inneren dieser Desire-Edge ausbrechen. Dies kann nur iiber eine andere
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Desire-Edge geschehen, die dann die betrachtete schneiden muss. Also enthélt eine
Hurdle mindestens zwei sich schneidende Desire-Edges, wie in Abbildung 6.54 illus-
triert.

Abbildung 6.54: Skizze: Sich schneidende Desire-Edges in einer Hurdle

Wendet man jetzt die Reversion p (wie in Abbildung 6.54 angegeben) an, so sieht
man leicht, dass die andere schneidende Desire-Edge anschliefend orientiert sein
muss, da die zur schneidenden Desire-Edge inzidenten blauen (bzw. orangefarbenen)
Reality-Edges nun gegenldaufig durchlaufen werden.

Also wird auch hier eine Hurdle eliminiert, da ein orientierter Kreis generiert wird.
Die Anzahl der Zyklen steigt auch hier um 1. Ist beim Hurdle-Cutting die betroffene
Hurdle einfach, dann entsteht durch Auflésung keine neue Hurdle (im Gegensatz
zu Super-Hurdles). Damit bekommt man bei h(7) = 3 Probleme, wenn eben alle
Hurdles Super-Hurdles sind. Dann ist die betroffene Permutation aber ein Fortress
und man darf sich eine zusétzliche Reversion erlauben, die durch Generierung einer
Hurdle auch benétigt wird.

In diesem Fall entspricht das Hurdle-Cutting einer Reversion, die an den beiden adja-
zenten Reality-Edges v € V(OV (7)) operiert. Im Overlap-Graphen entspricht dies
einer Komplementierung des Teilgraphen auf den Knoten von N(v) in OV (7) (und

nicht wie bei einer orientierten Desire-Edge dem Komplementieren des Teilgraphen
auf N(v) = N(v) U[{v}).

Somit haben wir fiir h(7) > 3 (sofern es sich nicht um drei Super-Hurdles han-
delt) eine Strategie kennen gelernt, die die untere Anzahl Schranke fiir die benétigte
Anzahl an Reversionen respektiert. Bei genau zwei Hurdles wenden wir ebenfalls wie-
der ein Hurdle-Merging an, da wir hierbei keine neue Hurdle erzeugen koénnen. Bei
einer Hurdle bleibt nichts anderes als ein Hurdle-Cutting iibrig. Man iiberlegt sich
hier leicht, dass diese dann eine einfache Hurdle sein muss und keine Super-Hurdle
sein kann. Somit kénnen wir auch hier keine neue Hurdle generieren.

6.4.8 Algorithmus fiir Min-SOR

Zusammenfassend aus den Ergebnisse der vorangegangenen Abschnitte erhalten wir
also den in Abbildung 6.55 angegeben Algorithmus zum Sortieren mit orientier-
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SOR (permutation )

begin
while (7 # id) do
if (OV(7) contains an oriented vertex) then
apply an oriented reversal (corresondig to an oriented desire-edge) with
L maximal score;
else if ((h(7) > 4) || (h(7) = 2)) then
| use hurdle-merging of two nonadjacent hurdles;

else if ((h(7) € {1,3}) && (there is a simple hurdle)) then
| use hurdle-cutting on a simple hurdle;

else /* m must be a fortress */
| use hurdle-Merging on two (adjacent) hurdles;

end

Abbildung 6.55: Algorithmus: Pseudo-Code fiir Min-SOR

ten Reversionen im Pseudo-Code. Wir eliminieren also immer zuerst alle orientier-
ten Komponenten und wenden uns dann unorientierten Komponenten zu, die dann
allerdings neue orientierte Komponenten generieren kénnen.

Halten wir zum Abschluss das erzielte Ergebnis fest, wobei wir den Beweis der
Laufzeit dem Leser iiberlassen.

Theorem 6.64 Sei © € S, eine orientierte Permutation. Zum Sortieren von T
sind genau d(7) = n+ 1 —¢&(7) — h(7) + f(7) orientierte Reversionen nitig und
ausreichend. Eine optimale sortierende Folge von orientierten Reversionen kann in

polynomieller Zeit gefunden werden, d.h. Min-SOR € P.

Zum Abschluss noch ein paar Bemerkungen zu Verbesserungen des angegebenen
Algorithmus in der wissenschaftlichen Literatur, insbesondere zu den Laufzeiten:

e Die Laufzeit des ersten vorgeschlagenen Algorithmus von Hannenhalli und
Pevzner betrigt O(n?).

e Eine Verbesserung von Berman und Hannenhalli benétigt O(n?a(n)), wobei
a(n) die inverse der Ackermann-Funktion ist (fiir die Praxis quasi eine Kon-
stante).

e Kaplan, Shamir und Tarjan haben eine weitere Laufzeitverbesserung entwi-

ckelt, die einen Zeitbedarf von O((d(7) + a(n)) - n) = O(n?) besitzt.
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e Bader, Moret und Yan konnten die Laufzeit auf O(d(7) - n) = O(n?) senken.
Fiir die reine Berechnung der Reversal-Distanz betréagt die Lauftzeit sogar nur
O(n) entwickelt.

e Eine vereinfachte Darstellung zu Berechnung der Reversal-Distanz (ohne die
Bestimmung der sortierenden Reversionen) wurde von Bergeron, Mixtacki und
Stoye ebenfalls mit Laufzeit O(n).

Man beachte, dass man in der Regel die Eingabe-Sequenz durch Zusammenfassen
von Strips (Bereichen ohne Breakpoints) so modifiziert, dass d(7) > b(7)/2 = n/2

gilt, also d(7) = ©(n). Dies stellt keine Einschrankung dar. —

05.02.19

6.5 Sorting by Transpositions (*)

In diesem Abschnitt wollen wir nun die Distanz zwischen zwei Genomen bestimmen,
wenn nur Transpositionen als elementare Operationen zugelassen sind.

6.5.1 Elementare Definitionen

Zuerst halten wir in diesem Abschnitt noch ein paar grundlegende Definitionen und
Beobachtungen fest. Wir bemerken als erstes, dass wir jetzt wieder unorientierte
Permutationen betrachten, da wir mit einer Transposition nicht die Orientierung
eines Teilstiickes dndern konnen.

SORTING BY TRANSPOSITIONS (MIN-SBT)

Eingabe: Eine Permutation 7 € 5,,.
Gesucht: Eine kiirzeste Folge von Transpositionen 7, ..., 7 mit roro---o7, = id.

Im Folgenden bezeichnen wir mit dp die Transpositions-Distanz. Wie im Falle ori-
entierter Permutationen definieren wir noch den Begriff einer zugehorigen unorien-
tierten Permutation, auch wenn dies zunéchst sehr seltsam klingen mag.

Definition 6.65 Sei 7 € S,, eine Permutation, dann ist © € S, die zugehorige
unorientierte Permutation, wobei ' = (7, ..., m, ) mit (75, |, 7)) = (2m; — 1, 27;).
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Auch hier werden wir im Folgenden die zugehorige unorientierte Permutation immer
als erweiterte zugehorige unorientierte Permutation 7’ = (0, 71, ..., 7, 2n+1) inter-
pretieren. Damit kénnen wir analog zu den orientierten Permutation das Reality-
Desire-Diagram definieren.

Definition 6.66 Seiw € S, eine erweiterte Permutation und sei n’ die zugehdrige
unorientierte Permutation. Dann ist das (erweiterte) Reality-Desire-Diagram (kurz
RDD) G(7) bzw. G'(w) der (erweiterte) Breakpoint-Graph G(n') bzw. G'(n') mit
der Einschrinkung, dass es fir jedes i € [1 : n] keine Reality- bzw. Desire-Edges
zwischen (2i — 1) und (2i) gibt.

In Abbildung 6.56 ist ein Beispiel eines (erweiterten) Reality-Desire-Diagrams fiir
die erweiterte Permutation (0,7,4,1, 3,2, 6,5, 8) angegeben.

0——13 14 78 1 2 5 6 3 4——1112 9 10 15

| T

Abbildung 6.56: Beispiel: Reality-Desire-Diagram fiir (0,7,4,1,3,2,6,5,8)

In Abbildung 6.57 ist ein Beispiel angegeben, wie sich die Transposition (1,2,6)
auf die erweiterte Permutation (0,7,4,1,3,2,6,5,8) im (erweiterten) Reality-Desire-
Diagram fiir die zugehérige unorientierte Permutation auswirkt. Weiterhin ist dort
in blau die Zyklenzerlegung in alternierende Kreise angegeben.

e TN B,

3 4 11 12 13 14 7

Abbildung 6.57: Beispiel: Erweitertes Reality-Desire-Diagram fiir die Permutation
(0,7,4,1,3,2,6,5,8) nach der Transposition 7 = (1,2, 6)
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6.5.2 Untere Schranken fiir die Transpositions-Distanz

Zunéchst wollen wir aus dem Reality-Desire-Diagram eine untere Schranke fiir die
mindestens bendtige Anzahl von Transpositionen herleiten. Da jede Transposition
auf maximal drei Breakpoints operieren kann und somit auch maximal drei Break-
points eliminieren kann, gilt die folgende Beobachtung.

Beobachtung 6.67 Fir jede Permutation w € S, gilt dr(m) > b(w)/3.
Mit Hilfe des folgenden Lemmas kénnen wir eine bessere untere Schranke herleiten.

Lemma 6.68 Seinw € S,, eine erweiterte Permutation und sei 7 eine Transposition
auf S,. Dann gilt ¢ (ro7) — d(7) € {-2,0,2}

Der Beweis erfolgt durch eine einfache Fallunterscheidung unter Beriicksichtigung
der Gestalt von Kreisen im erweiterten Reality-Desire-Diagram, wie sie im folgenden
Abschnitt erldutert werden, und sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Theorem 6.69 Fiir jede Permutation m € S, gilt dp(mw) > (”“)2_0/(”) = b(”);C(”).

Diese Schranke lésst sich noch verbessern, wenn man nur Kreise ungerader Lénge
betrachtet (d.h. mit einer ungeraden Anzahl von Reality- bzw. Desire-Edges).

Notation 6.70 Sei 7 € S, eine erweiterte Permutation. Dann bezeichnet ¢(m)
die Anzahl der Kreise in G'(w), die eine ungerade Anzahl von Reality-Edges (oder
Desire-Edges) besitzen.

Korollar 6.71 Sein € S, eine erweiterte Permutation und sei T eine Transposition
auf S,,. Dann gilt ¢(wo 1) — é(w) € {—2,0,2}

Der folgende Satz folgt aus der Tatsache, dass die Identitédt im erweiterten Reality-
Desire-Diagram aus genau n + 1 Kreise der Lénge 1 (wenn man nur Reality- oder
Desire-Edges bei der Lange mitzihlt) besteht.

Theorem 6.72 Fiir jede Permutation m € S, gilt dp(mw) > (”H)z’é(”) = b(”);é(”).
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6.5.3 Orientierte und Unorientierte Desire-Edges

Da das (erweiterte) Reality-Desire-Diagram nur aus unorientierten Permutationen
erstellt wird (im Gegensatz zu Min-SOR), treten die Paare (2i—1, 27) fiir den Wert +i
in der zugehorigen unorientierten Permutation nur in dieser Reihenfolge auf. Somit
sind im Reality-Desire-Diagram auch nur Desire-Edges bestimmter Gestalt moglich,
wie sie in Abbildung 6.58 dargestellt sind (die rot durchgestrichenen kénnen nicht

auftreten).
KX X

Abbildung 6.58: Skizze: Vorkommende Desire-Edges

Der rechteste Fall in Abbildung 6.58 illustriert, dass zwischen zwei Reality-Edges,
die mit zwei Desire-Edges verbunden sind, mindestens eine weitere Reality-Edge
vorkommen muss. Andernfalls hétte die entsprechende Teilsequenz der zugehorigen
unorientierte Permutation die Form: (2i — 1, 2,25 —1,25,2i+ 1,2i+2). Da wir aber
im Reality-Desire-Diagram zwischen 27 — 1 und 25 keine Desire-Edge haben, kann
dies nicht eintreten. Damit haben wir folgende Bobachtung gezeigt.

Beobachtung 6.73 Sei m € S, eine erweiterte Permutation und sei G'(m) das
zu  gehorige erweiterte Reality-Desire-Diagram. Seien (m;, ;1) und (m;, mj11) mit
i+1<j€e|0:2n+1] zwei Reality-Edges, deren dufere oder innere Endpunkte mit
einer Desire-Edge verbunden sind, dann existiert eine weitere Reality-Edge (g, Tg11)
mitkeli+1:7—2].

Beim Sortieren mit Transpositionen ist die Definition von orientierten Kreisen etwas
anders als beim Sortieren mit Reversionen, da alle Reality-Edges automatisch immer
in derselben Richtung durchlaufen werden.

Definition 6.74 Sei w € S,, eine erweiterte Permutation und G'(7) das zugehdrige
erweiterte Reality-Desire-Diagram. Ein Kreis C' in G'(w) heif§t orientiert, wenn alle
bis auf eine Desire-Edge (die zu Tmax(c) inzident ist) nicht in derselben Richtung
durchlaufen werden. Andernfalls heifst der Kreis orientiert.

Wir merken hier noch an, dass ein Kreis aus einer Reality- und einer Desire-Edge
nach dieser Definition unorientiert ist.

In Abbildung 6.59 ist links ein unorientierter Kreis und in der Mitte sowie rechts
jeweils ein orientierter Kreis schematisch dargestellt. Man beachte, dass alle unori-
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Abbildung 6.59: Skizze: Orientierte und unorientierte Kreise im RDD

entierten Kreise eine Gestalt wie der linkeste Kreis in Abbildung 6.59 haben miissen.
Wenn nédmlich die Desire-Edge mit dem rechtesten Ende von rechts nach links durch-
laufen wird, miissen aufgrund der Unorientiertheit alle andere Desire-Edges von links
nach rechts durchlaufen werden.

6.5.4 Eine 2-Approximation

In diesem Abschnitt wollen wir einen Approximationsalgorithmus zur Loésung fiir
Min-SBT entwickeln. Zunéchst geben wir die Definition von z-Moves an.

Definition 6.75 Seiw € S, eine erweiterte Permutation. Fine Transposition T auf
7 heifft 2-Move, 0-Move bzw. —2-Move, wenn c(moT) —c(m) gleich 2, 0 bzw. —2 ist.

Vermutlich sollte man beim Sortieren mit Transpositionen nach Moglichkeit nur 2-
Moves verwenden. Wir merken aber bereits jetzt an, dass es noch ungeklért ist, ob
eine optimale Losung ohne —2-Moves auskommen kann.

Das folgende Lemma wird zentral fiir unseren Approximationsalgorithmus sein.

Lemma 6.76 Sei m € S, eine erweiterte Permutation. Besitzt G'(m) einen orien-
tierten Kreis, dann existiert ein 2-Mowve T.

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es also einen orientierten Kreis. Neben der am
weitesten rechts beginnenden Desire-Edge muss eine weitere von rechts nach links
durchlaufen werden. Dies ist in Abbildung 6.60 oben dargestellt, wobei wir dort
unterscheiden, ob die zweite Desire-Edge vollstdndig innerhalb der ersten Desire-
Edge (links) verlduft oder nicht (rechts). Da alle Reality-Edges von links nach rechts
durchlaufen werden, ist die Form dieser zweiten Desire-Edge auch klar.

Verlauft die zweite Desire-Edge vollstandig innerhalb der ersten, wie links in Abbil-
dung 6.60 dargestellt, dann wenden wir die dort angegebene Transposition an.
Andernfalls liegt die Situation vor, wie im rechten Teil der Abbildung 6.60 skiz-
ziert. Dann wenden wir die dort angegebene Transposition an. Man beachte, dass
beide Transpositionen jeweils auf einem Kreis operieren, d.h. die Anzahl der Kreise
in keinem Fall sinken kann. In jedem Fall wird aber nach Ausfiihrung der jeweiligen

Version 7.32 Fassung vom 17. Februar 2019



302 Kapitel 6. Genome Rearrangements

(e (D
mf_ )

Abbildung 6.60: Skizze: Orientierter Kreis in G'(7

Transposition die Anzahl der Kreise in G'(7 o 7) um mindestens eins erhéht, da wir
ja eine Adjazenz erzeugen. Nach Lemma 6.68 muss dann aber G’'(7 o 7) genau zwei
Kreise mehr besitzen. Also ist 7 ein 2-Move. [

Lemma 6.77 Seiw € S,, eine erweiterte Permutation. Besitzt G'(7) keinen orien-
tierten Kreis, dann existiert kein 2-Move T auf .

Den Beweis dieses Lemmas iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Lemma 6.78 Sei id # m € S,, eine erweiterte Permutation. Dann besitzt m einen
2-Move oder es existieren zwei Transposition T und 7', wobei T ein 0-Move fir ©
und 7' ein 2-Mowe fiir mo T ist.

Beweis: Enthilt G'(7) einen orientierten Kreis, dann folgt die Behauptung aus dem
Lemma 6.76. Also seien alle Kreise in G'(7) unorientiert. Wir erinnern noch einmal
an die Beobachtung, dass unorientierte Kreise die Gestalt der linkesten Illustration
in Abbildung 6.59 besitzen miissen.

Wir betrachten einen unorientierten Kreis C' in G'(7), der mindestens zwei Desire-
Edges enthélt (sonst wére die Permutation bereits sortiert). Weiterhin muss es eine
Desire-Edge zwischen max(C') und min(C') geben, da sonst C orientiert wére. Weiter

gilt (min(C'), max(C)) # (0,n + 1).

Sei k = max(C') und sei also (7 —1, m) die am weitesten rechts endende Desire-Edge
in C' (die dann auch in min(C') beginnen muss, da C' unorientiert ist). Wir setzen
zunéchst ¢ = k. Dann betrachten wir die von rechts her néchste darin beginnende
bzw. endende Desire-Edge. Ist (m;_1, m;) eine Reality-Edge, dann hat diese die Form
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® *—o *—oO [} *—oO *—oO
7Ti_1+1 Ti—1 T 7TZ'—2 7TZ'—1 Yy

Abbildung 6.61: Skizze: Mogliche néchstinnere Desire-Edges

(mj —1,m;) = (m—1 — 1, m_1) und sonst (m; + 1,7;) = (m; — 1,7 — 2). Diese beiden
Fille sind in Abbildung 6.61 illustriert.

Schneidet (m; —1,7;) bzw. (7; + 1, 7;) keine der bislang betrachteten Desire-Edges,
so setzen wir ¢ = j und fiithren dieses Verfahren fort. Andernfalls untersuchen wir
die zu 7; inzidente Desire-Edge genauer. Irgendwann miissen wir eine Desire-Edge
finden, die aus dem betrachteten Intervall ausbricht (sonst wiirde die betrachtete
unorientierte Permutation nicht aus einer Permutation mit ausschliellich positiven
Vorzeichen stammen).

Fiir die so gefundenen ausbrechende Desire-Edge unterscheiden wir zwei Fille, je
nachdem, wie die zu ; inzidente Desire-Edge aussieht.

Fall 1: Wir nechmen zuerst an, dass die zu 7; inzidente Kante zu einer Position gréfier
als k fiihrt. Man beachte, dass die betrachte Desire-Edge nicht an den Positionen
7+ 1 mit k£ enden kann und dass diese Desire-Edge zu einem anderen Kreis gehoren
muss. Dies ist in Abbildung 6.62 illustriert.

[ [
T Tk

Abbildung 6.62: Skizze: Fall 1: Eine Kante bricht nach rechts aus

Diese Situation ist in Abbildung 6.63 etwas genauer dargestellt. Dort ist (f,7) die
ausbrechende Kante und die rot-gepunkteten Linien entsprechend alternierenden
Pfaden im Reality-Desire-Diagram.

Wie man der Abbildung 6.63 entnimmt, gibt es eine Transposition 7, die ein 0-
Move ist: Da diese Transposition auf zwei Kreisen operiert und mindestens zwei
Kreise iibrig ldsst (unter anderem erzeugen wir ja die Adjazenz (e, j)), muss es sich
um einen 0-Move oder 2-Move handeln (nach Lemma 6.77 ist letzteres aber nicht
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a—é ..'c d é f g-h z-|—j

b-b o f b-n i—d i

Abbildung 6.63: Skizze: Fall 1: 0-Move der einen orientierten Kreis generiert

moglich). Da nach der Ausfithrung von 7 ein orientierter Kreis generiert wurde, gibt
es nach Lemma 6.76 jetzt einen 2-Move.

Fall 2: Jetzt nehmen wir an, dass diese Kante nach links ausbricht und eine der
vorher betrachteten Desire-Edges schneidet. Dies ist in Abbildung 6.64 illustriert.
Hierbei ist jetzt jedoch nicht klar, ob der andere Endpunkt noch im aufspannenden
Intervall des zugehorigen Kreises liegt oder nicht. Auch hier muss die schneidende
Kante wieder zu einem andere Kreis gehoren

T

Abbildung 6.64: Skizze: Fall 2: Desire-Edge bricht nach links aus

Wir betrachten diese Situation jetzt in Abbildung 6.65 genauer. Hier ist die Desire-
Edge (e, h) eine der zuletzt betrachteten Kanten, die von der aktuellen Kante (¢, g)
geschnitten wird. Man beachte, dass ¢ auch links von a liegen kann.

Wie man der Abbildung 6.65 entnimmt, gibt es eine Transposition 7, die ein 0-
Move ist: Da diese Transposition auf zwei Kreisen operiert und mindestens zwei
Kreise iibrig ldsst (unter anderem erzeugen wir ja die Adjazenz (h,e)), muss es sich
um einen 0-Move oder 2-Move handeln (nach Lemma 6.77 ist letzteres aber nicht
moglich). Da nach der Ausfithrung von 7 ein orientierter Kreis generiert wurde, gibt
es nach Lemma 6.76 jetzt einen 2-Move. [ |
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a—b c d—g h—e f—z’

Abbildung 6.65: Skizze: Fall 2: 0-Move der einen orientierten Kreis generiert

Aus diesem Lemma folgt sofort, dass nach maximal 2 Transpositionen ein 2-Move
erfolgt und dass ansonsten nur 0-Moves erfolgen konnen. Es sind also maximal
(n + 1) — ¢(m) Transpositionen notig, um 7 zu sortieren. Damit haben wir den
folgenden Satz bewiesen.

Theorem 6.79 FEs existiert eine polynomielle 2-Approzimation fir Min-SBT.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch auf die folgenden Verbesserungen
bei der Approximationsgiite hinweisen.

e Man kann zeigen, dass nach einem 0-Move mindestens zwei 2-Moves moglich
sind, sofern G’(m) lange orientierte Kreise mit mindestens 3 Reality-Edges
enthélt. Damit ist eine Approximation mit Giite 1,75 erreichbar.

e Eine Approximation mit Giite von 1,5 kann in Zeit O(n?) erstellt werden. Fiir
Details verweisen wir auf die Originalarbeit von Hartman und Shamir.

e Eine Approximation mit der bislang besten bekannten Giite von 1,375 kann
in Zeit O(n?) erstellt werden. Fiir Details verweisen wir auf die Originalar-
beit von Elias und Hartman. Fiir eine schnellere Variante in Zeit O(nlog(n))
mit derselben Approximationsgiite verweisen wir auf die Arbeiten von Cunha,
Kowada, Hausen und de Figueiredo.
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e Es ist bislang noch ungekléart, ob eine optimale Losung —2-Moves enthalten
kann oder nicht.

e Bislang ist auch noch unbekannt, ob Min-SBT in P ist oder ob das Problem
bereits N'P-hart ist.

6.6 Sorting by Transpositions and Reversals (*)

In diesem Abschnitt wollen wir jetzt die Distanz von zwei Permutationen ermitteln,
wenn sowohl Reversionen als auch Transpositionen erlaubt sind.

6.6.1 Problemstellung

In diesem Abschnitt erlauben wir neben den normalen Operationen Transposition
und Reversionen teilweise auch noch so genannte Transversals. Hierbei handelt es
sich um eine Transposition, wobei anschlielend einer der beiden vertauschten Teile
noch umgedreht wird. Weiter erlauben wir teilweise noch doppelte Reversionen, d.h.
es werden gleichzeitig zwei benachbarte Teilstiicke umgedreht ohne sie zu vertau-
schen. Auch diese Transversals bzw. doppelten Reversionen kénnen wir in Form von
Permutation angegeben:

Transversaly (i, j, k) = (1‘”2_1 Z}+J o k’+1---n)7

1ooi—1 1ok i k4+1---m

o 1.vvi—1 4 j4+1---k k+1---n
Transversaly(i, j, k) = (1'”@._1 I j}—‘ij—li j k—|—1~~n)’

- lovvi=1 d4---j j+1--k k+1---n
DReversal(i, j, k) = (1'”@._1 oo kej41 k—i—1~~n)'

Dabei werden wir im Folgenden bei einer Reversion innerhalb eines Transversals
oder einer doppelten Reversion auch immer die Vorzeichen &ndern, da wir hier nur
orientierte Permutationen untersuchen werden. In Abbildung 6.66 ist ein Beispiel
fiir eine sortierende Folge von Operationen angegeben, die auch ein Transversal und
eine doppelte Reversion verwendet.

Somit kénnen wir nun die zu untersuchenden Probleme genau definieren.

SORTING BY REVERSALS AND TRANSPOSITIONS (MIN-SBRT)

Eingabe: Eine Permutation 7 € 5,,.
Gesucht: Eine kiirzeste Folge von Reversionen und Transpositionen py, ..., pr mit
TopLo---0p, =id.
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+0 (+2 -3 +5 +4 —1) 46

R
+0 +1[ -4 —5]|+3]-2 +6

T
+0 +1[+3 4 5{=2)+6

TR
+0 +1 +2 +3 (—4)=5) +6

DR

+0 +1 +2 +3 +4 +5 +6

Abbildung 6.66: Beispiel: Sortierung mit Transversals und doppelter Rotation

SORTING BY TRANSVERSALS (MIN-SBTR)

Eingabe: Eine Permutation 7 € S,,.
Gesucht: Eine kiirzeste Folge von Reversionen, Transpositionen, Transversals und
doppelten Reversionen py,...,pr mit mop;o--- 0 pp = id.

Notation 6.80 Sei 7 € S, eine orientierte Permutation. drp bezeichnet die mini-
male Anzahl von Reversionen und Transpositionen, die nétig sind um T zu sortieren.
d'rp bezeichnet die Transversal-Distanz, d.h. die minimale Anzahl von Reversionen,
Transpositionen, Transversals und doppelten Reversionen, die nitig sind um T zu
sortieren

Weiterhin kiirzen wir die Operationen Reversionen, Transpositionen, Transversals
bzw. doppelte Reversionen oft mit 7', R, T'R bzw. DR ab. Man iiberlege sich ferner,
warum man bei Transversals nicht die Reversion beider Teile nach einer Trans-
position zulésst. Wir wiederholen auch hier noch einmal kurz zur Erinnerung die
Definition eines Reality-Desire-Diagrams.

Definition 6.81 Sei @ € S, eine erweiterte orientierte Permutation. Dann ist das
(erweiterte) Reality-Desire-Diagram (kurz RDD) G(7) bzw. G'(7) der (erweiterte)
Breakpoint-Graph G () bzw. G'(7), wobei m die zu T gehdrige erweiterte unorien-
tierte Permutation ist, mit der Einschrankung, dass es fir jedes i € [1 : n| keine
Reality- bzw. Desire-Edges zwischen (2t — 1) und (2i) gibt.

6.6.2 Untere Schranken fiir die Transversal-Distanz

Nun wollen wir eine untere Schranke fiir das orientierte Sortieren mit Transversals
herleiten.
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Lemma 6.82 Sei @ € S, eine orientierte Permutation und sei p eine Operation
vom Typ R, T, TRy, TRy oder DR, dann gilt:

|b(7Top) —é(mop)— (b(7) — (7)) <2 bzw. |d(7op)—c(Top)| <2

Beweis: Auch hier gilt immer noch & (7) = é(m)+(n+1)—b(7). Wir miissen also nur
|d(mop)—&(7)| <2 zeigen. Es sind in jeder Operation jedoch maximal drei Kreise
involviert, d.h. im schlimmsten Fall werden aus einem Kreis drei Kreise bzw. aus
drei Kreisen ein Kreis. Damit folgt im Wesentlichen auch schon die Behauptung. =

Theorem 6.83 Sei @ € S, eine orientierte Permutation. Dann gilt:

b(m) —e(m) _n+1- E’(Tr).
2 2

TR(T) =

Der Beweis erfolgt analog wie beim Sortieren mit Reversionen und sei dem Leser
zur Ubung iiberlassen.

Korollar 6.84 Sei @ € S, eine orientierte Permutation. Dann gilt:

b(7)—e(®) n+1l- 5’(7?).

drp(7) > _
rr(T) 2 2 2

Notation 6.85 Sei # € S, eine orientierte Permutation. Dann bezeichnet ¢(%)
die Anzahl der Kreise in G'(7), die eine ungerade Anzahl von Reality-Edges (oder
Desire-FEdges) besitzen.

Im Folgenden sagen wir, dass ein Kreis gerade bzw. ungerade Lénge hat, wenn er
eine gerade bzw. ungerade Anzahl an Reality-Edges enthélt.

Lemma 6.86 Sei @ € S, eine orientierte Permutation und sei p eine Operation
vom Typ R, T, TRy, TRy, DR, dann gilt |¢(7m o p) — ¢(mop)| < 2.

Beweis: Die Behauptung folgt im Wesentlichen aus folgender Beobachtung in Kom-
bination mit dem Beweis von Lemma 6.82. Aus einem Kreis gerader Lange konnen
maximal zwei Kreise ungerader Lénge entstehen, da alle Kanten, die vorher in einem
Kreis waren, auch nachher wieder in einem Kreis enthalten sein miissen. Anderer-
seits kann aus drei Kreisen ungerader Lénge kein Kreis gerader Lénge entstehen. Da
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ein Transversal auf maximal drei Kreisen operiert, kann sich die Anzahl ungerader
Kreise nur um hochstens zwei dndern. [

Theorem 6.87 Fiir jede orientierte Permutation 7 € S, gilt: dypp(7) > %C(ﬁ)

n+1—¢é(7)

Korollar 6.88 Fiir jede orientierte Permutation ©@ € S, gilt: drr(T) > 5

6.6.3 Eine 2-Approximation

In diesem Abschnitt wollen wir jetzt einen polynomiellen Approximationsalgorith-
mus mit einer Giite von 2 fiir Min-SBRT entwickeln.

Lemma 6.89 Sei 7 € S, eine orientierte Permutation und sei G'(7) das zugehd-
rige erweiterte Reality-Desire-Diagram. S