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Vorwort

Dieses Skript entstand parallel zu der Vorlesung Algorithmische Bioinformatik I11
des Sommersemester 2003, die als Ergénzung zu den Vorlesungen Algorithmische
Bioinformatik I und Algorithmische Bioinformatik II dient. Diese Vorlesung wurde
speziell fiir Studenten der Bioinformatik an der Ludwig-Maximilians-Universitét
Miinchen im Rahmen des von der Ludwig-Maximilians-Universitdt Miinchen und
der Technischen Universitdt Miinchen gemeinsam veranstalteten Studiengangs Bio-
informatik gehalten.

Durch den Neuaufbau des Studienganges bedingt, unterscheiden sich die bisherigen
Inhalte der bereits angebotenen Vorlesungen Algorithmische Bioinformatik I und II
leicht, so dass dieser dritte Teil ebenfalls Uberschneidungen mit den bisher gehalte-
nen ersten und zweiten Teilen besitzt.

Diese Fassung ist zwar korrigiert, aber noch nicht prinzipiell iiberarbeitet worden, so
dass das Skript an einigen Stellen etwas kurz und unprézise ist und sicherlich auch
noch eine Reihe von (Tipp)Fehlern enthélt. Daher bin ich fiir jeden Hinweis darauf
(an heun@bio.informatik.uni-muenchen.de) dankbar.

An dieser Stelle mochte ich insbesondere Sabine Spreer danken, die an der Erstellung
dieses Skriptes in I¥TEX2e mafigeblich beteiligt war.

Miinchen, im September 2003 Volker Heun
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Optimal Scoring Subsequences ].

1.1 Maximal Scoring Subsequence

Ziel dieses Abschnittes ist es, (moglichst effiziente) Algorithmen fiir das Maximal
Scoring Subsequence Problem vorzustellen. Dabei werden wir noch einmal kurz die
wichtigsten Paradigmen zum Entwurf von Algorithmen vorstellen.

1.1.1 Problemstellung

MAXIMAL SCORING SUBSEQUENCE (MSS)

Eingabe: Eine Folge (a4, ...,a,) € R™
Gesucht: Eine (zusammenhéngende) Teilfolge (a,...,a;), die o(i,j) maximiert,
wobei (i, j) = > )_. as.

Bemerkung: Mit Teilfolgen sind in diesem Kapitel immer (sofern nicht anders
erwiahnt) zusammenhéngende (d.h. konsekutive) Teilfolgen einer Folge gemeint (also
anders als beispielsweise in der Analysis).

Beispiel:

[;] [;]
+5—-245—-241-9+5—-24+4-54+1-24+3-145-3+2-142
[T] C 8 1

13 8 4

Bemerkungen:

e Es sind mehrere Losungen moglich.

e [st eine Losung in der anderen enthalten, so kann man ohne Beschrankung der
Allgemeinheit die kiirzere wihlen.
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2 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

e Es gibt keine echt {iberlappenden Losungen.

Annahme: Es gidbe echt iiberlappende Losungen. Die Sequenz gebildet aus
der Vereinigung beider Sequenzen (respektive ihrer Indices) miisste dann einen
hoheren Score haben, da der Score der Endstiicke ist > 0 ist (sonst wiirde er
in den betrachteten Teilfolgen nicht berticksichtigt werden).

1.1.2 Biologische Anwendungen

Transmembranproteine: Bestimmung der transmembranen Regionen. Eingela-
gerte Proteine in der Membran sollten einen dhnlichen Aufbau wie die Mem-
bran selbst haben, da die Gesamtstruktur stabiler ist. Somit sollten transmem-
brane Regionen hydrophob sein.

Mit einer geeigneten Gewichtung der Aminosduren, kénnen solche hydropho-
ben Regionen mit Hilfe der Losung eines maximal scoring subsequence Pro-

blems gefunden werden.

hydrophob

bdbb ol

polar

eingelagertes Protein

Fiir die einzelnen Aminoséduren werden die folgende Werte gewéhlt:

e hydrophobe Aminosduren: Score € [0 : 3];

e hydrophile Aminosiduren: Score € [—5 : 0].

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik II1 SS 2003



1.1. Maximal Scoring Subsequence 3

Lokalisierung GC-reicher DINS-Abschnitte: In GC-reichen Regionen der DNS
finden sich haufig Gene. Das Auffinden solcher GC-reicher Regionen lésst sich
als maximal scoring subsequence Problem beschreiben:

e C,G—1—pfirenpel0:1];
o AT — —p.

Zusétzlich kénnen Langenbeschrankungen sinnvoll sein; obere, untere Schranke
der Lénge fiir z.B. bekannte Proteine, die man sucht.

Vergleichende Analyse von Genomen (Mouse/Human):

e Sequenz-Ahnlichkeiten liegen fiir Exons bei 85% und fiir Introns bei 35%.

Mit Hilfe eines geeigneten maximal scoring subsequence Problems kon-
nen somit bei vergleichender Analyse von Genomen Exons und Introns
identifiziert werden.

e Variante: Gewichtung des Scores iiber die Linge zur Vermeidung von
“poor Regions* (stark positive Teile, die aber zu kurz sind, werden somit
ausgeschlossen).

Konservierte Regionen: Bestimmung gut konservierter Regionen in einem mehr-
fachen Sequenzenalignment durch Gewichtung der Spalten gemé&f ihrer Ahn-
lichkeiten (beispielsweise SP-Maf einer Spalte).

"Ungapped’ local alignment: Lokales Alignment ohne Liicken (gaps) mit Lén-
genrestriktionen. Man wendet das maximal scoring subsequence Problem auf
die Diagonalen der zugehorigen Dot-Matrix an.

1.1.3 Naive Losung

Idee: Bestimme o(i,5) = S_. a, fiir alle i < j € [1: n].

Rechenzeit: Kosten pro Tabelleneintrag ©(5 — i + 1):

ii@(y’—iﬂ):@(i(n—zﬂ ) (Zz)_on

i=1 j=i i=1

Alternative Begriindung: In der Tabelle mit n? Eintrdgen benétigt jeder Eintrag
maximal n Operationen. Hierbei erhalten wir jedoch nur eine obere Schranke und
nicht die korrespondierende untere Schranke fiir die Laufzeit.
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4 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

1.1.4 Lésen durch dynamische Programmierung

Rekursionsgleichung: Es gilt folgende Rekursionsgleichung:
o(i, j) = a; firi=j
I)Z oli k) +olk+1,5) fireinkefi:j— 1]
Direktes Losen dieser Rekursion ist zu aufwendig, da exponentiell viele Aufrufe erfol-
gen!

In solchen Féllen wird die Dynamische Programmierung angewendet.

Die TabellengroBe ist O(n?). Jeder Eintrag kann mit der Rekursionsgleichung in Zeit
O(1) berechnet werden. Dabei wird die Tabelle diagonal von der Mitte nach rechts
oben aufgefiillt.

a

Gn,

1.1.5 Divide-and-Conquer-Ansatz

—_

N3

N3
—_
S

| | Divide-Schritt: in der Mitte aufteilen

Rekursion auf den beiden Halften: man
| | | | | | | | erhélt jeweils eine optimale Teilfolge

| | | | ‘ | | | | Conquer-Schritt: entscheide, welche Teil-
folge den hoheren Score besitzt
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1.1. Maximal Scoring Subsequence 5

Man kann dabei aber auch die optimale Teilfolge in der Mitte zerschneiden. Daher
muss man zuséatzlich von der Mitte aus testen, wie von dort nach rechts bzw. links
eine optimale Teilfolge aussieht.

max{o(i,5) i€ [1: 5 +1]}  max{o(5+1,5)|j€[5:n]}

Dazu bestimmen wir jeweils das Optimum der Hélften, d.h

moc{o (L 2) e[ 241} wd maco (24 1) i€ [2oa]).

Man {iiberlegt sich leicht, dass die optimale Teilfolge, die die Positionen n/2 und
n/2 + 1 iberdeckt, aus der Konkatenation der beiden berechneten optimalen Teil-
folgen in den jeweiligen Hilften bestehen muss.

Laufzeit: Fiir die Laufzeit erhalten wir sofort die folgende Rekursionsgleichung, die
identisch zur Laufzeitanalyse von Mergesort ist, da das Bestimmen einer optimalen
Teilfolge iiber die Mitte hinweg in Zeit O(n) (wie oben gesehen) geschehen kann:

Tn)=2-T <g) + O(n) = O(nlog(n)).

1.1.6 Clevere Losung

Wenn wir wie beim Divide-and-Conquer-Ansatz das Problem nicht in der Mitte
aufteilen, sondern am rechten Rand, so konnen wir (ganz im Gegensatz zum Problem
des Sortierens) eine effizientere Losung finden.

| | | | | Nur das letzte Feld absplitten.

Am Rand gleich die optimale Teilfolge
| | | | | mitbestimmen, z.B. durch den Versuch
die aktuelle Randfolge zu verldngern.

Das einziges Problem besteht darin, dass die Folge am rechten Ende einen negativen
Score erhélt. Dann wéhle die leere Folge mit dem Score 0.
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6 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

CLEVERE LOSUNG

{

mar=0; (=1, r=0;
rmax = 0; rstart =1,
for (i1 =1,1<n,i++)
{
if (rmax + a; > 0)
raxT = rmax + a;;
else
{
rmax = 0;
rstart =1+ 1;
}
if (rmax > max)
{
maxr = rmax;
{ = rstart;
r=1

Abbildung 1.1: Algorithmus: Die clevere Losung

Laufzeit: Offensichtlich erhalten wir eine Laufzeit von O(n).

Theorem 1.1 Fine mazimal scoring subsequence einer gegebenen reellen Folge ldsst
sich in Linearzeit mit konstantem zusdtzlichen Platzbedarf bestimmen.

1.1.7 Zusammenfassung

In der folgenden Tabelle sind alle Resultate der vorgestellten Algorithmen noch
einmal zusammengefasst.

Algorithmus Zeit Platz Bemerkung

naive Programmierung | O(n?) O(n?) Tabelle fiillen

DP O(n?) O(n?) geschickter fiillen
Divide and Conquer O(nlog(n)) | O(n) die Eingabeldnge ist n
Clevere Losung O(n) n+ O(1) | die Eingabeldnge ist n

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik II1 SS 2003



1.2. All Maximal Scoring Subsequences 7

In der folgenden Tabelle sind noch die Léngen von Folgen angegeben, die in einer
Sekunde bzw. einer Minute auf einem gewdchnlichen Rechner verarbeitet werden
koénnen.

Seqg-len in 1sec. 1min. Space

Naive 800 | x4 3200 | O

Dyn.Prog. 4.200 | %8 32.000 |  O(n?)

D&C 1.500.000 | 239'|  75.000.000 O(n)

Clever 20.000.000 | 259 | 1.200.000.000 | n + O(1)
|
8. April

1.2 All Maximal Scoring Subsequences

Nun wollen wir uns mit der Frage beschéftigen, wenn wir nicht nur eine beste, son-
dern alle besten bzw. alle moglichen Teilfolgen mit positive Score und zwar nach
absteigenden Score erhalten wollen. Zuerst einmal miissen wir uns iiber die Frage-
stellung klar werden, d.h. was ist iiberhaupt die gesuchte Losung.

1.2.1 Problemstellung

ArLL MAXIMAL SCORING SUBSEQUENCES (AMSS)

Eingabe: Eine Folge (a4, ...,a,) € R™
Gesucht: Alle disjunkten Teilfolgen, die ihren Score maximieren.

Zunéchst einmal muss man sich iiberlegen, was es heiflen soll, dass alle disjunkten
Teilfolgen ihren Score maximieren.

Beispiel:

10 8

10 -9 6 2

Version 0.18 Fassung vom 18. September 2003



8 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

Die lange Folge ist nicht die Losung, da wir keine iiberlappenden Folgen haben
wollen.

Wir geben zwei mogliche Definition an, wie man alle maximalen Teilfolgen einer
Folge definieren kann. Im Folgenden werden wir zeigen, dass die beiden Definitionen
aquivalent sind. A priori ist dies iberhaupt nicht klar.

Definition 1.2 (Strukturelle Definition) Fine Teilfolge o' = (a;,...,a;) einer
Folge a € R™ heifit maximal scoring, wenn die beiden folgenden Figenschaften erfillt
sind:

E1 alle echten Teilfolgen von a' haben einen kleineren Score;

E2 keine Oberfolge von a’ in a erfillt E1.

Neben dieser strukturellen Definition kann man auch noch eine eher algorithmisch
angelehnte Definition angeben.

Definition 1.3 (Prozedurale Definition) Sei a = (ay,...,a,) € R" eine reelle
Folge. Fine kiirzeste Teilfolge (a;, ..., a;) der Folge a mit mazimalem Score heifit
maximal scoring. Teilfolgen aus (ay, ..., a;,—1) bzw. (aji1,...,ay), die fir diese mazi-

mal scoring sind, sind auch fir a maximal scoring.

Aus der prozeduralen Definition kann sofort ein Algorithmus zur Bestimmung aller
MSS abgeleitet werden, der in der folgenden Skizze veranschaulicht ist:

| 1 >0 | | 1 >0 |
rekursw | ‘ ‘ | | ‘ ‘ |

e e

Die Laufzeit dieses Algorithmus erfiillt folgende Rekursionsgleichung, da das Auffin-
den einer maximal scoring subsequence, wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben,
in Zeit O(n) durchfiithrbar ist:

T(n)=0(n)+T(n)+T(ny) mit ny+ng <n.

Ahnlich zu Quicksort ergibt sich folgende Analyse:

worst case: O(n?)

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik II1 SS 2003



1.2. All Maximal Scoring Subsequences 9

average case: O(nlog(n)) (mit einer geeigneten Wahrscheinlichkeitsverteilung, die
nicht unbedingt realistisch sein muss!)

1.2.2 Elementare Eigenschaften der strukturellen Definition

Lemma 1.4 Sei a = (ay,...,a,) € R". Fir jede Teilfolge ' = (a;,...,a;) von a
sind dquivalent:

1) d erfillt E1.
2) Es gilt, dass das Minimum aller Prdfize von a in a’
o(1,:—1) =min{o(1,k) | k€ [i — 1,4]}
und das Mazximum aller Prdfixe von a in a
o(1,7) =max{o(1,k) | ke [i—1,7]}
eindeutig sind!

3)Vkeli:jl:o(i,k) >0A0a(k,j)>0.

Beweis: (1. = 2. = 3. =1,

1. = 2. (durch Widerspruch)

1.Fall: Sei k € [i — 1: j] mit o(1,k) > o(1,7)

ik oJ
| ] |
| |
Lok ol k) = o(Lk) —o(li—1)
@7 | iiﬁi’jﬁ o(l,i=1)
o(1,i—1)

Daraus ergibt sich ein Widerspruch zur Annahme der Eigenschaft E1), da die echte
Teilfolge (ai, ..., ax) von (a,...,a;) einen groBeren Score besitzt.

Version 0.18 Fassung vom 18. September 2003



10 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

2.Fall: Sei jetzt k € [i — 1: 7] mit o(1,k) < o(1,i —1).

v ko7
I I
L o(1,k) !
I I
" oo(1)) !
O-(k: + 17]) = U(la]) - 0-(17]{:)
> 0(17]) - U(lai - 1)
7y - ali.)
Daraus ergibt sich ein Widerspruch zur Annahme der Eigenschaft E1), da die echte
Teilfolge (@j41, .- .,a;) von (a;,...,a;) einen groferen Score besitzt.
2. = 3.

Da das Minimum eindeutig ist, folgt fiir alle k& € [z : j]:

o(i,k)=0(1,k)—0o(1,i—1) > 0.
———
<o(1,k)

Da das Maximum eindeutig ist, folgt fiir alle k € [i : j]:

U(kvj) = 0(17]) _0-(17]{: - 1) > 0.
>o(1,k—1)

3. = 1.

Sei @’ = (ag,...,ap) mit i < k < ¢ < j sowie i # k oder ¢ # j. Dann gilt:

7

0(k7€):0<27]>_0(l7k_1) U(EILJ)

>0 >0

Hinweis: o(i,k — 1) und (¢ + 1, j) sind jeweils > 0, eines davon muss > 0 sein, da
sonst @' = a” gelten wiirde.

Damit ist gezeigt, dass E1) gilt. ]

Lemma 1.5 Sei a = (ay,...,a,) € R™. Die mazimal scoring subsequences von a
sind paarweise disjunkt.

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik II1 SS 2003
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11

Beweis: (durch Widerspruch)

Seien a’ und a” zwei maximal scoring subsequences, die sich iiberlappen.

a |

o ]
— —
> O§ > 0:

@[] ]

wegen E1 & Lemma 1.4 Teil 3).

o(a”) > max{o(a'),o(a")}

Dies ergibt den gewiinschten Widerspruch zur Eigenschaft E2 von a’ und a”, da o

E1 erfiillt.

Lemma 1.6 Sei a = (ai,...,a,) € R". Jede Teilfolge a' = (ag, ...

,ap), die E1

erfillt, ist Teilfolge einer maximal scoring subsequence.

Beweis: (durch Widerspruch)

Sei a' = (ag,. ..

,ap) ein Gegenbeispiel (erfiillt also auch E1) mit maximaler Léinge,

d.h. ¢ — k ist unter allen Gegenbeispielen maximal.

J k¢

: :

a' erfiillt E1, aber nicht E2 (sonst wére o’ kein Gegenbeispiel). Somit existiert eine
echte Oberfolge a” von o', die E1 erfiillt. Wiirde die Folge a” auch E2 erfiillen, dann
wire a” eine maximal scoring subsequence, die auch eine Oberfolge von a’ ist, d.h.

a’ ware kein Gegenbeispiel.

a” ist somit ein lingeres Gegenbeispiel als a’, da £ — i > k — j. Dies fiihrt zu einem

Widerspruch zur Annahme.
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12 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

Korollar 1.7 Jedes positive Element ist in einer maximal scoring subsequence ent-
halten.

Korollar 1.8 Innerhalb jeder Teilfolge, die mit keiner maximal scoring subsequence
tberlappt, sind die aufaddierten Scores monoton fallend.

Lemma 1.9 Seia = (aq,...,a,) € R". Betrachte p = min{o(1,k) | k € [1 : n|}
(bzw. p = max{o(1,k) | kK € [1 : n]}). Sei k der grofite (bzw. kleinste) Wert mit
o(1,k) = p. Dann ist k am linken (bzw. rechten) Ende einer mazimal scoring sub-
sequence oder am Ende von a.

Beweis: Betrachte o(1,4) als Funktion von ¢ € [0 : n]:

Score

o(1,1)

k absolutes Minimum

Allgemein gilt o(7,5) = o(1,7) — o(1,i—1).

Fall 1: £ ist in keiner maximal scoring subsequence. Nach Korollar 1.8 ist £ am Ende
einer nicht-maximal scoring subsequences, also am Ende von a oder Anfang einer
maximal scoring subsequence.

Fall 2: k ist in einer maximal scoring subsequence. Nach Lemma 1.4 Teil 3) ist k
am linken Ende einer maximal scoring subsequence (da Prifixe echt positiven Score
haben miissen), also am Anfang einer maximal scoring subsequence. [

10.April

Im Folgenden werden wir die folgende algorithmische Idee verfolgen. Sei a’ eine Teil-
folge von a. Wir versuchen a’ auf eine maximal scoring subsequence zu verlangern.
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1.2. All Maximal Scoring Subsequences 13

Notation: Eine Teilfolge a’ von a heifit a-MSS, wenn sie eine maximal scoring
subsequence von a ist.

Lemma 1.10 Sei a = (ay,...,a,) € R". Sei a” eine Teilfolge von a’ und o’ eine
Teilfolge von a. Ist a” eine a-MSS, dann ist a” auch a'-MSS.

Beweis: Sei a” eine a-MSS und sei sowohl a’ eine Teilfolge von a als auch eine
Oberfolge von a”.

Da a” eine a-MSS ist, erfiillt a” die Eigenschaften E1 und E2 beziiglich a. Somit
erfiillt die Folge a” diese Eigenschaften auch beziiglich der Oberfolge a’. ]

Lemma 1.11 Seia = (ay,...,a,) € R". Sei a’ = (ay,...,a;) und ar < 0 fir alle
k€ [i+1:n|. Alle maximal scoring subsequences von a’ sind auch mazximal scoring
subsequences von a und umgekehrt.

Beweis:
'« Dies ist die Aussage von Lemma 1.10.

'—" Sei a” eine a’-MSS.

<0
a
al
a’ [ ] aMss
al/l | |

—

<0
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14 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

Damit a” keine a-MSS sein kann, muss es eine Oberfolge von a’ geben, die E1 erfiillt.
Da a” eine a/-MSS ist, muss diese Oberfolge a” in den hinteren Teil (ab Position
i + 1) hineinragen. Eine solche Folge a” kann nach Lemma 1.4 nicht E1 erfiillen.
Dies fiihrt zu dem gewiinschten Widerspruch. [

Lemma 1.12 Sei a = (ay,...,a,) € R". Sei d' = (a;,...,a;) eine a-MSS und
sei a¥ = (a1,...,a;-1) und a® = (aj41,...,a,). Dann ist eine Teilfolge a” von a*
(bzw. af*) genau dann eine a*-MSS (bzw. af*-MSS), wenn a” eine a-MSS ist.

Beweis:

'«<=" Dies folgt aus Lemma 1.10. Die maximal scoring subsequences sind disjunkt.

'=" Sei a” eine a-MSS, aber nicht eine a-MSS. Somit erfiillt a” die Eigenschaft E1.
Mit Lemma 1.6 folgt, dass a” in @ enthalten ist, die eine a-MSS ist. Weiter gilt:
a ¢ o, da keine Teilfolge von a” sein kann, sonst wire a” keine a”-MSS. Somit
miissen sich @ und a’ iiberlappen. Dies ist ein Widerspruch zu Lemma 1.5. [

Theorem 1.13 Die strukturelle und prozedurale Definition von mazimal scoring
subsequences stimmen tberein.

Beweisidee: Sei MSS(a) die Menge aller Teilfolgen von a, die maximal scoring
subsequences sind (gemé&fl der strukturellen Definition, also die die Eigenschaften
E1 und E2 erfiillen).

Sei ¢’ = (aj, ..., a;) € MSS(a) mit maximalem Score. Nach Lemma 1.12 gilt:
MSS(CL) = {CLI} U MSS(CLl, cey CLifl) U MSS(CLj+1, ey an).

Den vollstandige Beweis lédsst sich jetzt formal mittels Induktion fiihren. [

1.2.3 Ein Algorithmus zur Losung

Wir beschreiben jetzt einen Algorithmus zur Ermittlung aller maximal scoring sub-
sequences.

e Die Eingabe ist die Folge a = (a4, ...,a,) € R"™.

e Die Elemente werden von links nach rechts verarbeitet. Dabei merken wir uns
disjunkte Teilfolgen I, ..., I} eines Prifixes von a (Iy,...,I; werden dabei
solche Teilfolgen nach Moglichkeit maximaler Lange des bereits abgearbeiteten
Prifixes von a sein, die die Eigenschaft E1 erfiillen).
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° Iz = (agi,...,am), d.h. ]Zﬁ(&,?"l)
e Setze L; =o(1,4; — 1) und R; = o(1,r;).
e Damit gllt O'(IZ) = 0'(&', T‘Z’) = Rz — Lz

Das kénnen wir uns wie folgt veranschaulichen:

(RN

E
L
E
L

=l

Wir gehen wie folgt vor: Bearbeite die Folge von links nach rechts; Sammle eine
Liste von Teilfolgen, die E1 bereits erfiillen.

Sei a,, das aktuell betrachtete Element der Folge a:

e Ist a,, < 0, betrachte die néchste Position m + 1, da keine maximal scoring
subsequence an Position m beginnen oder enden kann.

e Ist a,, > 0, erzeuge neue Liste I}, = (m, m) (einelementige Liste), bestimme Ly,
und Ry. (Die Folge (a,,) erfiillt E1, hat aber nicht notwendigerweise maximale
Lénge.)

e Fiir ein neues I wiederhole das Folgende: Durchsuche Ij_1, ..., I; (von rechts
nach links!) bis ein maximales j gefunden wird, so dass L; < L.

Fall 1: Es existiert gar kein solches j:

o(1,14)

A

Version 0.18 Fassung vom 18. September 2003
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16 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

Nach Lemma 1.9 ist I}, der Anfang einer maximal scoring subsequence in der Teilfolge
a = (ay,...,ay,). Nach Lemma 1.12 sind Iy,..., ;1 dann auch maximal scoring
subsequences in a’. Nach Lemma 1.6 ist [ auch Teilfolge einer a-MSS. Die Teil-
folge I ist sogar Anfang einer a-MSS, denn sonst hétten einige Préfixe von einen
nichtpositiven Score, was ein Widerspruch zu Lemma 1.4 ist. Somit sind I, ..., [x_4
nach Lemma 1.12 auch jeweils eine a-MSS. Daher geben wir jetzt die Teilfolgen
I, ..., I;_1 als maximal scoring subsequences aus und setzen [, := I} sowie k = 1.

Fall 2: Sei j maximal mit L; < Ly und R; > Ry:

Behauptung.: [; ist eine a’-MSS mit @’ = (a4, ..., an)

E1) Dies gilt offensichtlich nach Konstruktion.

E2) Angenommen, es gibe eine Oberfolge a” von I;, die E1 erfiillt. Endet o” hin-
ter I;, dann hétte die Teilfolge von I; von a” einen gréfieren Score, was ein
Widerspruch zur Eigenschaft E1 von a” ist. Endet a” an derselben Position,
wie [;, dann hétten wir die Folge I; schon zur Folge a” verschmolzen, wie dies
im folgenden, dritten Fall erlautert wird.

In diesem Fall ist algorithmisch also nichts zu tun.

Fall 3: Sei j maximal mit L; < L, und R; < Ry:

VLI

kN
L |

Offensichtlich erfiillt die Teilfolge (ay,,...,a,,) die Eigenschaft E1, aber nicht not-
wendigerweise E2. Somit muss ein neues Intervall generiert und angefiigt werden.
Alle 3 Fille sind jetzt wieder neu zu betrachten. Im Allgemeinen bedeutet dies: Bilde

ein neues I mit [; := (¢;, 1), setze k := j und wiederhole die Prozedur fiir I}, = I;. e——— 5 ——
15.April
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1.2. All Maximal Scoring Subsequences 17

1.2.4 Zeitkomplexitat
Wir analysieren jetzt die Zeitkomplexitdt des soeben vorgestellen Algorithmus:

1.) Durchsuchen von [Ij_1, ..., [, dies wird spiter analysiert.

2.) (entspricht dem Gesamtaufwand des ersten Falles) 3 j = Ausgabe Iy,..., I,
fir jedes I, je O(1), also insgesamt fiir alle Ausgaben O(n).

3.) (entspricht dem Gesamtaufwand des zweiten Falles) L; < Ly A R; > Ry: Die
Ermittlung des zweiten Falles geschieht in konstanter Zeit; also insgesamt fiir
alle Falle hochstens O(n).

4.) (entspricht dem Gesamtaufwand des dritten Falles) L; < Ly A R; < Ry: Ver-
schmelzung von [, ..., I;; dies sind hochstens n — 1 Verschmelzungen also ins-
gesamt O(n).

Dabei stellen wir uns eine Verschmelzung von ¢ Intervallen als £ — 1 Verschmel-
zungen von je zwei Intervallen vor. Da es insgesamt maximal n Verschmelzungen
disjunkter Intervalle geben kann, folgt obige Behauptung.

Durchsuchen der Listen: Beim Durchsuchen der Listen von Intervallen gehen wir
etwas geschickter vor. Wir merken uns fiir jedes Intervall I}, dabei das Intervall [;, fiir
das L; < Lj und j maximal ist. Beim néchsten Durchlaufen kénnen wir dann einige
Intervalle beim Suchen einfach iiberspringen. Dies ist in der folgenden Abbildung
schematisch dargestellt:

o(1,14)

e

i

Jetzt miissen wir uns nur noch iiberlegen, welchen Aufwand alle Durchsuche-Opera-
tionen insgesamt haben. Dabei werden die Kosten zum einen auf die Aufrufe (der
Durchsucheprozedur) und zum anderen auf die ausgeschlossenen Intervalle verteilt.

Bei einem Durchsuchen der Liste werden beispielsweise ¢ Intervalle {ibersprungen.
Dann wurden /42 Listen inspiziert, was Kosten in Hohe von O(¢+1) verursacht (man
beachte, dass ¢ = 0 moglich ist). Die Kosten der Intervalle, die dabei ausgeschlossen
werden, werden einfach anteilig auf die ausgeschlossenen Intervalle umgelegt. Somit
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18 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

erhilt jedes ausgeschlossene Intervall Kosten von O(1). Die Kosten fiir den Rest
werden auf den Aufruf eines Durchsuch-Durchlaufs umgelegt, die dann ebenfalls
konstant sind.

Somit fallen jeweils Kosten O(1) auf ausgeschlossene Intervalle und Aufrufe an.

Anzahl Aufrufe: Es kann maximal so viele Aufrufe geben, wie die Schritte 2, 3,
und 4 ausgefiihrt werden, also O(n).

Anzahl ausgeschlossener Intervalle: Zum einen kénnen diese nach Schritt 2
ausgegeben werden, von diesen kann es daher ebenfalls maximal O(n) viele
geben.

Wenn diese Intervalle nicht selbst ausgegeben werden, miissen diese irgend-
wann mit anderen Intervallen verschmolzen worden sein (sie kénnen ja nicht
einfach verschwinden). Da, wie wir bereits gesehen haben, maximal O(n) Inter-
valle verschmolzen werden, kénnen auch hierdurch héchstens O(n) Intervalle
ausgeschlossen werden.

Mit unserem kleinen Trick kann also auch das Durchsuchen der Intervall-Listen mit
einem Aufwand von insgesamt O(n) bewerkstelligt werden.

Theorem 1.14 Das All Mazimal Scoring Subsequence Problem fiir eine gegebene
reelle Folge kann in Linearzeit geldst werden.

1.3 Maximal Scoring Subsequences mit Langenbe-
schrankung

1.3.1 Problemstellung

Es wird zusitzlich eine untere A und eine obere Schranke A vorgegeben, um die
Lange der zu betrachtenden Teilfolgen zu beschrédnken. Es gilt natiirlich A < A € N.

Mit Seq(n, k) bezeichnen wir die Menge aller 0-1-Zeichenreihen mit genau k konse-
kutiven 1-runs, deren Lénge durch A nach unten und mit A nach oben beschrankt
ist.

Notation:

Seq(n, k) = {0*5107 550" ---0%s5,0" | 5, € 1", A < [sy] <A} {0,1}" € {0,1}".
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ALL MAXIMAL SCORING SUBSEQUENCES WITH BOUNDS (AMSSB)

Eingabe: Eine Folge (aj,...,a,) € R*, A< X €N.
Gesucht: Eine Sequenz s € |J;_, Seq(n, k), die D" | s; - a; maximiert.

Bemerkung: Durch die Léngenbeschrankung konnen nach unserer alten Defini-
tion von allen maximal scoring subsequences die einzelnen Teilfolgen der Losung
iiberlappen. Damit ist ein Greedy-Ansatz nicht mehr effizient moglich. Aus diesem
Grund wurde das Problem anders gefasst, ndmlich wie oben. Mit Hilfe der Menge
Seq(n, k) werden aus der Gesamtfolge Teilstiicke ausgewihlt (ndmlich 1-runs), die
wir als Losungsteilfolgen zulassen wollen.

1.3.2 Loésung mittels Dynamischer Programmierung

Wir definieren wieder eine Tabelle S wie folgt:
S(n, k) := max {Zsj caj|s e Seq(i,k)}
J

Berechne S(i, k) fiir alle Werte ¢ € [0 : n], k € [0 : n], wobei max () = max{} = —o0
(entspricht dem neutralem Element) gilt.

Rekursionsgleichung:

S(1,0) = 0 fiirie[0:n]
S(i,k) = —oo firi<k-A+(k—1)

S(i, k) = max{S(i—l,k),S(i—)\—l,k—1)+i ai} fiir A € [A, min(}, 7)]

j=i—A+1
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20 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

Die Korrektheit der Rekursionsgleichung ergibt sich aus der Tatsache, dass man sich
eine optimale Menge von Teilfolgen anschaut und unterscheidet, ob diese mit einer
0 oder einem 1-run endet:

e}

e}
—_
—_

Bemerkung: Es gilt:

i i—A
> w=Yu- Y
j=i—A+1 j=1 j=1

Somit kann man die einzelnen Summen effizient berechnen, wenn fiir alle ¢ die fol-

genden Summen kennt:
i

AR) == Z a;
j=1
Laufzeit pro Eintrag: O(A — \) = O(n).
Somit ist die Gesamtlaufzeit mit O(n?(X — \))< O(n?) gegeben.

In der Praxis sind die Schranken allerdings so nah beieinander, so dass die Laufzeit
bei O((A — A)n?) = O(n?) bleibt.

1.4 Maximal Scoring Subsequence mit Schranke

Jetzt wollen wir nur eine ldngenbeschrinkte maximal scoring subsequence finden.
Man beachte, dass diese kein Teil der Losung aus dem Problem des vorherigen
Abschnittes sein muss! Wir werden zunéchst nur eine obere Léngenbeschrankung fiir
die gesuchte Folge beachten. Eine Hinzunahme einer unteren Léngenbeschrankung
ist nicht weiter schwierig und wird in den Ubungen behandelt.

1.4.1 Problemstellung

MAXIMAL SCORING SUBSEQUENCE WITH UPPER BouNnD (MSS-UB)
Eingabe: Eine Folge (ai,...,a,) € R"” und A € N.
Gesucht: Eine (zusammenhéingende) Teilfolge (a;,...,a;) mit j —i 4+ 1 < A, die

o(i, j) maximiert, wobei o(i,7) = SI_, ay.
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1.4.2 Links-Negativitat

Definition 1.15 FEine Folge (ay, . ..a,) € R™ heifit links-negativ, wenn 25:1 ag <0
fir alle k € [1:n—1].

Fine Partition a = A - -+ Ay, heifit minimal links-negativ, wenn fir alle i € [1 : k]
A; links-negativ ist und o(A;) > 0 fir allei € [1: k — 1] ist.

Beispiele

1.) (-1,1,-3,1,1,3) ist links-negativ,

2.) (2,-3,—4,5,3,—3) ist nicht links-negativ.
Die Partition (2)(—3, —4, 5, 3)(—3) ist eine minimal links-negative.

I
24. April

Lemma 1.16 Jede Folge a = (ay, . ..,a,) € R" ldsst sich eindeutig in eine minimal

links-negative Partition zerlegen.

Beweis: (durch Induktion)

Induktionsanfang (n = 1): trivial.

Induktionsschritt (n — m 4+ 1): Betrachte a’ = (ag, a1, ...,a,) und sei dann

a = (ay,...,a,). Nach Induktionsvoraussetzung sei a = A;--- Ay die(!) minimal

links-negative Partition von a.

1. Fall (ap > 0): a' = (agp, A1, ..., Ax) (ao vorne anhéngen), d.h. @’ ist eine eindeu-

tige minimal links-negative Partition.

2 Fall (ag < 0): Wihle ein minimales ¢ mit

ap + Z g(A;) >0
j=1

Dann ist (agA; - -+ A;, Ay, - .., Ag) eine minimal links-negative Partition.

Der Beweis der Eindeutigkeit sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. [

Notation: Sei a = (ay,...,a,) € R Jedes Suffix a®¥) = (ay,...,a,) von a besitzt

dann eine eindeutige mmlmal links-negative Partition a( = (AgZ e, (?).

Sei weiter A" = (@i, ..., ap3)), dann heiBit p(i) der links-negative Zeiger von i.
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22 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

Bemerkungen:

o Ist a; > 0, dann ist p(i) =

e Ist a; <0, dann ist p(i) > i fiir i <n und p(n) = n.

1.4.3 Algorithmus zur Lésung des MSS-UB-Problems

Wenn wir eine betrachtete Teilfolge (a;, ..., a;) verlingern wollen, miissen wir vom
Suffix (aj11, ..., a,) also mindestens den Teil (aji, ..., ap(j+1)) hinzunehmen. Nach
Definition hétte jedes kiirzere Stiick einen nichtpositiven Score und wiirde uns nicht
helfen. Dies ist in der folgenden Abbildung veranschaulicht.

Mit Hilfe der links-negativen Zeiger kénnen wir das Problem mit dem folgenden
Algorithmus leicht 16sen.

LINKS-NEGATIVE PARTITION

{

while ((a <0) && (i <n))

ji= mc’L:U(i 7)
while ((j <n) && (plj +1] <i+U) && (o(i,p(i)) > 0))
j=p(+1)

if (o(i,j) > ms)

mi=1i; mj=7j; ms=o0(ij);

Abbildung 1.2: Algorithmus: links-negative Partition
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Laufzeit: Nach jeder Operation wird entweder ¢ oder j erhcht, somit ist die Laufzeit

O(n).

Wir haben jedoch die links-negativen Zeiger noch nicht berechnet Wir durchlaufen
dazu die Folge vom Ende zum Anfang hin. Treffen wir auf ein Element a; > 0,
dann sind wir fertig. Andernfalls verschmelzen wir das Element mit den folgenden
Segmenten, bis das Segment einen positiven Score erhélt. Dies ist in der folgenden
Abbildung illustriert.

i Agiﬂ) A,(jH)
a ]

verschmelzen
Wir konnen diese Idee im folgenden Algorithmus umsetzen, wobei s(i) := o(i, p(i))
bezeichnet.

BERECHNUNG LINKS-NEGATIVER ZEIGER

{

for (i=mn;i>0;i—)

}

Abbildung 1.3: Algorithmus: Berechnung linksnegativer Zeiger durch Verschmelzen
von Segmenten

Laufzeit: Eine simple Abschitzung ergibt, das die Laufzeit im schlimmsten Fall
O(n?) betrigt. Mit einer geschickteren Analyse kénnen wir jedoch wiederum eine
lineare Laufzeit zeigen. Es wird pro Iteration maximal ein neues Intervall generiert.
In jeder inneren 'while-Schleife’” wird ein Intervall eliminiert. Es miissen mindestens
so viele Intervalle generiert wie geloscht (= verschmolzen) werden. Da nur n Inter-
valle generiert werden, konnen auch nur n Intervalle geloscht werden und somit ist
die Laufzeit O(n).
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24 Kapitel 1. Optimal Scoring Subsequences

1.5 Maximum Average Scoring Subsequence

Jetzt wollen wir eine Teilfolge finden, deren Mittelwert (gemittelt {iber die Lénge)
maximal ist.

1.56.1 Problemstellung

Notation: Sei (aq,...,a,) € R", dann ist

O'(Z,j) = Za57
(i, j) = j—i+1,
pli,j) = (ZEZ;;

MAXIMUM AVERAGE SCORING SUBSEQUENCE (MASS)

Eingabe: Eine Folge (ay,...,a,) € R", A € N.

Gesucht: Eine (zusammenhéngende) Teilfolge (a;, ..., a;) mit £(z, 7) > A, die u(4, j)
maximiert, d.h.

i, j) = max{pu(i', ') | ' = 7 + A — 1},

Wozu haben wir hier die untere Schranke A noch eingefiihrt? Ansonsten wird das
Problem trivial, denn dann ist das maximale Element, interpretiert als einen einele-
mentige Folge, die gesuchte Losung!

1.5.2 Rechtsschiefe Folgen und fallend rechtsschiefe Partitionen

Definition 1.17 Fine Folge A = (ay,...,a,) heifst rechtsschief, wenn der Durch-
schnitt jedes echten Prifix (ay, ..., a;) kleiner gleich dem Durchschnitt des korrespon-
dierenden Suffizes (a;y1, ..., a,) ist; d.-h. u(1,7) < p(i+1,n) fir allei € [1:n—1].
Fine Partition A = (Ay, ..., Ag) von a heifit fallend rechtsschief, wenn jedes Segment
A; rechtsschief ist und p(A;) > p(A;) firi < j gilt.

Lemma 1.18 Seien a und b zwei reelle Folgen mit p(a) < wp(b). Dann gilt
p(a) < p(ab) < p(b) (ab sei die konkatenierte Folge).
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Beweis: Es gilt:

o - 2
_ o(a) + o(b)
((ab)
_ @) - €(a) + p(b) - £(b)
((ab)
_ ) ((b)
= ) MOt gy HO)

Somit ist zum einen

(
) = 0w+ (1= 55 ) it
(

((ab) ((ab)

> g+ (1= 59

= p(a)
und zum anderen

) = g nto)+ (1= 1) )

< ﬁ% M®+<1—§£Q (b)

= p(b)
Damit ist die Behauptung gezeigt. [

Korollar 1.19 Seien a und b zwei reelle Folgen mit p(a) < w(b). Dann gilt
p(a) < p(ab) < p(b).

Lemma 1.20 Seien a und b zwei rechtsschiefe Folgen mit p(a) < p(b). Dann ist
auch die Folge ab rechtsschief.

Beweis: Sei p ein beliebiges Prifix von ab. Es ist zu zeigen, dass p(p) < u(q) ist,
wobei ¢ das zu p korrespondierende Suffix in ab ist.

1.Fall: p =a = pu(a) < pu(b) nach Voraussetzung.
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2.Fall: p ist echtes Préfix von a, d.h. a = pa’. Mit dem vorherigen Korollar gilt (da
w(p) < p(a’) aufgrund der rechtsschiefen Folge a):

1(p) < p(pa’) < p(a).

Somit ist p(p) < p(a) < wu(d).
Da pu(p) < p(a’), folgt

ulp) = i@h)

3.Fall: Sei p = ab/ mit b = b'”. Mit dem vorherigen Korollar folgt:

(V') < p( < u(d").

blbl/ )
=b

Somit gilt p(a) < p(b) < wp(d”). Also gilt (da p(a) < pw(d”) und pd') < p(b”)):

u(p) = plab’)
o(a) + o)
l(al)
tla)p(a) + £ )
l(ab’)
(a)p(b") + £V p(b")
l(al)

= p(b")

Damit ist das Lemma bewiesen. ]

Lemma 1.21 Jede Folge a = (aq, . .., a,) besitzt eine eindeutig fallend rechtsschiefe
Partition.

Beweis: (durch Induktion)

Induktionsanfang (n = 1): Klar, nach Definition.
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Induktionsschritt (n — n + 1): Wir betrachten eine Folge (ay, ..., ap,, api1). Sei
weiter (Aj, ..., Ag) die fallend rechtsschiefe Partition von (aq,...,a;).

Gilt p(ans1) < p(Ag), dann ist (Ay, ..., Ak, an11) eine neue rechtschiefe Partition.

Andernfalls bestimmen wir ein maximales ¢ mit p(A; - - Ag - apy1) < p(A4;-1). Dann
behaupten wir, dass die neue Partition (Ay,..., A;j_1, A;- -+ Ag - anp1) rechtsschief
ist.

Nach Definition ist (a,41) rechtsschief. Nach dem vorherigen Lemma und der Wahl
von ¢ ist dann auch Ay - a,; rechtsschief. Weiter gilt allgemein fiir 7 > i, dass
A1+ Ak - anqq rechtsschief ist. Somit ist auch A;_; - - - Ay - a,41 rechtsschief.

Nach Konstruktion ist die jeweils konstruierte Partition eine fallend rechtsschiefe

Partition. ]

29. April
Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Nehmen wir an, es gébe zwei verschiedene

solche Partitionen. Betrachten wir, wie in der folgenden Abbildung skizziert, die
jeweils linkesten Teilfolgen in ihren Partition, in denen sich die beiden Partitionen
unterscheiden.

r oy P,
R P,

3
X y z

Da yz nach der Partition P, rechtsschief ist, gilt u(y) < p(z). Mit Lemma 1.18 folgt,
dass u(y) < p(yz) < p(2).

Nach Wahl der fallend rechtsschiefen Partition P gilt u(x) > u(yz) > u(y).

Damit ist pu(x) > pu(y) und somit ist xy nicht rechtsschief. Dies ist ein Widerspruch
zur Annahme, dass P; eine fallend rechtsschiefe Partition ist. [ |

1.5.3 Algorithmus zur Konstruktion rechtsschiefer Partitionen

Notation: Sei a = (ai, ..., a,) € R". Jedes Suffix a®) = (a;,...,a,) von a definiert
eine eindeutige fallend rechtsschiefe Partition: a® = (A", .. A,(;,)).

7

Sei A = (as, ..., ap3)), dann heiBit p(i) der rechtschiefe Zeiger von 1.
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Notation: Im Folgenden verwenden wir der Einfachheit halber die beiden folgenden
Abkiirzungen:

s(i) = o(i,p()),
06) = 06, p(i)) = p(i) — i + 1.

Fiir die Konstruktion der rechtsschiefen Zeiger arbeiten wir uns wieder vom Ende
zum Anfang durch die gegebene Folge durch. Fiir ein neu betrachtetes Element set-
zen wir zunéchst die rechtsschiefe Folge auf diese einelementige Folge. Ist nun der
Mittelwert des aktuell betrachten Intervalls kleiner gleich dem Mittelwert des néchs-
ten, so verschmelzen wir diese beiden und machen dieses neue Intervall zum aktuell
betrachteten. Andernfalls haben wir die Eigenschaft einer fallend rechtsschiefen Par-
tition sichergestellt. Dies ist in der folgenden Abbildung schematisch dargestellt.

p(i) +1 p(p(i) +1)
/ \
i ] ]

i p(i)

Da diese eindeutig ist, erhalten wir zum Schluss die gewiinschte fallend rechtsschiefe
Partition samt aller rechtsschiefer Zeiger. Somit kénnen wir den folgenden Algorith-
mus zur Konstruktion rechtsschiefer Zeiger formalisieren.

KONSTRUKTION RECHTSSCHIEFER ZEIGER

{

for (i=n;i>0;i—)

{

p(i) = i;
s(1) = ay;
(1) = 1;
?’hile ((s(2)/€(i) < s(p(i) + 1)/L(p(i) + 1)) && (p(i) < n))

Abbildung 1.4: Algorithmus: Rechtsschiefe Zeiger
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Lemma 1.22 Die rechtsschiefen Zeiger lassen sich in Zeit O(n) berechnen.

Beweis: Analog zum Beweis der Laufzeit des Algorithmus zur Konstruktion links-
negativer Zeiger. [ |

Lemma 1.23 Seia = (a1,...,a,) € R" und (a;,. .., a;) eine kirzeste Teilfolge von
a der Ldange mindestens A, die deren Average Score (i, j) mazximiert. Dann gilt
0i,j)=7—i+1<2)X—1.

Beweis: Siehe Ubungsblatt 2 Aufgabe 3. [

Lemma 1.24 Seien a, b und ¢ drei reelle Folgen mit p(a) < pu(b) < p(c). Dann gilt
p(ab) < p(abe).

Zunéchst geben wir ein Gegenbeispiel an, um zu zeigen, dass im vorherigen Lemma
die Bedingung p(a) < u(b) notwendig ist.

Gegenbeispiel: a =11
b=1 p(ab) = 2 =6
c=3 p(abe) = 2 =5

Beweis: Nach Lemma 1.18 gilt pu(a) < u(ab) < u(b) < p(c) Somit gilt u(ab) < u(c).
Nach Lemma 1.18 gilt p(ab) < p(abe) < p(c) und somit ist das Lemma bewiesen. m

Lemma 1.25 Seien a = (ay,...,a,) € R” und p € R™ und sei (Aq,...,Ax) eine
fallend rechtsschiefe Partition von a. Sei weiter m maximal gewdhlt, so dass

plp- Ay Ay) =max{u(p- Ay -+ A;) | i €[0: K]}

Es gilt genau dann p(p - Ay - -+ A;) > (A1), wenn i > m gilt.

Beweis:

'=>:" Sei i so gewahlt, dass u(p- Ay -+ A;) > p(Aip1). Da (Aq, ..., Ag) eine fallend
rechtsschiefe Partition von a ist, gilt p(A;) > u(Az) > -+ > p(Ag). Dann gilt auch
w(p- Ay A;) > p(Aipr) > p(Aipe) > -+ > u(Ag). Nach Lemma 1.18 gilt dann
pp- Ay A) > plp- A Aivr) > (A1) > -+ - und somit @ > m.
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72 :7

1. Fall: pu(p-Ay---An) > p(Amsr) > p(Apga) > - > p(Ag).

Nach Lemma 1.18 gilt dann pu(p - Ay -+ Apy1) > (A1) > p(Ams2). Nach
Lemma 1.18 gilt pu(p- Ay -+ Apaa) > p(Apmro) > w(Amas).

2. Fall: pu(p-Ay---Ay) < u(Ana).

Nach Korollar 1.19 gilt u(p - Ay---Ay) < u(p- Ay--- Apgr). Aufgrund der
Maximalitat von m gilt dann p(p - Ay---A,) = p(p - Ay -+ Apgq). Daraus
ergibt sich ein Widerspruch zur Maximalitét von m.

Damit ist die Behauptung gezeigt. [

1.5.4 Ein Algorithmus fiir MASS

Somit kénnen wir einen Algorithmus zur Losung unseres Problems angeben, der im
Wesentlichen auf Lemma 1.25 basiert. Wir laufen von links nach rechts durch die
Folge, und versuchen, ab Position ¢ die optimale Sequenz mit maximalem Mittel-
wert zu finden. Nach Voraussetzung hat diese mindestens die Lénge A und nach
Lemma 1.23 auch hochstens die Lange 2\ — 1.

i Jj=i+A-1 p(G+1)  ppG+1)+1)

~ N
a| Llpll I |
kTﬂ/\/ N
j+1\/

p(l)

Ein einfacher Algorithmus wiirde jetzt alle moglichen Léangen aus dem Intervall
[A : 2\ — 1] ausprobieren. Der folgende Algorithmus wiirde dies tun, wenn die Proze-
dur locate geeignet implementiert wére, wobei locate einfach die Lénge einer opti-
malen Teilfolge zuriickgibt. Wiirden wir locate mittels einer linearen Suche imple-
mentieren, so wiirden wir einen Laufzeit von O(n)) = O(n?) erhalten. Abschlieend
miissen wir nur noch unter allen Paaren (i, ¢(i)) dasjenige bestimmen, bei dem
(i, g(1)) maximal ist.

Mit Hilfe von Lemma 1.25 kénnen wir aber auch geschickter vorgehen. Das Lemma
besagt ndmlich, dass wenn wir rechts vom optimalen Schnitt sind, der Mittelwert
grofler als der des folgenden Intervalls ist. Links vom Optimum gilt, dass der Wert
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MASS
{

for (i =1;1 < m;i++)
{
j=1+—-1;
if (u(i,j) < p(i+1,p(j +1)))
j = locate(i, j);
9(i) = J;
}

return (i, g(i)) s.t. (i, g(7)) is maximal;
Abbildung 1.5: Algorithmus: MASS

kleiner als der Mittelwert vom folgenden Intervall ist. Somit konnten wir hier eine
binédre Suche ausnutzen.

Allerdings kennen wir die Grenzen der Intervalle nicht explizit, sondern nur als
lineare Liste iiber die rechtsschiefen Zeiger. Daher konstruieren wir uns zu den
rechtsschiefen Zeiger noch solche, die nicht nur auf das néchste Intervall, sondern
auch auf das 2*-te folgende Intervall angibt. Dafiir definieren wir erst einmal formal
die Anfinge der nichsten 2*-ten Intervalle sowie die darauf basierenden iterierten
rechtsschiefen Zeiger wie folgt:

((0) .

3=

i = min{p(j* +1),n}
pV@) = pli)
PP @) = min{p®* V(E* V(i) +1),n}

Hierbei gibt p*) (i) das Ende nach 2* Intervallen an. Dies ist in folgenden Abbildun-
gen illustriert.

j(O) j(l) j(2) j(3)

i® = p(GV +1)
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IR L ]

p
p(l)(. ) immer in 2er Potenzen
)

Diese iterierten rechtsschiefen Zeiger lassen sich aus den rechtsschiefen Zeigern in
Zeit O(log(A)) berechnen, da wir ja maximal die 2)-iterierten rechtschiefen Zeiger
aufgrund der oberen Langenbeschriankung von 2\ — 1 bendétigen.

Mit Hilfe dieser iterierten rechtsschiefen Zeiger konnen wir jetzt die binédre Suche in
der Prozedur locate wie im folgenden Algorithmus implementieren.

LOCATE (i, 7)

{
for (k =log(A\); k > 0; k++)
{

if (7 >n) (| (u(i,)) 2 p(G +1,p(j +1))))
return ¢

if (PP +1) <n) &&
(u(i,p® (G + 1)) < p(p® (G + 1)+ 1,pe" (G + 1) +1))))
j=p"(j+1);

if ((j <n) && (u(i,g) <p(G+1,pG + 1))

j=p0+1);
return j;

Abbildung 1.6: Algorithmus: locate(, 7)

Die Strategie der Suche ist noch einmal in der folgenden Abbildung illustriert:

i J P
L L

p® (i + 1)

2% Segmente 2% Segmente
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Zusammenfassend erhalten wir das folgende Theorem.

Theorem 1.26 Sei (ay,...,a,) € R™. Eine kiirzeste Teilfolge der Linge mindestens
A und mit mazimalen average Score kann in Zeit O(nlog(\)) gefunden werden.

Es bleibt eine offenen Frage, ob sich auch die optimale Teilfolge beziiglich des Mit-

telwerts in linearer Zeit fiir beliebige untere Schranken A bestimmen lésst. ———

6. Mai
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Phylogenetische Baume 2

2.1 Einleitung

In diesem Kapitel wollen wir uns mit phylogenetischen Bdumen bzw. evolutiondren
Bdumen beschéftigen. Wir wollen also die Entwicklungsgeschichte mehrerer ver-
wandter Spezies anschaulich als Baum darstellen bzw. das Auftreten von Unter-
schieden in den Spezies durch Verzweigungen in einem Baum wiedergeben.

Definition 2.1 Fin phylogenetischer Baum fir eine Menge S = {s1,...,s,} vonn
Spezies ist ein ungeordneter gewurzelter Baum mit n Bldttern und den folgenden
FEigenschaften:

e Jeder innere Knoten hat mindestens zwei Kinder;
e Jedes Blatt ist mit genau einer Spezies s € S markiert;

o Jede Spezies taucht nur einmal als Blattmarkierung auf.

Ungeordnet bedeutet hier, dass die Reihenfolge der Kinder eines Knotens ohne
Belang ist. Die bekannten und noch lebenden (zum Teil auch bereits ausgestor-
benen) Spezies werden dabei an den Blattern dargestellt. Jeder (der maximal n —1)
inneren Knoten entspricht dann einem Ahnen der Spezies, die in seinem Teilbaum
die Blétter bilden. In Abbildung 2.1 ist ein Beispiel eines phylogenetischen Baumes
angegeben.

Wir wollen uns hier mit der mathematischen und algorithmischen Rekonstruktion
von phylogenetischen Baumen anhand der gegebenen biologischen Daten beschéf-
tigen. Die daraus resultierenden Baume miissen daher nicht immer mit der biolo-
gischen Wirklichkeit iibereinstimmen. Die rekonstruierten phylogenetischen Baume
mogen Ahnen vorhersagen, die niemals existiert haben.

Dies liegt zum einen daran, dass die biologischen Daten nicht in der Vollstéandigkeit
und Genauigkeit vorliegen, die fiir eine mathematische Rekonstruktion notig sind.
Zum anderen liegt dies auch an den vereinfachenden Modellen, da in der Natur nicht
nur Unterscheidungen (d.h. Verzweigungen in den Baumen) vorkommen koénnen,
sondern dass auch Vereinigungen bereits getrennter Spezies vorkommen kénnen.
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|Schackal| |Wolf| |K0j0te| |Am.Fuchs| |Eu.Fuchs| |Katze| |Ozelot| |L6we| |Tiger|

Abbildung 2.1: Beispiel: Ein phylogenetischer Baum

Biologisch wiirde man daher eher nach einem gerichteten azyklischen Graphen statt
eines gewurzelten Baumes suchen. Da diese Verschmelzungen aber eher vereinzelt
vorkommen, bilden phylogenetischer Bdume einen ersten Ansatzpunkt, in die dann
weiteres biologisches Wissen eingearbeitet werden kann.

In der Rekonstruktion unterscheidet man zwei prinzipiell unterschiedliche Verfahren:
distanzbasierte und charakterbasierte Verfahren, die wir in den beiden folgenden
Unterabschnitten genauer erortern werden.

2.1.1 Distanzbasierte Verfahren

Bei den so genannten distanzbasierten Verfahrem wird zwischen den Spezies ein
Abstand bestimmt. Man kann diesen einfach als die Zeitspanne in die Vergangen-
heit interpretieren, vor der sich die beiden Spezies durch Spezifizierung aus einem
gemeinsamen Urahn auseinander entwickelt haben.

Fiir solche Distanzen, also evolutiondre Absténde, kénnen beispielsweise die EDIT-
Distanzen von speziellen DNS-Teilstréingen oder Aminosduresequenzen verwendet
werden. Hierbei wird angenommen, dass sich die Sequenzen durch Mutationen aus-
einander entwickeln und dass die Anzahl der so genannten akzeptierten Mutationen
(also derer, die einem Weiterbestehen der Art nicht im Wege standen) zur zeitlichen
Dauer korreliert ist. Hierbei muss man vorsichtig sein, da unterschiedliche Bereiche
im Genom auch unterschiedliche Mutationsraten besitzen.

Eine andere Moglichkeit aus fritheren Tagen sind Hybridisierungsexperimente. Dabei
werden durch vorsichtiges Erhitzen die DNS-Doppelstréange zweier Spezies vonein-
ander getrennt. Bei der anschliefenden Abkiihlung hybridisieren die DNS-Strénge
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wieder miteinander. Da jetzt jedoch DNS-Einzelstringe von zwei Spezies vorliegen,
kénnen auch zwei Einzelstriange von zwei verschiedenen Spezies miteinander hybri-
disieren, vorausgesetzt, die Strdnge waren nicht zu verschieden.

Beim anschlieffenden erneuten Erhitzen trennen sich diese gemischten Doppelstringe
umso schneller, je verschiedener die DNS-Sequenzen sind, da dann entsprechend
weniger Wasserstoftbriicken aufzubrechen sind. Aus den Temperaturen, bei denen
sich dann diese gemischten DNS-Doppelstringe wieder trennen, kann man dann ein
evolutiondres Abstandsmafl gewinnen.

Ziel der evolutiondren Verfahren ist es nun, einen Baum mit Kantengewichten zu
konstruieren, so dass das Gewicht der Pfade von den zwei Spezies zu ihrem niedrigs-
ten gemeinsamen Vorfahren dem Abstand entspricht. Ein solcher phylogenetischer
Baum, der aufgrund von kiinstlichen evolutionéren Distanzen konstruiert wurde, ist
in der Abbildung 2.2 illustriert.

Abbildung 2.2: Beispiel: Ein distanzbasierter phylogenetischer Baum

2.1.2 Charakterbasierte Methoden

Bei den so genannten charakterbasierten Verfahren verwendet man gewisse Eigen-
schaften, so genannte Charaktere, der Spezies. Hierbei unterscheidet man bindre
Charaktere, wie beispielsweise ,,ist ein Sdugetier”, . ist ein Wirbeltier”, ,ist ein Fisch*,
»ist ein Vogel“, |ist ein Lungenatmer®, etc., numerische Charaktere, wie beispiels-
weise Anzahl der Extremitdten, Anzahl der Wirbel, etc, und zeichenreihige Charak-
tere, wie beispielsweise bestimmte Teilsequenzen in der DNS. Bei letzterem betrach-
tet man oft Teilsequenzen aus nicht-codierenden und nicht-regulatorischen Bereichen
der DNS, da diese bei Mutationen in der Regel unverédndert weitergegeben werden
und nicht durch Verdnderung einer lebenswichtigen Funktion sofort aussterben.
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Das Ziel ist auch hier wieder die Konstruktion eines phylogenetischen Baumes, wobei
die Kanten mit Charakteren und ihren Anderungen markiert werden. Eine Markie-
rung einer Kante mit einem Charakter bedeutet hierbei, dass alle Spezies in dem
Teilbaum nun eine Anderung dieses Charakters erfahren. Die genaue Anderung die-
ses Charakters ist auch an der Kante erfasst.

Bei charakterbasierten Verfahren verfolgt man das Prinzip der minimalen Mutations-
héufigkeit bzw. der maximalen Parsimonie (engl. parsimony, Geiz). Das bedeutet,
dass man einen Baum sucht, der so wenig Kantenmarkierungen wie moglich besitzt.
Man geht hierbei davon aus, dass die Natur keine unnétigen Mutationen verwendet.

In der Abbildung 2.3 ist ein Beispiel fiir einen solchen charakterbasierten phylo-
genetischen Baum angegeben, wobei hier nur binédre Charaktere verwendet wurden.
Auflerdem werden die bindren Charaktere hier so verwendet, dass sie nach einer Kan-
tenmarkierung in den Teilbaum eingefiihrt und nicht geléscht werden. Bei bindren
Charakteren kann man dies immer annehmen, da man ansonsten den binédren Cha-
rakter nur negieren muss.

afhj  bfhj ehj cgj dgj k

Abbildung 2.3: Beispiel: Ein charakterbasierter phylogenetischer Baum

2.2 Ultrametriken und ultrametrische Baume

Wir wollen uns zuerst mit distanzbasierten Methoden beschéftigen. Dazu stellen
wir zuerst einige schone und einfache Charakterisierungen vor, ob eine gegebene
Distanzmatrix einen phylogenetischen Baum besitzt oder nicht.
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2.2.1 Metriken und Ultrametriken

Zuerst miissen wir noch ein paar Eigenschaften von Distanzen wiederholen und einige
hier niitzliche zusétzliche Definitionen angeben. Zuerst wiederholen wir die Defini-
tion einer Metrik.

Definition 2.2 FEine Funktion d : M?* — R heifit Metrik, wenn
(M1) Yx,y € M : d(z,y) =0 < x =y (Definitheit),

(M2) Vx,y € M : d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie),

(M3) Vx,y,z € M : d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2) (Dreiecksungleichung).

Im Folgenden werden wir auch die folgende verschérfte Variante der Dreiecksunglei-
chung benotigen.

Definition 2.3 Fine Metrik heifit Ultrametrik, wenn zusdtzlich die so genannte
ultrametrische Dreiecksungleichung gilt:

Ve,y,z € M : d(z,z) < max{d(z,y),d(y, 2)}.

Eine andere Charakterisierung der ultrametrischen Ungleichung wird uns im Folgen-
den aus beweistechnischen Griinden niitzlich sein.

Lemma 2.4 Sei d eine Ultrametrik auf M. Dann sind fir alle x,y,z € M die
beiden grofsten Zahlen aus d(x,y), d(y, z) und d(z, z) gleich.

Beweis: Zuerst gelte die ultrametrische Dreiecksungleichung fiir alle z,y, 2z € M:

d(z,z) < max{d(z,y),d(y, z)}.

Ist d(z,y) = d(y,z), dann ist nichts zu zeigen. Sei also ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit d(x,y) < d(y, z). Dann ist auch d(z, z) < d(y, 2).

Aufgrund der ultrametrischen Ungleichung gilt ebenfalls:
d(y, =) < max{d(y, 1), d(z, 2)} = d(x, ).
Die letzte Ungleichung folgt aus der obigen Tatsache, dass d(y, z) > d(y, z).

Zusammen gilt also d(z,2) < d(y,2) < d(z,2). Also gilt d(z,2) = d(y,2z) > d(z,y)
und das Lemma ist bewiesen. |
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Nun zeigen wir auch noch die umgekehrte Richtung.

Lemma 2.5 Seid: M? — R, wobei fiir alle z,y € M genau dann d(x,y) = 0 gilt,
wenn x = y. Weiter gelte, dass fiir alle x,y,z € M die beiden grofiten Zahlen aus
d(x,y), d(y, z) und d(z, z) gleich sind. Dann ist d eine Ultrametrik.

Beweis: Die Definitheit (M1) gilt nach Voraussetzung.

Fiir die Symmetrie (M2) betrachten wir beliebige x,y € M. Aus der Voraussetzung
folgt mit z = x, dass von d(x,y), d(y,z) und d(z, x) die beiden groBten Werte gleich
sind. Da nach Voraussetzung d(z, x) = 0 sowie d(x,y) > 0 und d(y, z) > 0 gilt, folgt,
dass d(z,y) = d(y, x) die beiden grofiten Werte sind und somit nach Voraussetzung
gleich sein miissen.

Fiir die ultrametrische Dreiecksungleichung ist Folgendes zu zeigen:
Va,y,z € M :d(z,z) < max{d(z,y),d(y, z)}.

Wir unterscheiden drei Félle, je nachdem, welche beiden Werte der drei Distanzen
die grofiten sind und somit nach Voraussetzung gleich sind.

Fall 1 (d(x,2) < d(x,y) = d(y, z)): Die Behauptung ldsst sich sofort verifizie-
ren.

Fall 2 (d(y,z) < d(x,y) = d(x, z)): Die Behauptung lésst sich sofort verifizie-
ren.

Fall 3 (d(x,y) < d(x,z) = d(y, z)): Die Behauptung lésst sich sofort verifizie-
ren. u

Da die beiden Lemmata bewiesen haben, dass von drei Abstédnden die beiden grofiten
gleich sind, nennt man diese Eigenschaft auch 3-Punkte-Bedingung.

Zum Schluss dieses Abschnittes definieren wir noch so genannte Distanzmatrizen,
aus denen wir im Folgenden die evolutiondren Baumen konstruieren wollen.

Definition 2.6 Sei D = (d;;) eine symmetrische n x n-Matriz mit d;; = 0 und
d;; >0 fir alle i,5 € [1 : n]. Dann heifft D eine Distanzmatrix.
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2.2.2 Ultrametrische Baume

Zunéchst einmal definieren wir spezielle evolutiondre Baume, fiir die sich, wie wir
sehen werden, sehr effizient die gewiinschten Badume konstruieren lassen. Bevor wir
diese definieren konnen, benotigen wir noch den Begriff des niedrigsten gemeinsamen
Vorfahren von zwei Knoten in einem Baum.

Definition 2.7 Sei T = (V, E) ein gewurzelter Baum. Seien v,w € V' zwei Knoten
von T. Der niedrigste gemeinsame Vorfahr von v und w, bezeichnet als lca(v, w)
(engl. least common ancestor ), ist der Knoten u € V', so dass u sowohl ein Vorfahr
von v als auch von w ist und es keinen echten Nachfahren von u gibt, der ebenfalls
ein Vorfahr von v und w ist.

Mit Hilfe des Begriffs des niedrigsten gemeinsamen Vorfahren kénnen wir jetzt ultra-
metrische Badume definieren.

Definition 2.8 Sei D eine n x n-Distanzmatriz. Ein (strenger) ultrametrischer
Baum T fiir D ist ein Baum T = T (D) mit

1. T besitzt n Blitter, die bijektiv mit [1 : n] markiert sind;

2. Jeder innere Knoten von T besitzt mindestens 2 Kinder, die mit Werten aus
D markiert sind;

3. Entlang eines jeden Pfades von der Wurzel von T zu einem Blatt ist die Folge
der Markierungen an den inneren Bldttern (streng) monoton fallend;

4. Fiir je zwei Bldtter 1 und j von T ist die Markierung des niedrigsten gemein-
samen Vorfahren gleich d;;.

In Folgenden werden wir hauptséchlich strenge ultrametrische Baume betrachten.
Wir werden jedoch der Einfachheit wegen immer von ultrametrischen Baume spre-
chen. In Abbildung 2.4 ist ein Beispiel fiir eine 6 x 6-Matrix angegeben, die einen
ultrametrischen Baum besitzt.

Wir wollen an dieser Stelle noch einige Bemerkungen zu ultrametrischen Baumen
festhalten.

e Nicht jede Matrix D besitzt einen ultrametrischen Baum. Dies folgt aus der
Tatsache, dass jeder Baum, in dem jeder innere Knoten mindestens zwei Kinder
besitzt, maximal n — 1 innere Knoten besitzen kann. Dies gilt daher insbeson-
dere fiir ultrametrische Baume Also konnen in Matrizen, die einen ultrametri-
schen Baum besitzen, nur n — 1 von Null verschiedene Werte auftreten.
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D|1 2 3 4 5 6 7
1|0 7 6 7 7 3 G/\4
2 0O 7 4 4 7 C

3 07 76 7N N
4 0 4 7 6/\1

5 0o 7

6 0

.

lca(1,4) ~ 7 lca(3,6) ~ 6

Abbildung 2.4: Beispiel: ultrametrischer Baum

e Der Baum 7'(D) fir D heiit auch kompakte Darstellung von D, da sich eine
Matrix mit n? Eintrigen durch einen Baum der GréBe O(n) darstellen lisst.

e Die Markierung an den inneren Knoten koénnen als Zeitspanne in die Vergan-
genheit interpretiert werden. Vor diesem Zeitraum haben sich die Spezies, die
in verschiedenen Teilbdumen auftreten, auseinander entwickelt.

Unser Ziel wird es jetzt sein, festzustellen, ob eine gegebene Distanzmatrix einen
ultrametrischen Baum besitzt oder nicht. Zuerst einmal iiberlegen wir uns, dass es
es sehr viele gewurzelte Baume mit n Bléttern gibt. Somit scheidet ein einfaches
Ausprobieren aller méglichen Biaume aus.

Lemma 2.9 Die Anzahl der ungeordneten bindren gewurzelten Bdaume mit n Bldt-

tern betrdgt
n

. _ (2n—-3)!
[]2i-3) = T (B

1=2

Um ein besseres Gefiihl fiir dieses Anzahl zu bekommen, rechnet man leicht nach,

dass
n

[[2i-3)>@m-1!>2"

1=2

gilt. Eine bessere Abschéatzung lésst sich natiirlich mit Hilfe der Stirlingschen Formel
bekommen.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion iiber n.

Induktionsanfang (n = 2): Hierfiir gilt die Formel offensichtlich, das es genau
einem Baum mit zwei markierten Blédttern gibt.

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik II1 SS 2003



2.2. Ultrametriken und ultrametrische Baume 43

Induktionsanfang (n — 1 — m): Sei T ein ungeordneter binédrer gewurzelter
Baum mit n Blattern. Der Einfachheit nehmen wir im Folgenden an, dass unser
Baum noch eine Superwurzel besitzt, deren einziges Kind die urspriingliche Wurzel
von T ist.

Wir entfernen jetzt das Blatt v mit der Markierung n. Der Elter w davon hat jetzt
nur noch ein Kind und wir entfernen es ebenfalls. Dazu wird das andere Kind von
w jetzt ein Kind des Elters von w (anstatt von w). Den so konstruierten Baum
nennen wir 77. Wir merken noch an, dass genau eine Kante eine ,Erinnerung“ an
das Entfernen von v und w hat. Falls w die Wurzel war, so bleibt die Superwurzel
im Baum und die Kante von der Superwurzel hat sich das Entfernen , gemerkt*.

Wir stellen fest, dass T” ein ungeordneter binédrer gewurzelter Baum ist. Davon gibt
es nach Induktionsvoraussetzung [/, (2i — 3) viele. Darin kann an jeder Kante v
mit seinem Elter w entfernt worden sein.

Wie viele Kanten besitzt ein bindrer gewurzelter Baum mit n — 1 Bléttern? Ein
bindrer gewurzelter Baum mit n — 1 Blattern besitzt genau n — 2 innere Knoten plus
die von uns hinzugedachte Superwurzel. Somit besitzt der Baum

m—1)+n—-2)+1=2n—-2

Knoten. Da in einem Baum die Anzahl der Kanten um eines niedriger ist als die
Anzahl der Knoten, besitzt unser Baum 2n—3 Kanten, die sich an einen Verlust eines
Blattes ,erinnern“ konnen. Somit ist die Gesamtanzahl der ungeordneten binéren
gewurzelten Baume mit n Blattern genau

(2n —3) - 1:[(22' —-3)= H(Qi —3)

und der Induktionschluss ist vollzogen. [

Wir fiigen noch eine &hnliche Behauptung fiir die Anzahl ungewurzelter Baume an.
Der Beweis ist im Wesentlichen &hnlich zu dem vorherigen.

Lemma 2.10 Die Anzahl der ungewurzelten (freien) Baume mit n Bldttern, deren
innere Knoten jeweils den Grad 3 besitzen, betrdgt

n

. 2n —5)!
H(22—5):m.

i=3 ’
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Wir benétigen jetzt noch eine kurze Definition, die Distanzmatrizen und Metriken
in Beziehung setzen.

Definition 2.11 FEine n x n-Distanzmatriz M induziert eine Metrik bzw. Ultrame-
trik auf [1 : n], wenn die Funktion d : [1 : n]* — Ry mit d(z,y) = M., eine Metrik
bzw. Ultrametrik ist.

Mit Hilfe der oben erwdhnten Charakterisierung einer Ultrametrik, dass von den drei
Abstédnden zwischen drei Punkten, die beiden grofiten gleich sind, konnen wir sofort
einen einfachen Algorithmus zur Erkennung ultrametrischer Matrizen angeben. Wir
miissen dazu nur alle dreielementigen Teilmengen aus [1 : n| untersuchen, ob von
den drei verschiedenen Abstédnden, die beiden grofiten gleich sind. Falls ja, ist die
Matrix ultrametrisch, ansonsten nicht.

Dieser Algorithmus hat jedoch eine Laufzeit O(n3). Wir wollen im Folgenden einen
effizienteren Algorithmus zur Konstruktion ultrametrischer Matrizen angeben, der
auch gleichzeitig noch die zugehorigen ultrametrischen Baume mitberechnet.

2.2.3 Charakterisierung ultrametrischer Baume

Wir geben jetzt eine weitere Charakterisierung ultrametrischer Matrizen an, deren
Beweis sogar einen effizienten Algorithmus zur Konstruktion ultrametrischer Baume
erlaubt.

Theorem 2.12 FEine symmetrische n xn-Distanzmatriz D besitzt genau dann einen
ultrametrischen Baum, wenn D eine Ultrametrik induziert.

Beweis: =-: Die Definitheit und Symmetrie folgt unmittelbar aus der Definition
einer Distanzmatrix. Wir miissen also nur noch die ultrametrische Dreiecksunglei-
chung zeigen:

Vi,j. k€ [l:n]: diy <max{dy,d;}.

Wir betrachten dazu den ultrametrischen Baum 7' = T'(D). Wir unterscheiden dazu
drei Falle in Abhéngigkeit, wie sich die niedrigsten gemeinsamen Vorfahren von i, j
und £ zueinander verhalten. Sei dazu z = lca(i, j), y = lca(i, k) und z = lca(yj, k).
In einem Baum muss dabei gelten, dass mindestens zwei der drei Knoten identisch
sind. Die ersten beiden Fille sind in Abbildung 2.5 dargestellt.

Fall 1 (y = z # x): Damit folgt aus dem rechten Teil der Abbildung 2.5 sofort,
dass d(i,7) < d(i, k) = d(j, k).
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dik = djk > dij dik - dij > djk

Abbildung 2.5: Skizze: Fall 1 und Fall 2

Fall 2 (x = y # z): Damit folgt aus dem linken Teil der Abbildung 2.5 sofort,
dass d(j, k) < d(i, k) = d(i, j).

Fall 3 (x = z # y): Dieser Fall ist symmetrisch zu Fall 2 (einfaches Vertauschen
von ¢ und j).

Fall 4 (x = y = z): Aus der Abbildung 2.6 folgt auch hier, dass die ultrame-
trische Dreiecksungleichung gilt, da alle drei Abstande gleich sind. Wenn man statt

di, = djj = dji p ;
SIN=N
i J k i

Abbildung 2.6: Skizze: Fall 4 und binédre Neukonstruktion

eines strengen ultrametrischen Baumes lieber einen bindren ultrametrischen Baum
haben mochte, so kann man ihn beispielsweise wie im rechten Teil der Abbildung 2.6
umbauen.

8. Mai
<«: Wir betrachten zuerst die Abstdnde von Blatt 1 zu allen anderen Blattern. Sei

also {di1,...,di,} = {01,...,0k}, d.h. 41,...,d sind die paarweise verschiedenen
Absténde, die vom Blatt 1 aus auftreten. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
nehmen wir dabei an, dass §; < -+ < d;. Wir partitionieren dann [2 : n] wie folgt:

DZ:{KG[QTL] : dlg:(;i}.

Es gilt dann offensichtlich [2 : n] = W¥_, D;. Wir bestimmen jetzt fiir die Mengen
D; rekursiv die entsprechenden ultrametrischen Bidume. Anschlieflend konstruieren
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Abbildung 2.7: Skizze: Rekursive Konstruktion ultrametrischer Baume

wir einen Pfad von der Wurzel zum Blatt 1 mit & inneren Knoten, an die die rekur-
siv konstruierten Teilbdume T'(D;) angehéngt werden. Dies ist in Abbildung 2.7
schematisch dargestellt.

Wir miissen jetzt nachpriifen, ob der konstruierte Baum ultrametrisch ist. Dazu
miissen wir zeigen, dass die Knotenmarkierungen auf einem Pfad von der Wurzel zu
einem Blatt streng monoton fallend sind und dass der Abstand von den Bléttern ¢
und j gerade die Markierung von lca(i, j) ist.

Fiir den ersten Teil iiberlegen wir uns, dass diese sowohl auf dem Pfad von der
Wurzel zu Blatt 1 gilt als auch in den Teilbdumen 7'(D;). Wir miissen nur noch die
Verbindungspunkte iiberpriifen. Dies ist in Abbildung 2.8 illustriert. Hier sind x und

d;
1 I'(D;)

xr Y
Abbildung 2.8: Skizze: Abstdnde von x und y und geforderte Monotonie

y zwei Blattern in T'(D;), deren niedrigster gemeinsamer Vorfahre die Wurzel von
T(D;) ist. Wir miissen als zeigen, dass d,, < §; gilt. Es gilt zunéchst aufgrund der
ultrametrischen Dreiecksungleichung:

d:vy < maX{dlmv dly} = dl:r = dly = 5@

Gilt jetzt d,, < d;, dann ist alles gezeigt. Andernfalls gilt d,, = J; und wir werden
den Baum noch ein wenig umbauen, wie in der folgenden Abbildung 2.9 illustriert.
Dabei wird die Wurzel des Teilbaums 7'(D;) mit dem korrespondierenden Knoten
des Pfades von der Wurzel des Gesamtbaumes zum Blatt 1 miteinander identifiziert
und die Kante dazwischen geloscht. Damit haben wir die strenge Monotonie der
Knotenmarkierungen auf den Pfaden von der Wurzel zu den Bléttern nachgewiesen.
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Ty T2 X3
Abbildung 2.9: Skizze: Umbau im Falle nicht-strenger Monotonie

Es ist jetzt noch zu zeigen, dass die Absténde von zwei Bléttern = und y den Kno-
tenmarkierungen entsprechen. Innerhalb der Teilbdume T'(D;) gilt dies nach Kon-
struktion. Ebenfalls gilt dies nach Konstruktion fiir das Blatt 1 mit allen anderen
Bléttern.

Wir miissen diese Eigenschaft nur noch nachweisen, wenn sich zwei Blétter in unter-
schiedlichen Teilbdumen befinden. Sei dazu z € V(T'(D;)) und y € V(T'(D,)), wobei
wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass ¢; > ¢; gilt. Dies ist in
der Abbildung 2.10 illustriert.

Abbildung 2.10: Skizze: Korrektheit der Absténde zweier Blatter in unterschiedlichen
rekursiv konstruierten Teilbdumen

Nach Konstruktion gilt: §; = dy, und 6; = d;,,. Mit Hilfe der ultrametrischen Drei-
ecksungleichung folgt:

dyy max{di, dy}

max{d;, d; }

— 4

diy

max{dyy, dy; }

dady, =0; <6 =dy,
dyy

IN
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Daraus folgt also d,, < 9; < dy, und somit 6; = d,,. Damit ist der Beweis abge-
schlossen. [ |

Aus dem Beweis folgt unter Annahme der strengen Monotonie (d.h. fiir strenge
ultrametrische Baume), dass der konstruierte ultrametrische Baum eindeutig ist.
Die Konstruktion des ultrametrischen Baumes ist ja bis auf die Umordnung der
Kinder eines Knoten eindeutig festgelegt.

Korollar 2.13 Sei D eine streng ultrametrische Matriz, dann ist der zugehirige
strenge ultrametrische Baum eindeutig.

Fiir nicht-strenge ultrametrische Bdume kann man sich iiberlegen, wie die Knoten
mit gleicher Markierung umgeordnet werden kénnen, so dass der Baum ein ultra-
metrischer bleibt. Bis auf diese kleinen Umordnungen sind auch nicht-streng ultra-
metrische Baume im Wesentlichen eindeutig.

2.2.4 Konstruktion ultrametrischer Baume

Wir versuchen jetzt aus dem Beweis der Existenz eines ultrametrischen Baumes
einen effizienten Algorithmus zur Konstruktion eines ultrametrischen Baumes zu
entwerfen und dessen Laufzeit zu analysieren.

Wir erinnern noch einmal an die Partition von [2 : n| durch D; = {¢ : dyy = 6;}
mit n; := |D;|. Dabei war {d1,...,d1,} = {61,...,0}, wobei §; < --+ < 6. Wir
erinnern hier auch noch einmal an Skizze der Konstruktion des ultrametrischen
Baumes, wie in Abbildung 2.11.

Ok

Abbildung 2.11: Skizze: Konstruktion eines ultrametrischen Baumes

Daraus ergibt sich der erste naive Algorithmus, der in Abbildung 2.12 aufgelistet ist.
Da jeder Schritt Zeitbedarf O(nlog(n)) und es maximal n rekursive Aufrufe geben
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1. Sortiere die Menge {di1,...,d1,} und bestimme anschlieend 4y, ..., d; mit
{61,...,0,} = {du1, ..., d1,} und partitioniere [2 : n] = Wk D;.  O(nlog(n))

2. Bestimme fiir Ds,... Dy ultrametrische Baume T(D;),...,T(Dy) mittels
Rekursion. St T(ny)

3. Setze die Teillosungen und den Pfad von der Wurzel zu Blatt 1 zur Gesamtlo-
sung zusammen. O(k) = O(n)

Abbildung 2.12: Algorithmus: Naive Konstruktion eines ultrametrischen Baumes

kann (mit jedem rekursiven Aufruf wird ein Knoten des ultrametrischen Baumes
explizit konstruiert), ist die Laufzeit insgesamt O(n?log(n)).

Wir werden jetzt noch einen leicht modifizierten Algorithmus vorstellen, der eine
Laufzeit von nur O(n?) besitzt. Dies ist optimal, da die Eingabe, die gegebene
Distanzmatrix, bereits eine GréBe von ©(n?) besitzt.

Dazu beachten wir, dass der aufwendige Teil des Algorithmus das Sortieren der
Elemente in {dy1,...,d,} ist. Insbesondere ist dies sehr teuer, wenn es nur wenige
verschieden Elemente in dieser Menge gibt, da dann auch nur entsprechend wenig
rekursive Aufrufe folgen.

Daher werden wir zuerst feststellen, wie viele verschiedene Elemente es in der Menge
{di1,...,dy,} gibt und bestimmen diese. Die paarweise verschiedenen Elemente die-
ser Menge kénnen wir in einer linearen Liste (oder auch in einem balancierten Such-
baum) aufsammeln. Dies lésst sich in Zeit O(k-n) (bzw. in Zeit O(nlog(k)) bei Ver-
wendung balancierter Baume) implementieren. Anschliefend miissen wir nur noch
k Elemente sortieren. Der Algorithmus selbst ist in Abbildung 2.13 aufgelistet.

Damit erhalten wir als Rekursionsgleichung fiir diesen modifizierten Algorithmus:
k
T(n)=d-k-n+> T(n)
i=1

mit Ele n; = n — 1, wobei n; > 1 fiir i € [1 : n], und einer geeignet gewihlten
Konstanten d. Hierbei ist zu beachten, dass O(klog(k)) = O(k - n) ist, da ja k <n
ist.

Lemma 2.14 Ist D eine ultrametrische n x n-Matriz, dann kann der zugehorige
ultrametrische Baum in Zeit O(n?) konstruiert werden.

Beweis: Es ist nur noch zu zeigen, dass T'(n) < c - n? fiir eine geeignet gewihlte
Konstante ¢ gilt. Wir wéhlen ¢ jetzt so, dass zum einen ¢ > 2d und zum anderen
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1. Bestimme zuerst & = |{d11, Cey dln}‘ und {517 e 75k} = {d117 Cey dln}

Dies kann mit Hilfe linearer Listen in Zeit O(k - n) erledigt werden. Mit Hilfe
balancierter Bdume kénnen wir dies sogar in Zeit O(nlog(k)) realisieren.

2. Sortiere die k paarweise verschiedenen Werte {61, ..., 5}

Dies kann in Zeit O(klog(k) erledigt werden.
3. Bestimme die einzelnen Teilbdume 7'(D;) rekursiv.

4. Setze die Teillosungen und den Pfad von der Wurzel zu Blatt 1 zur Gesamtlo-
sung zusammen.

Dies lasst sich wiederum in Zeit O(k) realisieren.

Abbildung 2.13: Algorithmus: Konstruktion eines ultrametrischen Baumes

T(n) < ¢-n? fiir alle n < 3 gilt. Den Beweis selbst fithren wir mit vollstéindiger
Induktion iiber n.

Induktionsanfang (n < 3): Nach Wahl von ¢ gilt dies offensichtlich.

Induktionsschritt (— m): Es gilt dann nach Konstruktion des Algorithmus mit
n= Z?:l X
k
T(n) < d-k-n+Y T(n)
i=1
nach Induktionsvoraussetzung ist T'(n;) < ¢ - n?

k
< d-k:-n+Zc-n?
i=1

k
= d-k~n+cZni(n—n+ni)

=1

k k
— d-k~n+cZni-n—cZni(n—ni)
i=1 i=1
da z(c — ) > 1(c — 1) fiir z € [1 : ¢ — 1], sieche auch Abbildung 2.14

k
< d~k~n+cn2—021(n—1)
i=1
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z(c—x)

(0,0) ¢
Abbildung 2.14: Skizze: Die Funktion [0,¢] — R, : z — x(c — x)

< d-k-n+tc-n’—c-kin-1)
da ¢ > 2d

< d-k-n+tc-n®—2d-kin-—2)
da2(n—1)>nfirn>3

< dk-nt+cn®—dk-n

= c~n2.

Damit ist der Induktionsschluss vollzogen und der Beweis beendet. [

2.3 Additive Distanzen und Baume

Leider sind nicht alle Distanzmatrizen ultrametrisch. Wir wollen jetzt ein grofiere
Klasse von Matrizen vorstellen, zu denen sich evolutiondre Baume konstruieren las-
sen, sofern wir auf eine explizite Wurzel in diesen Baumen verzichten kénnen.

2.3.1 Additive Baume

Zunichst einmal definieren wir, was wir unter additiven Baumen, d.h. evolutioniren
Baumen ohne Wurzel, verstehen wollen.

Definition 2.15 Sei D eine n X n-Distanzmatriz. Sei T ein Baum mit mindestens
n Knoten und positiven Kantengewichten, wobei einige Knoten bijektiv mit Werten
aus [1 : n] markiert sind. Dann ist T ein additiver Baum fir D, wenn der Pfad
vom Knoten mit Markierung i zum Knoten mit Markierung j in T das Gewicht d;;
besitzt.
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Wie bei den ultrametrischen Badumen besitzt auch nicht jede Distanzmatrix einen
additiven Baum. Des Weiteren sind nicht markierte Blatter in einem additiven Baum
iiberfliissig, da jeder Pfad innerhalb eines Baum nur dann ein Blatt beriihrt, wenn
dieses ein Endpunkt des Pfades ist. Daher nehmen wir im Folgenden ohne Beschrian-
kung der Allgemeinheit an, dass ein additiver Baum nur markierte Blétter besitzt.
In der folgenden Abbildung 2.15 ist noch einmal ein Beispiel einer Matrix samt ihres
zugehorigen additiven Baumes angegeben.

1
0

S O N
O O | W
S Ot W Cof =

DOk W N~
S =1 O 00 W ot
O = W= OO

Gewicht des Pfades zwischen 5und 4: = 1 +34+2+1=7
Gewicht des Pfades zwischen 1 und 5: = 2+ 1 =3

Abbildung 2.15: Beispiel: Eine Matrix und der zugehorige additive Baum

Definition 2.16 Se: D eine Distanzmatrix. Besitzt D einen additiven Baum, so
heifst D eine additive Matrix. Ein additiver Baum heif$t kompakt, wenn alle Knoten
markiert sind (insbesondere auch die inneren Knoten). Fin additiver Baum heifst
extern, wenn nur Bldtter markiert sind.

In der Abbildung 2.15 ist der Baum ohne Knoten 6 (und damit die Matrix ohne
Zeile und Spalte 6) ein externer additiver Baum. Durch Hinzufiigen von zwei Mar-
kierungen (und zwei entsprechenden Spalten und Zeilen in der Matrix) konnte dieser
Baum zu einem kompakten additiven Baum gemacht werden.

Lemma 2.17 Sei D eine additive Matriz, dann induziert D eine Metrik.

Beweis: Da D eine Distanzmatrix ist, gelten die Definitheit und Symmetrie unmit-
telbar. Die Dreiecksungleichung sieht man leicht, wenn man sich die entsprechenden
Pfade im zu D gehorigen additiven Baum betrachtet. [

Die Umkehrung gilt {ibrigens nicht, wie wir spéter noch zeigen werden. ——

13. Mai
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2.3.2 Charakterisierung additiver Baume

Wir wollen nun eine Charakterisierung additiver Matrizen angeben, mit deren Hilfe
sich auch gleich ein zugehoriger additiver Baum konstruieren lésst. Zunéchst einmal
zeigen wir, dass ultrametrische Bdume spezielle additive Bdume sind.

Lemma 2.18 Sei D eine additive Matriz. D ist genau dann ultrametrisch, wenn
es einen additiven Baum T fir D gibt, so dass es in T einen Knoten v (zentraler
Knoten) gibt, der zu allen markierten Knoten denselben Abstand besitzt.

Beweis: =>: Sei T ein ultrametrischer Baum fiir D mit Knotenmarkierungen pu.
Wir erhalten daraus einen additiven Baum 7", indem wir als Kantengewicht einer
Kante (v, w) folgendes wéhlen:

Y(v.w) = 2 () — p(w)).

Man rechnet jetzt leicht nach, dass fiir zwei Blétter ¢ und j sowohl das Gewicht des
Weges von 4 nach lca(i, j) als auch das Gewicht von j nach lca(i, j) gerade 1 - d;;
betriagt. Die Lange des Weges von ¢ nach j betrdgt daher im additiven Baum wie
gefordert d;;.

Falls einen Knoten mit Grad 2 in einem solchen additiven Baum stéren (wie sie bei-
spielweise von der Wurzel konstruiert werden), der kann diese, wie in Abbildung 2.16
illustriert, eliminieren. In dieser Abbildung stellt der rote Knoten den zentralen Kno-
ten des additiven Baumes dar.

b—|—(31

b+cy,

Abbildung 2.16: Skizze: Elimination von Knoten mit Grad 2

<: Sei D additiv und sei v der Knoten des additiven Baums 7', der von allen
Blattern den gleichen Abstand hat. Man iiberlegt sich leicht, dass T' dann extern
additiv sein muss.

Betrachtet man v als Wurzel, so gilt fiir beliebige Blétter i, 7, dass der Abstand
zwischen dem kleinsten gemeinsamen Vorfahr ¢ fiir beide Blatter gleich ist. (Da der
Abstand dy, fest ist, wire andernfalls der Abstand der Blétter zu v nicht gleich). Wir

Version 0.18 Fassung vom 18. September 2003



54 Kapitel 2. Phylogenetische Baume

zeigen jetzt, dass fiir drei beliebige Blatter i, j, k die ultrametrische Dreiecksunglei-
chung d;, < max{d,;, d;} gilt. Sei dazu lca(i, j) der kleinste gemeinsame Vorfahre
von 1, j.

Falls lca(i, j) = lca(i, k) = lca(y, k) die gleichen Knoten sind, so ist di; = d;; = dji,
und die Dreiecksungleichung gilt mit Gleichheit.

Daher sei jetzt ohne Beschrinkung der Allgemeinheit lca(i, j) # lca(i, k) und dass
lca(i, k) ndher an der Wurzel liegt. Da Ica(i, j) und lca(i, k) auf dem Weg von ¢ zur
Wurzel liegen, gilt entweder lca(j, k) = lca(j,4) oder lca(j, k) = lca(i, k).

Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit lca(j, k) = lca(i, k) = lca(i, j, k). Dann
gilt:

dij = w(i,lca(i, j)) + w(y,lca(i, 7))
= 2 w(]7 1C&(i,j)),

di = w(i,lca(i, j)) + w(lea(i, j), lea(i, j, k) + w(lca(i, j, k), k)
= 2 w(lca(ivja k)7 k)a

dirx. = w(j,lca(i, 7)) +w(lca(s, j),lca(i, 5, k)) + w(lca(i, 5, k), k)
= 2-w(leca(i, j, k), k)

Daher gilt unter anderem d;; < d;, d;, < dji, und dj < d;j,. Somit ist die Dreiecks-
ungleichung immer erfiillt. [

Wie kénnen wir nun fiir eine Distanzmatrix entscheiden, ob sie additiv ist, und falls
ja, beschreiben, wie der zugehorige additive Baum aussieht? Im vorherigen Lemma
haben wir gesehen, wie wir das Problem auf ultrametrische Matrizen zuriickfithren
konnen.

Wir wollen dies noch einmal mir einer anderen Charakterisierung tun. Wir betrach-
ten zuerst die gegebene Matrix D. Diese ist genau dann additiv, wenn sie einen
additiven Baum Tp besitzt. Wenn wir diesen Baum wurzeln und die Kanten zu
den Bléttern so verlangern, dass alle Pfade von der Wurzel zu den Blattern gleiches
Gewicht besitzen, dann ist 77, ultrametrisch. Daraus konnen wir dann eine Distanz-
matrix D(77,) ablesen, die ultrametrisch ist, wenn D additiv ist. Dies ist in der
folgenden Abbildung 2.17 schematisch dargestellt.

Wir wollen also die gegebene Matrix D so modifizieren, dass daraus eine ultra-
metrische Matrix wird. Wenn diese Idee funktioniert, kénnen wir eine Matrix auf
Additivitdt hin testen, indem wir die zugehorige, neu konstruierte Matrix auf Ultra-
metrik hin testen. Fiir Letzteres haben wir ja bereits einen effizienten Algorithmus
kennen gelernt.
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éﬁﬁ&ﬁ

add. Matrix add. Baum ultrametrischer ultrametrische
D TzuD Baum T/ Matrix D'(17,)

Abbildung 2.17: Skizze:

Sei im Folgenden D eine additive Matrix und d;; ein maximaler Eintrag, d.h.
di; > max{dg : k,0 € [l:n]}.

Weiter sei Tp der additive Baum zu D. Wir wurzeln jetzt diesen Baum am Knoten
1. Man beachte, dass 7 ein Blatt ist. Wir kommen spéter noch darauf zuriick, wie
wir dafiir sorgen, dass ¢ ein Blatt bleibt. Dies ist in der folgenden Abbildung 2.18
illustriert.

J

Alle Blatter auf denselben Abstand bringen

Abbildung 2.18: Skizze: Wurzeln von T, am Blatt ¢

Unser néchster Schritt besteht jetzt darin, alle Bldtter (aufler i) auf denselben
Abstand zur neuen Wurzel zu bringen. Wir betrachten dazu jetzt ein Blatt £ des
neuen gewurzelten Baumes. Wir versuchen die zu £ inzidente Kante jetzt so zu ver-
langern, dass der Abstand von k& zur Wurzel ¢ auf d;; anwéchst. Dazu setzen wir das
Kantengewicht auf d;; und verkiirzen es um das Gewicht des restlichen Pfades von
k zu i, d.h. um (d;, — d), wobei d das Gewicht der zu k inzidenten Kante ist. Dies
ist in Abbildung 2.19 noch einmal illustriert. War der Baum vorher additiv, so ist
er jetzt ultrametrisch, wenn wir als Knotenmarkierung jetzt das Gewicht des Pfades
einen Knotens zu einem seiner Bléitter (die alle gleich sein miissen) wéhlen.

Somit haben wir aus einem additiven einen ultrametrischen Baum gemacht. Jedoch
haben wir dazu den additiven Baum bendtigt, den wir eigentlich erst konstruieren
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~d — 7] (];,*d)
=d —di, + d;j

Blatt k Blatt k = d+ (dj — dy)

Abbildung 2.19: Skizze: Verldngern der zu Bléattern inzidenten Kanten

wollen. Es stellt sich nun die Frage, ob wir die entsprechende ultrametrische Matrix
aus der additiven Matrix direkt ohne Kenntnis des zugehorigen additiven Baumes
berechnen konnen. Betrachten wir dazu noch einmal zwei Bléatter im additiven Baum
und versuchen den entsprechenden Abstand im ultrametrischen Baum zu berechnen.
Dazu betrachten wir die Abbildung 2.20.

Abbildung 2.20: Skizze: Absténde im gewurzelten additiven Baum T

Seien k und ¢ zwei Blétter, fiir die wir den Abstand in der entsprechenden ultrame-
trischen Matrix bestimmen wollen. Sei w der niedrigste gemeinsame Vorfahre von k
und ¢ im gewurzelten additiven Baum T und «, 3 bzw. ~ die Abstdnde im gewur-
zelten additiven Baum 7' zwischen der Wurzel und w, w und k bzw. w und ¢. Es
gilt dann

f = dg—«
v o= dy—«
Im ultrametrischen Baum 77, gilt dann:
dr(w, k) = dp(w,l)
= B+ (dij — di)
= 7+ (dij — dir).
Damit gilt:
dr(w, k) = B+ dij — di
= dig — a+dij — dy,

= dij—Oé
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und analog:

dr(w,l) = ~v+d;; —dy
= di —a+dij — dy
= d

ij_a-

Wir miissen jetzt nur noch a bestimmen. Aus der Skizze in Abbildung 2.20 folgt
sofort, wenn wir die Gewichte der Pfade von i nach k sowie ¢ addieren und davon
das Gewicht des Pfades von k£ nach ¢ subtrahieren:

20 = dip, + dip — dp.

Daraus ergibt sich:

1
dr(w, k) = dij — é(dik + dip — dye),

1
dp/(w,l) = di — é(dzk + dip — dye).

Somit konnen wir jetzt die ultrametrische Matrix D’ direkt aus der additiven Matrix
D berechnen:

1
d;cﬁ = dT’(wv k) = dT’(wvg) = dij - §(dlf + dzk - dké)

Wir miissen uns jetzt nur noch iiberlegen, dass dies wirklich eine ultrametrische
Matrix ist, da wir den additiven Baum ja am Blatt ¢ gewurzelt haben. Damit wiirden
wir sowohl ein Blatt verlieren, namlich ¢, als auch keinen echten ultrametrischen
Baum generieren, da dessen Wurzel nur ein Kind anstatt mindestens zweier besitzt.
In Wirklichkeit wurzeln wir den additiven Baum am zu ¢ adjazenten Knoten, wie in
Abbildung 2.21 illustriert. Damit erhalten wir einen echten ultrametrischen Baum.

d

i J

Abbildung 2.21: Skizze: Wirkliches Wurzeln des additiven Baumes
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Damit haben wir das folgende Lemma bewiesen.

Lemma 2.19 Sei D eine additive Matriz, deren mazimaler Fintrag d;; ist, dann
ist D' mit
, 1
dyy = di; — §(dif + diry — die)

eine ultrametrische Matriz.

Es wire schon, wenn auch die umgekehrte Richtung gelten wiirde, nédmlich, dass
wenn D’ ultrametrisch ist, dass dann bereits D additiv ist. Dies ist leider nicht der
Fall, auch wenn dies in vielen Lehrbiichern und Skripten filschlicherweise behauptet
wird. Wir geben hierfiir ein Gegenbeispiel in Abbildung 2.22. Man sieht leicht, dass

D|1 2 3 D1 2 3
1[0 8 4 110 8 8 diy=8—3(0+8-8)=38
2 0 2 2 0 di3=8—3(0+4—-4)=38
3 0 3 0

8

Abbildung 2.22: Gegenbeispiel: D nicht additiv, aber D’ ultrametrisch

D’ ultrametrisch ist. D ist hingegen nicht additiv, weil d(1,2) = 8, aber
d(1,3) +d(3,2) =4 +2=6 <8

gilt. Im Baum muss also der Umweg iiber 3 grofler sein als der direkte Weg, was nicht
sein kann (siche auch Abbildung 2.23), denn im additiven Baum gilt die normale
Dreiecksungleichung (siche Lemma 2.17).

Dennoch konnen wir mit einer weiteren Zusatzbedingung dafiir sorgen, dass das
Lemma in der von uns gewiinschten Weise gerettet werden kann.

Lemma 2.20 Sei D eine Distanzmatriz und set d;; ein mazimaler Eintrag von
D. Weiter sei D' durch di, = d;; — %(dzk + diyy — dge) definiert. Wenn D' eine
ultrametrische Matriz ist und wenn fir jedes Blatt b im zugehorigen ultrametrischen
Baum T(D') fir das Gewicht v der zu b inzidenten Kante gilt: v > (d;; — dpi), dann
ist D additiv.
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1 2

B

3 3

Abbildung 2.23: Gegenbeispiel: ,,Unmoglicher* additiver Baum

Beweis: Sei 1" := T'(D') ein ultrametrischer Baum fiir D’. Weiter sei (v, w) € E(T")
und es seien p, q,, s Bliatter von 7", so dass lca(p, q) = v und lca(r, s) = w. Dies ist
in Abbildung 2.24 illustriert. Hierbei ist ¢ zweimal angegeben, da a priori nicht klar
ist, ob g ein Nachfolger von w ist oder nicht. Wir definieren dann das Kantengewicht

T/

p qr q s

Abbildung 2.24: Skizze: Kante (v, w) in 17"
von (v, w) durch:
(v, w) =d,, —d,,.
Damit ergibt sich fiir

dT/(k7 8) = 2 d;c,z
1
= 2(diy; — é(dik + dip — die))
= 2dij — di, — die + die

Wenn wir jetzt fiir jedes Blatt b das Gewicht der inzidenten Kante um d;; — dy;
erniedrigen, erhalten wir einen neuen additiven Baum T'. Da nach Voraussetzung,
das Gewicht einer solchen zu b inzidenten Kante groler als d;; — dy,; ist, bleiben die
Kantengewichte von T" positiv. Weiterhin gilt in 7"

dT(k’,g) - dT/(k?,é) — (d” - dzk) - (d” - dw)
(2dij — di, — dig + die) — dij + dig — dij + di
— dkz.

Somit ist T ein additiver Baum fiir D und das Lemma ist bewiesen. ]
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Gehen wir noch einmal zuriick zu unserem Gegenbeispiel, das besagte, dass die Ultra-
metrik von D’ nicht ausreicht, um die Additivitat von D zu zeigen. Wir schauen
einmal was hier beim Kiirzen der Gewichte von zu Bléttern inzidenten Kanten pas-
sieren kann. Dies ist in Abbildung 2.25 illustriert. Wir sehen hier, dass der Baum
zwar die gewiinschten Absténde besitzt, jedoch negative Kantengewichte erzeugt,
die bei additiven Bdumen nicht erlaubt sind.

D|1 2 3 D1 2 3
110 8 4 1[0 8 8
2 0 2 2 0

3 0 3 0

Abbildung 2.25: Gegenbeispiel: D nicht additiv und D’ ultrametrisch (Fortsetzung)

2.3.3 Algorithmus zur Erkennung additiver Matrizen

Aus der Charakterisierung der additiven Matrizen mit Hilfe ultrametrischer Matri-
zen lésst sich der folgende Algorithmus zur Erkennung additiver Matrizen und der
Konstruktion zugehoriger additiver Baume herleiten. Dieser ist in Abbildung 2.26
aufgelistet. Es ldsst sich leicht nachrechnen, dass dieser Algorithmus eine Laufzeit
von O(n?) besitzt.

1. Konstruiere aus der gegebenen n x n-Matrix D eine neue n x n-Matrix D’
mittels d, = d;; — %(dm + diy — dyg), wobei d;; ein maximaler Eintrag von D
ist.

2. Teste D" auf Ultrametrik. Ist D’ nicht ultrametrisch, dann ist D nicht additiv.
3. Konstruiere den zu D’ gehorigen ultrametrischen Baum 7.

4. Teste, ob sich die Kantengewichte fiir jedes Blatt b um d,; — d;;, erniedrigen
lasst. Falls dies nicht geht, ist D nicht additiv, andernfalls erhalten wir einen
additiven Baum T fiir D.

Abbildung 2.26: Algorithmus: Erkennung additiver Matrizen

Wir miissen uns nur noch kurz um die Korrektheit kiimmern. Nach Lemma 2.19 wis-
sen wir, dass in Schritt 2 die richtige Entscheidung getroffen wird. Nach Lemma 2.20
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wird auch im Schritt 4 die richtige Entscheidung getroffen. Also ist der Algorithmus
korrekt. Fassen wir das Ergebnis noch zusammen.

Theorem 2.21 FEs kann in Zeit O(n?) entschieden werden, ob eine gegebene n X n-
Distanzmatriz additiv ist oder nicht. Falls die Matriz additiv ist, kann der zugehdrige
additive Baum in Zeit O(n?) konstruiert werden.

2.3.4 4-Punkte-Bedingung

Zum Abschluss wollen wir noch eine andere Charakterisierung von additiven Matri-
zen angeben, die so genannte 4-Punkte-Bedingung von Buneman.

Lemma 2.22 (Bunemans 4-Punkte-Bedingung) FEine n x n-Distanzmatriz D
ist genau dann additiv, wenn fir je vier Punkte i, j, k,¢ € [1 : n] mit

di¢ + djr, = min{d;; + de, dir. + dje, die + dji.}

gilt, dass dl'j + dkg = dzk = dﬂ.

Diese 4-Punkte-Bedingung ist in Abbildung 2.27 noch einmal illustriert

1 )
k 14
die + dj = min{d;; + dy, dij, + dyy, }

= dij +dpe = dix, +dje

Abbildung 2.27: Skizze: 4-Punkte-Bedingung

Beweis: =>: Sei T ein additiver Baum fiir D. Wir unterscheiden jetzt drei Félle,
je nachdem, wie die Pfade in T verlaufen.

Fall 1: Im ersten Fall nehmen wir an, die Pfade von ¢ nach j und k& nach ¢ kno-
tendisjunkt sind. Dies ist in Abbildung 2.28 illustriert. Dann ist aber d;; + d;;, nicht
minimal und somit ist nichts zu zeigen.

Fall 2: Im zweiten Fall nehmen wir an, die Pfade von ¢ nach k£ und j nach ¢
knotendisjunkt sind. Dies ist in Abbildung 2.29 illustriert. Dann ist jedoch ebenfalls
d;¢ + djj, nicht minimal und somit ist nichts zu zeigen.
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J

?
> () mind. 1 Kante
als Verbindung
k /\ 14

Abbildung 2.28: Skizze: Die Pfade i — j und k — ¢ sind knotendisjunkt

i J
> 0

k 14

Abbildung 2.29: Skizze: Die Pfade i — k und j — ¢ sind knotendisjunkt

Fall 3: Im dritten und letzten Fall nehmen wir an, die Pfade von ¢ nach ¢ und j nach
k kantendisjunkt sind und sich daher héchstens in einem Knoten schneiden. Dies ist
in Abbildung 2.30 illustriert. Nun gilt jedoch, wie man leicht der Abbildung 2.30

1—\ f—]

>0

Abbildung 2.30: Skizze: Die Pfade i — ¢ und j — k sind kantendisjunkt

entnehmen kann:
dij = dig, + dje — dye
und somit
dij + dpe = di, + djo.
<=: Betrachte D’ mit dj, := d;; — %(dzk +dj — dyr), wobei d;; ein maximaler Eintrag

von D ist. Es geniigt zu zeigen, dass D’ ultrametrisch ist.

Betrachte p,q,r € [1: n] mit d;,, < d; < d, . Es ist dann zu zeigen: d;,. = d;,. Aus
d;,q < dl’m, < d;r folgt dann:

2 — dip — dig + dpg < 2di; — diy — diy + dpr < 235 — dig — diy + dyy.
Daraus folgt:
dpq - dip - diq S dpr - dip - dir S dqr - diq - dir
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und weiter
dpg +diy < dpr +dig < dgr + djy.

Aufgrund der 4-Punkt-Bedingung folgt unmittelbar

dpr + dig = dg + dip.
Nach Addition von (2d;; — d;,) folgt:

(2d;; — diy) + dpr + dig = (2d;; — diy) + dgr + dip.
Nach kurzer Rechnung folgt:
2d;j — diyy — dip + dpy = 2d;j — diy — dig + dy,

und somit gilt

2, =2,

Also ist D’ nach Lemma 2.4 ultrametrisch und somit ist nach Lemma 2.20 D addi-
tiv. [ ]

Mit Hilfe dieser Charakterisierung werden wir noch zeigen, dass es Matrizen gibt, die
eine Metrik induzieren, aber keinen additiven Baum besitzen. Dieses Gegenbeispiel

dj,j +dk[ - 6
dik’ +djg - 8

Abbildung 2.31: Gegenbeispiel: Metrische Matrix, die nicht additiv ist

ist in Abbildung 2.31 angegeben. Man sieht leicht, dass die 4-Punkte-Bedingung
nicht gilt und somit die Matrix nicht additiv ist. Man iiberpriift leicht, dass fiir
jedes Dreieck die Dreiecksungleichung gilt, die Absténde also der Definition einer
Metrik geniigen. ——

15. Mai
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2.3.5 Charakterisierung kompakter additiver Baume

In diesem Abschnitt wollen wir eine schéne Charakterisierung kompakter additiver
Baume angeben. Zunéchst benttigen wir noch einige grundlegende Definitionen aus
der Graphentheorie.

Definition 2.23 Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Fin Teilgraph G' C G
heifit aufspannend, wenn V(G') = V(G) und G’ zusammenhdngend ist.

Der aufspannende Teilgraph enthilt also alle Knoten des aufgespannten Graphen.
Nun konnen wir den Begriff eines Spannbaumes definieren.

Definition 2.24 Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Fin Teilgraph G' C G
heifst Spannbaum, wenn G’ ein aufspannender Teilgraph von G ist und G' ein Baum
15t.

Fiir gewichtete Graphen brauchen wir jetzt noch das Konzept eines minimalen
Spannbaumes.

Definition 2.25 Sei G = (V, E,~) ein gewichteter ungerichteter Graph und T ein
Spannbaum von G. Das Gewicht des Spannbaumes T von G ist definiert durch

Y(T) = Y e

ecE(T)

Ein Spannbaum T fiir G heifst minimal, wenn er unter allen moglichen Spannbdumen
fiir G manimales Gewicht besitzt, d.h.

YWT) <min{~y(T") : T" ist ein Spannbaum von G} .

Im Folgenden werden wir der Kiirze wegen einen minimalen Spannbaum oft auch
mit MST (engl. minimum spanning tree) abkiirzen.

Definition 2.26 Sei D eine n X n-Distanzmatriz. Dann ist G(D) = (V, E) der zu
D gehorige gewichtete Graph, wobei

V. = [1 : Tl],
E = (‘2/) ={{v,w} : v#£w eV},
y(v,w) = D(v,w).
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Nach diesen Definitionen kommen wir zu dem zentralen Lemma dieses Abschnittes,
der kompakte additive Baume charakterisiert.

Theorem 2.27 Sei D eine n X n-Distanzmatriz. Besitzt D einen kompakten addi-
tiven Baum T, dann ist T der minimale Spannbaum von G(D) und ist eindeutig
bestimmt.

Beweis: Sei T ein kompakter additiver Baum fiir D (dieser muss natiirlich nicht
gewurzelt sein). Wir betrachten ein Knotenpaar (x,y), das durch keine Kante in T

Abbildung 2.32: Skizze: Pfad von x nach y in T

verbunden ist. Sei p = (vg, vy, ..., ) mit vog = = und vy = y sowie k > 2 der Pfad
von x nach y in T. y(p) entspricht D(z,y), weil T ein additiver Baum fiir D ist.
Da nach Definition einer Distanzmatrix alle Kantengewichte positiv sind und der
Pfad aus mindestens zwei Kanten besteht, ist y(v;—1,v;) < D(z,y) = v(x,y) fur alle
Kanten (v;_1,v;) des Pfades p.

Sei jetzt T' ein minimaler Spannbaum von G(D). Wir nehmen jetzt an, dass die
Kante (z,y) eine Kante des minimalen Spannbaumes ist, d.h. (z,y) € E(T"). Somit
verbindet die Kante (z,y) zwei Teilbdume von 7”. Dies ist in Abbildung 2.32 illus-
triert.

p=(po--.pk)
mit po =z und pr =y

Abbildung 2.33: Skizze: Spannbaum 7" von D(G)

Da (z,y) keine Kante im Pfad von z nach y im kompakten additiven Baum von T'
ist, verbindet der Pfad p die beiden durch Entfernen der Kante (z,y) separierten
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Teilbdume des minimalen Spannbaumes 7”. Sei (2, y’) die erste Kante auf dem Pfad
p von x nach y, die nicht innerhalb einer der beiden separierten Spannbéume verlduft.
Wie wir oben gesehen haben, gilt v(2',vy") < v(z,y).

Wir konstruieren jetzt einen neuen Spannbaum 7" fiir G(D) wie folgt:
V(T = V(T =V
ET") = (E(T)\ {{z,y}h) U {{a’,y}}

Fiir das Gewicht des Spannbaumes 7" gilt dann:

W(T") =

2.
e€ B(T"
>

v(e)
)
v(e) = v(z,y) + (2", y)

ecE(T")

= > A+ y) —(,y)
ecE(T") 20

< A(T").

Somit ist y(7”) < ~(T) und dies liefert den gewiinschten Widerspruch zu der
Annahme, dass 7" ein minimaler Spannbaum von G(D) ist.

Somit gilt fiir jedes Knotenpaar (x,y) mit (z,y) ¢ E(T), dass dann die Kante (z,y)
nicht im minimalen Spannbaum von G(D) sein kann, d.h. (z,y) ¢ T". Also ist eine
Kante, die sich nicht im kompakten additiven Baum befindet, auch keine Kante des
Spannbaums.

Dies gilt sogar fiir zwei verschiedene minimale Spannbaume fiir G(D). Somit kann
es nur einen minimalen Spannbaum geben. [

2.3.6 Konstruktion kompakter additiver Baume

Die Information aus dem vorherigen Lemma kann man dazu ausnutzen, um einen
effizienten Algorithmus zur Erkennung kompakter additiver Matrizen zu entwickeln.
Sei D die Matrix, fiir den der kompakte additive Baum konstruiert werden soll, und
somit G(D) = (V, E,v) der gewichtete Graph, fiir den der minimale Spannbaum
berechnet werden soll.

Wir beginnen mit der Knotenmenge V' = {v} fiir eine beliebiges v € V und der
leeren Kantenmenge E' = (). Der Graph (V’, E') soll letztendlich der gesuchte mini-
male Spannbaum werden. Wir verwenden hier Prims Algorithmus zur Konstruktion
eines minimalen Spannbaumes, der wieder ein Greedy-Algorithmus sein wird. Wir
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versuchen die Menge V' in jedem Schritt um einen Knoten aus V' \ V' zu erweitern.
Von allen solchen Kandidaten wéhlen wir eine Kante minimalen Gewichtes. Dies ist
schematisch in Abbildung 2.34 dargestellt.

Vv

Abbildung 2.34: Skizze: Erweiterung von V"’

Den Beweis, dass wir hiermit einen minimalen Spannbaum konstruieren, wollen wir
an dieser Stelle nicht fithren. Wir verweisen hierzu auf die einschlégige Literatur. Den
formalen Algorithmus haben wir in Abbildung 2.35 angegeben. Bis auf die blauen
Zeilen ist dies genau der Pseudo-Code fiir Prims Algorithmus zur Konstruktion eines
minimalen Spannbaums.

Die blaue for-Schleife ist dazu da, um zu testen, ob der konstruierte minimale Spann-
baum wirklich ein kompakter additiver Baum fiir D ist. Zum einen setzen wir den
konstruierten Abstand dr fiir den konstruierten minimalen Spannbaum. Der nach-
folgende Test iiberpriift, ob dieser Abstand dp mit der vorgegebenen Distanzmatrix
v iibereinstimmt.

Wir miissen uns jetzt nur noch die Laufzeit iiberlegen. Die while-Schleife wird genau
n = |V| Mal durchlaufen. Danach ist V' = V. Die Minimumsbestimmung l4sst
sich sicherlich in Zeit O(n?) erledigen, da maximal n? Kanten zu durchsuchen sind.
Daraus folgt eine Laufzeit von O(n?).

Implementiert man Prims-Algorithmus ein wenig geschickter, z.B. mit Hilfe von
Priority-Queues, so lisst sich die Laufzeit auf O(n?) senken. Fiir die Details verweisen
wir auch hier auf die einschlidgige Literatur. Auch die blaue Schleife kann insgesamt
in Zeit O(n?) implementiert werden, da jede for-Schleife maximal n-mal durchlaufen
wird und die for-Schleife selbst maximal n-mal ausgefiihrt wird.

Theorem 2.28 Sei D eine n X n-Distanzmatriz. Dann ldsst sich in Zeit O(n?)
entscheiden, ob ein kompakter additiver Baum fiir D existiert. Falls dieser existiert,
kann dieser ebenfalls in Zeit O(n?) konstruiert werden.

Version 0.18 Fassung vom 18. September 2003



68 Kapitel 2. Phylogenetische Bdume

MobDIrFIED_PRIM

{

E' = 0;
V' :={v} fiir ein beliebiges v € V;
/* (V' E') wird am Ende der minimale Spannbaum sein */
while (V' # V)
{
Sei e = (x,y), so dass y(z,y) = min {y(v,w) : ve V' Aw e V\V'}
/* oBdA seiy e V' */
E' = F' U{e};
V= ViU {y);
for all (v € V');
{

dT(Uay) = dT(Uax> + ’Y(Iv y);
if (dr(v,y) # 7(v,y)) reject;

}
}

return (V', E');
Abbildung 2.35: Algorithmus: Konstruktion eines kompakten additiven Baumes

2.4 Exkurs: Priority Queues & Fibonacci-Heaps

In diesem Abschnitt gehen wir in einen kurzen Exkurs auf eine Realisierung von
Priority Queues mittels Fibonacci-Heaps ein.

2.4.1 Priority Queues
Ein Priority Queue ist eine Datenstruktur mit folgenden Operationen:

empty() erzeugt eine leere Priority Queue.

ref insert(elt, key) fiigt ein Element ’elt’ in die Priority Queue mit dem Schliissel
'key’ ein, und liefert Referenz 'ref” auf das Element ’elt’ zuriick.

int size() gibt die Anzahl Elemente in der Priority Queue zuriick.

elt delete_min() liefert ein Element mit dem kleinsten Schliissel, das in der Prio-
rity Queue enthalten ist, und entfernt dieses aus der Priority Queue.
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bool decrease_key(ref) erniedrigt den Schliissel des Elements mit Referenz 'ref’
in der Priority Queue. Liefert false, falls das Element nicht in der Priority
Queue ist und sonst true.

delete(ref) 16scht das Element mit der Referenz 'ref” aus der Priority Queue.

Meist wird die Operation delete nicht explizit gefordert und auch nicht benétigt.
Wir werden sie im Folgenden daher auch aufler Acht lasen.

2.4.2 Realisierung mit Fibonacci-Heaps

Ein Heap ist ein Baum, in dem in den Knoten Elemente mit Schliissel gespeichert
sind, wobei auf den Schliisseln eine totale Ordnung gegeben ist. Dabei muss ein
Heap die Heap-Bedingung erfiillen, die besagt, dass fiir jeden Knoten des Baumes
mit Ausnahmen der Wurzel gilt, dass der Schliissel des Elements im Elter-Knoten
kleiner gleich dem Schliissel des betrachteten Knotens sein muss. Ein Fibonacci-Heap
ist ein Wald, deren Bdume Heaps sind.

7ykhs<h doppelt
verkettete Liste

@

Definition 2.29 Der Rang eines Knoten in einem Fibonacci-Heap ist die Anzahl
seiner Kinder.

2.4.3 Implementierung
Fiir die Implementierung von Fibonacci-Heaps vereinbaren wir das Folgende:
e Die Wurzeln der Heaps eines Fibonacci-Heaps werden in einer doppelt ver-

ketteten zyklischen Liste gehalten. Diese Liste wird im Folgenden auch als
Wurzelliste bezeichnet.
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e Ebenso werden die Kinder eines Knotens in einer doppelt verketten zyklischen
Liste gehalten.

e Die Wurzel eines Heaps mit dem Element mit einem kleinsten Schliissel wird
mit dem so genannten Min-Zeiger memoriert.

e Jeder Knoten mit Ausnahme der Wurzeln von Heaps haben einen Verweis auf
ihren Elter.

e Jeder Knoten besitzt eine Verweis auf eines seiner Kinder (nicht auf alle, denn
die sind ja dann iiber die doppelt verkettete zyklische Kette der Geschwister-
Knoten zugénglich).

e Die Knoten eines Fibonacci-Heaps kénnen markiert sein (die Wurzeln werden

dabei niemals markiert sein).
I

22. Mai

Nun geben wir eine Realisierung einer Priority Queue basierend auf einem Fibonacci-
Heap an.

size Die Anzahl der Elemente der Priority Queue wird in einer Variablen gespei-
chert. Diese wird zu Beginn mit 0 initialisiert und wird bei insert’s um 1 erhoht
und bei delete_min’s um 1 erniedrigt.

insert Fiige ein neues Element als einelementigen Baum in die Wurzelliste ein.
Aktualisiere dann den Min-Pointer.

empty Gib eine leere Wurzelliste zuriick.
decrease_key Die Realisierung erfolgt wie folgt:

e Hinge den Teilbaum gewurzelt am gegebenen Element ab und fiige diesen
Teilbaum in die Wurzelliste ein.

e Erniedrige den Wert in der Wurzel dieses Teilbaumes, dabei bleibt die
Heap-Bedingung offensichtlich erfiillt.

MIN MIN

0 O0—b— N 0 S
AKX

e Aktualisiere den Min-Pointer.
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e Markiere den Elter des abgehéngten Elements (aufler es war eine Wurzel)
e War dieser Knoten bereits markiert, so wiederhole Verfahren des Abhéan-
gens mit diesem Knoten.

Dies kann ein mehrfaches Abhéngen von Teilbaumen zur Folge haben und
wird als kaskadenartiger Schnitt bezeichnet.

e .go/&l X

/
decrease_key O
4 PN

/

/

A

delete_min Die Realisierung erfolgt wie folgt:

e Gib das Element, auf das der Min-Pointer zeigt, aus und l6sche es aus
dem Heap.

MIN
]

TR T TXRXX
XXX

e Fiige die doppelt verkettet Liste der Kinder des geloschten Knotens in
die Wurzelliste ein.

e Aufrdumen der Wurzelliste: Verschmelze Biaume, deren Wurzel gleichen
Rang besitzen. Beim Verschmelzen ist dabei zu beachten, dass die Wurzel
mit dem kleineren Schliissel zum Elter der Wurzel des anderen Baumes
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gemacht wird. Somit bleibt die Heap-Bedingung fiir den neu entstandenen
Baum erhalten.

R R A
/\\&

RN
I e N |

Rang 0 Rang 1 Rang 2 Rang k

Die Aufrdumaktion selbst wird mit Hilfe eines Feldes der Grofie O(log(n))
gefithrt, das in jedem Eintrag einen Heap aufnehmen kann. Die Heaps
werden der Reihe nach in das Feld eingebracht, wobei ein Heap, deren
Wurzel Rang k hat, in den Index k des Feldes geschrieben wird. Ist bereits
ein Heap in einem Index, so werden diese beiden Heaps geméfl der Heap-
Bedingung verschmolzen. Dann wird wieder versucht den neuen Heap im
Feld an der richtigen Indexposition abzuspeichern.

Zum Schluss wird das Feld geleert und gleichzeitig sukzessive eine neue
Wurzelliste aufgebaut.

e Bestimme beim sukzessiven Aufbau der neuen Wurzelliste nebenbei den
neuen Min-Zeiger.

2.4.4 Worst-Case Analyse

Zunéchst einmal wollen wir die worst-case Kosten der einzelnen Priority Queue
Operationen abschétzen.

Lemma 2.30 Seiv ein Knoten des Fibonacci-Heaps und seien vy, . .., v seine Kin-
der in der Reihenfolge, wie sie Kinder von v wurden. Dann ist der Rang von v;
mindestens 1 — 2.

Beweis: (durch Induktion)
Induktionsanfang (¢ < 2): Es ist nichts zu zeigen

Induktionsschritt (— 2): Betrachte den Zeitpunkt als v; ein Kind von v wurde.
Dann hatte v bereits die Kinder vy,...,v;—; (eventuell auch mehr). Der Rang von
v war zu diesem Zeitpunkt daher mindestens ¢ — 1. Zu diesem Zeitpunkt war der
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Rang von v; ebenfalls mindestens ¢ — 1, da beim Verschmelzen die Wurzeln gleiche
Rénge gehabt haben miissen.

Wie viele Kinder kann v; seitdem verloren haben? Maximal eines, da v; nach einem
decrease_key auf einem Kind von v; markiert wird.

Jedes weitere decrease_key wiirde v; vom Elter v trennen.

Somit ist der Rang von v; mindestens i — 2. [

Definition 2.31 Die Fibonacci-Zahlen sind wie folgt definiert: fo =0, f; =1 und
Jrt2 = fop + fn fiirn = 2.

Lemma 2.32 Fs gilt fir alle k € N:

k
Sz =1+ Zfz
=1

Beweis: Ubungsaufgabe. [

Lemma 2.33 Sei v ein Knoten eines Fibonacci-Heaps mit Rang k, dann ist die
Grofle des an v gewurzelten Teilbaumes mindestens frio.
Beweis: (durch Induktion)

Induktionsanfang (k € {0,1}):

e Ist der Rang = 0, dann ist die Grofie des zugehorigen Teilbaumes genau 1 = fs.

e [st der Rang = 1, dann ist die Grofle des zugehorigen Teilbaumes mindestens
2 — f3.

Induktionsschritt (— k): Sei v ein Knoten mit Rang k. Nach Lemma 2.30 hat
das i-te Kind Rang mindestens 7 — 2. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Grofie
des Teilbaumes von i-ten Kind mindestens fi_2)42 = fi. Somit gilt fiir die Gréfle
des Teilbaumes von v:

k k
> . — . =
T(w) > 1+ Zfz + 1 1+Zfz Frso
Wurzel 1=2 1.Kind i=1
——
2.k Kind
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Daraus folgt fiir die Analyse: f(n) = ©(¢") mit ¢ = 1+T*/5 Damit ist der Rang der
Knoten durch O(log(n)) beschréankt.

Zusammenfassung:

Operation Aufwand
insert O(n)
decrease_key | O(n)
delete_min | O(n)

2.4.5 Amortisierte Kosten bei Fibonacci-Heaps

Die worst-case Kosten sind also sehr teuer. Man iiberlegt sich jedoch leicht, dass
teure Operationen (wie delete_min’s mit grofien kaskadenartigen Schnitten) nicht zu
oft hintereinander vorkommen kénnen. Daher analysieren wir noch die amortisierten
Kosten der Priority Queue Operationen. Dies sind die Kosten im Mittel, wenn wir
den gesamten Lebenszyklus einer Priority Queue betrachten.

Ziel: Wir versuchen mit Hilfe eines Sparkontos die Kosten abzuschétzen. Wir wer-
den bei billigen Operationen schon etwas vorweg sparen, um spéter teure Ope-
rationen vom Sparkonto bezahlen zu kénnen.

Als amortisierte Kosten bezeichnen wir dabei die Kosten, die fiir jeden Schritt
bezahlt werden. Das sind zum einen die Kosten, die wir direkt aus der Geld-
borse bezahlen, und das, was wir auf das Sparkonto einzahlen. Das Abheben
vom Sparkonto betrachten wir nicht, da wir diese Kosten bereits beim Einzah-
len beriicksichtigt haben.

Im Folgenden beschreiben wir, bei welchen Operationen wir wieviel sparen und
versuchen eine intuitive Beschreibung zu geben, warum.
insert: 1 Kosteneinheit auf Sparkonto.

Wir sparen schon einmal fiir das Aufrdumen der Wurzelliste fiir den Fall, dass
der eingefiigte Knoten einmal in der Wurzelliste steht und bei einer Aufréu-
maktion beteiligt ist.

decrease_key: 2 Kosteneinheiten auf Sparkonto.

Wir sparen einmal fiir einen moglichen Schnitt des Elters innerhalb eines kas-
kadenartigen Schnittes und einmal fiir das Aufrdumen der Wurzelliste fiir die
Wurzel des Teilbaumes, den wir in die Wurzelliste einfiigen.
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decrease_key k ‘
T i/ k
Teilbaum in Wurzelliste

decrease_key teuer,
weil schon markiert.

Kostenanalyse: Wir untersuchen jetzt die anfallenden amortisierten Kosten fiir

die einzelnen Operationen (auBer fiir size und empty, da diese trivialerweise
konstante Kosten haben).

insert: Fiir die insert-Operation gilt:
konstante Zeit
+ konstante Zeit (sparen)
konstante Zeit

decrease_key: fiir die decrease_key Operation gilt:

Umhéngen in Wurzelliste

T TR XX

echte Kosten = proportional zur # der Schnitte
ein Schnitt = konstante Zeit

konstante Zeit (fiir 1.Schnitt)

Null (kaskadenartiger Schnitt durch Abheben vom Sparkonto)
+  2x konstante Kosten (sparen)

konstante Zeit
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delete_min: Verschmelzen von Badumen mit gleichem Rang

Heap—Bedingung—/&
A

LT L N

Rang 0 Rang 1 Rang 2 Rang 3 Rang k

Bezahle Verschmelzen vom Sparkonto (vom neuen Kind der Wurzel).

Die Kosten fiir das Aufraumen miissen direkt aus der Geldborse bezahlt
werden.

Null (Verschmelzen wird vom Sparkonto bezahlt)
+ O(log(n)) (Konstruktion der Wurzelliste)

O(log(n))

Theorem 2.34 Beginnend mit einem leeren Fibonacci-Heap kann eine Folge von {
Operationen (insert, decrease_key, delete_min, size) in Zeit O({ + k -log(m)) ausge-
fiihrt werden, wobei m die maximale Anzahl von Elementen im Fibonacci-Heap ist
und k < ¢ die Anzahl der delete_min-Operationen.

Die erweiterte Version des Prim-Algorithmus basierend auf Priority-Queues ist in
Abbildung 2.36 auf Seite 77 angegeben.

Laufzeit PQ-Prim: Zur Analyse des Algorithmus von Prim basierend auf Prio-
rity Queues stellen wir zunéchst fiir die Anzahl der Aufrufe von Priority Queue
Operationen fest:

e Anzahl insert’'ss=n—-1<n
e Anzahl delete_min’s: =n—1<mn

e Anzahl decrease_key’s: < n?
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PQ-PriMm

{
E = (;
V' ={v}; // (fiir ein v € V)
PQ g.empty();

for all (w e V' \ {v})
{

q.insert(w, y(v, w));
pred[w]=v;

}

while (V' # V)
{

y :=q.delete_min();

x =pred[y];
E' = E'U{z,y};
Vi =V'U{yk;

ior all (veV'\{y})

dT<U7 y) = dT<U7 l‘) + ’}/(I, y);
\ if (dr(v,y) # v(v,y)) reject;
for all (w e V\ V')

i{f (V(y, w) <qkey(w))

q.decrease_key(w, y(y, w));
pred|w]=y;}

Abbildung 2.36: Algorithmus: PQ-Prim

Somit ist die Laufzeit O(n?+2n+nlog(n)) = O(n?*). (Die Eingabegrofie ist ja schon
n?, somit ist die Laufzeit eigentlich linear). Wir rezitieren hier der Vollstéindigkeit

halber noch einmal das Gesamtergebnis.

Theorem 2.35 Sei D eine n X n-Distanzmatriz. Dann ldsst sich in Zeit O(n?)
entscheiden, ob ein kompakter additiver Baum fiir D existiert. Falls dieser existiert,
kann dieser ebenfalls in Zeit O(n?) konstruiert werden.
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2.5 Sandwich Probleme

Hauptproblem bei den bisher vorgestellten Verfahren war, dass wir dazu die Distan-
zen genau wissen mussten, da beispielsweise eine leicht modifizierte ultrametrische
Matrix in der Regel nicht mehr ultrametrisch ist. Aus diesem Grund werden wir in
diesem Abschnitt einige Problemestellungen vorstellen und l6sen, die Fehler in den
Eingabedaten modellieren.

2.5.1 Fehlertolerante Modellierungen

Bevor wir zur Problemformulierung kommen, benotigen wir noch einige Notationen,
wie wir Matrizen zwischen zwei anderen Matrizen einschachteln kéonnen.

Notation 2.36 Seien M und M' zwei xn-Matrizen, dann gilt M < M', wenn
M;; < Mj; fiir alle i,j € [1 : n] gilt. Fir drei Matrizen M, M’ und M" gilt
M e [M',M"], wenn M' < M < M" gilt.

Nun koénnen wir die zu untersuchenden Sandwich-Probleme angeben.

ADDITIVES SANDWICH PROBLEM

Eingabe: Zwei n x n-Distanzmatrizen D, und D},.
Gesucht: Eine additive Distanzmatrix D € [Dy, Dy], sofern eine existiert.

ULTRAMETRISCHES SANDWICH PROBLEM

Eingabe: Zwei n x n-Distanzmatrizen D, und Dy,
Gesucht: Eine ultrametrische Distanzmatrix D € [Dy, Dj], sofern eine existiert.

Im Folgenden bezeichnet |M| eine Norm einer Matrix. Hierbei wird diese Norm
jedoch nicht eine Abbildungsnorm der durch M induzierten Abbildung sein, son-
dern wir werden Normen verwenden, die eine n x n-Matrix als einen Vektor mit
n? Eintriigen interpretieren. Beispielsweise konnen wir die so genannten p-Normen
verwenden:

n n 1/p
D1, - (ZZIMi,jlp> ,

i=1 j=1

”DHoo = maX{‘MLH D6, g € [171]}
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ADDITIVES APPROXIMATIONSPROBLEM

Eingabe: Eine n x n-Distanzmatrix D.
Gesucht: Eine additive Distanzmatrix D’, die |D — D’| minimiert.

ULTRAMETRISCHES APPROXIMATIONSPROBLEM

Eingabe: Eine n x n-Distanzmatrix D.
Gesucht: Eine ultrametrische Distanzmatrix D’, die |D — D’| minimiert.

Fiir die weiteren Untersuchungen benétigen wir noch einige Notationen.

Notation 2.37 Sei M eine n X n-Matriz, dann ist MAX(M) der mazimale Fintrag
von M, d.h. MAX(M) = max{M,; : i,j € [1:n]}.

Sei T ein additiver Baum mit n markierten Knoten (mit Markierungen aus [1 : n])
und dr(i, j), der durch den additiven Baum induzierte Abstand zwischen den Knoten
mit Markierung i und j, dann ist MAX(T) = max {dr(i,j) : i,7 € [1: n]}.

Sei M eine n x n-Matriz und T ein additiver Baum mit n markierten Knoten, dann
schreiben wir T < M bzw. T > M, wenn dp(i,5) < M;; bzw. dp(i,j5) > M;; fir
alle i,j € [1 : n] gilt.

Fiir zwei Matrizen M und M’ sowie einen additiven Baum T qilt T € [M, M'], wenn
M <T <M gilt.

Wir wollen noch einmal kurz daran erinnern, wie man aus einem ultrametrischen

Baum 7' = (V, E, i) mit der Knotenmarkierung u : V' — R, einen additiven Baum

T = (V, E,v) mit der Kantengewichtsfunktion « : ' — R erhilt, indem man - wie

folgt definiert:

p(v) — p(w)
2

Somit konnen wir ultrametrische Baume immer auch als additive Baume auffassen. m—

3. Juni

V(v,w) € E:vy(v,w) = > 0.

2.5.2 Eine einfache L6sung

In diesem Abschnitt wollen wir zuerst eine einfache Losung angeben, um die Ideen
hinter der Losung zu erkennen. Im néchsten Abschnitt werden wir dann eine effizi-
entere Losung angeben, die von der Idee her im Wesentlichen gleich sein wird, aber
dort nicht so leicht bzw. kaum zu erkennen sein wird.
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Zuerst zeigen wir, dass wenn es einen ultrametrischen Baum gibt, der der Sandwich-
Bedingung geniigt, es auch einen ultrametrischen Baum gibt, dessen Wurzelmar-
kierung gleich dem maximalem Eintrag der Matrix D, ist. Dies liefert einen ersten
Ansatzpunkt fiir einen rekursiven Algorithmus.

Lemma 2.38 Seien D, und D;, zwei n X n-Distanzmatrizen. Wenn ein ultrametri-
scher Baum T mit T € [Dy, Dy| existiert, dann gibt es einen ultrametrischen Baum
T" mit T" € [Dy, Dp] und MAX(T") = MAX(Dy).

Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch Widerspruch. Wir nehmen also an,
dass es keinen ultrametrischen Baum 7" € [Dy, D] mit MAX(T") = MAX(Dy) gibt.

Sei T" € [Dy, D) ein ultrametrischer Baum, der s := MAX(7") — MAX(D,) mini-
miert. Nach Voraussetzung gibt es mindestens einen solchen Baum und nach unserer
Annahme fiir den Widerspruchsbeweis ist s > 0.

Wir konstruieren jetzt aus 7" einen neuen Baum 7", indem wir nur die Kanten-
gewichte der Kanten in 7" dndern, die zur Wurzel von T" bzw. T" inzident sind.
Zuerst definieren wir o := zmin{y(e), s} > 0. Wir bemerken, dass dann a < @
und a < 2 gilt.

Sei also e ein Kante, die zur Wurzel von T” inzident ist. Dann setzen wir

V() = V() o

Hierbei bezeichnet 7' bzw. " die Kantengewichtsfunktion von 7" bzw. T”. Zuerst
halten wir fest, dass die Kantengewichte der Kanten, die zur Wurzel inzident sind,
weiterhin positiv sind, da

Da wir Kantengewichte nur reduzieren, gilt offensichtlich weiterhin 7" < D,. Wir
miissen also nur noch zeigen, dass auch D, < T” weiterhin gilt. Betrachten wir
hierzu zwei Bldtter v und w in 7" und die Wurzel r(7") von T”. Wir unterscheiden
jetzt zwei Félle, je nachdem, ob der kiirzeste Weg von v nach w iiber die Wurzel
fithrt oder nicht.

Fall 1 (lca(v,w) # 7(T")): Dann wird der Abstand von dp~ gegeniiber dp~ fiir
diese Blétter nicht verdndert und es gilt:

drr (v, w) = dp(v,w) > Dy(v,w).
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Fall 2 (Ica(v,w) = 7(T")): Dann werden die beiden Kantengewichte der Kanten
auf dem Weg von v zu w die inzident zur Wurzel sind um jeweils a erniedrigt und
wir erhalten:

drr(v,w) = dp(v,w) — 2«
da dp (v, w) = s + MAX(Dy)
= s+ MAX(Dy) — 2«
da 200 < s
> s+ MAX(Dy) — s
— MAX(Dy)
> Dy(v,w).

Also ist D, < T”. Somit haben wir einen ultrametrischen Baum 7" € [Dy, D]
konstruiert, fiir den

MAX(T”) — MAX(D,) < MAX(T’) —2a — MAX(Dy)
daa>0
< MAX(T") — MAX(Dy)

= s.
gilt. Dies ist offensichtlich ein Widerspruch zur Wahl von 77 und das Lemma ist
bewiesen. [

Das vorherige Lemma legt die Definition niedriger ultrametrische Béume nahe.

Definition 2.39 Ein ultrametrischer Baum T € [Dy, Dy] heifit niedrig, wenn
MAX(T) = MAX(D,).

Um uns im weiteren etwas leichter zu tun, bendtigen wir einige weitere Notationen.

Notation 2.40 Sei T' = (V, E) ein gewurzelter Baum. Dann bezeichnet L(T) die
Menge der Blitter von T. Fiir v € L(T) bezeichnet

L(T,v):={we L(T) : lea(v,w) #r(T)}

die Menge aller Blditter die sich im selben Teilbaum der Wurzel von T befinden wie
v selbst.
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Aus dem vorherigen Lemma und den Notationen folgt jetzt unmittelbar das folgende
Korollar.

Korollar 2.41 Fiir jeden niedrigen ultrametrischen Baum T € [Dy, Dy] gilt:

Va,y € L(T) : (De(z,y) = MAX(D,)) = (dr(z,y) = MAX(Dy)).

Bevor wir zum zentralen Lemma kommen, miissen wir noch eine weitere grundle-
gende Definition festlegen.

Definition 2.42 Seien Dy, < Dy, zwei n X n-Matrizen und seien k,¢ € [1 : n], dann
ist der Graph Gy = (V, Ex ) wie folgt definiert:

V o= [1:n],
Ek,l = {(’l,j) : Dh(Z,j) < Dg(k,g)}

Mit C(Gge,v) bezeichnen wir die Zusammenhangskomponente von Gy, die den
Knoten v enthdlt.

Nun kommen wir zu dem zentralen Lemma fiir unseren einfachen Algorithmus, das
uns beschreibt, wie wir mit Kenntnis des Graphen Gy, (oder besser dessen Zusam-
menhangskomponenten) den gewiinschten ultrametrischen Baum konstruieren kon-
nen.

Lemma 2.43 Seien D, < Dy, zweinxn-Matrizen und seien k,{ € [1 : n] so gewdhlt,
dass Dy(k,l) = MAX(D,). Wenn ein niedriger ultrametrischer Baum T € [Dy, D]
existiert, dann gibt es auch einen niedrigen ultrametrischen Baum T’ € [Dy, Dy] mit

L(T',v) = V(C(Gyy,v))

fir alle v e L(T).

Beweis: Wir beweisen zuerst die folgende Behauptung:
VT € [Dg, Dh] : V(C(le, U)) - ﬁ(T, 1}).

Wir fithren diesen Beweis durch Widerspruch. Sei dazu x € V(C(Gyp,v)) \ L(T,v).
Da z € V(C(Ggy,v)) gibt es einen Pfad p von v nach = in Gy (siehe dazu auch
Abbildung 2.37). Sei (y, z) € p die erste Kante des Pfades von v nach z in Gy, so
dass y € L(t,v), aber z ¢ L(T,v) gilt. Da (y,2) € E(C(Ggy,v)) C Ej, ist, gilt
Dy(y, z) < Dy(k,0).
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C(Gk,g, U)

Abbildung 2.37: Skizze: L(T',v) und C(Gjy,v)

Day e L(T,v), aber z ¢ L(T,v) ist, gilt lca(y, z) = r(T). Somit ist
dr(y,z) = MAX(Dy) = Dy(k, £).

Daraus folgt unmittelbar, dass
dr(y, z) = Dy(k, £) > Du(y, 2).

Dies ist aber offensichtlich ein Widerspruch zu T € [Dy, D] und somit ist die
Behauptung gezeigt.

Wir zeigen jetzt, wie ein Baum 7" umgebaut werden kann, so dass er die gewiinschte
Eigenschaft des Lemmas erfiillt. Sei also T' ein niedriger ultrametrischer Baum mit
T € [Dy, Dp). Sei weiter S := L(T,v) \ V(C(Gge,v)). Ist S leer, so ist nichts mehr
zu zeigen. Sei also s € S und = € V(C(Gyy,v)). Nach Wahl von s und z gibt es in
G ¢ keinen Pfad von s nach x. Somit gilt

Dy(z,8) > Dy(k,0) = MAX(D,) = MAX(T) > dr(z,s) > Dy(x,s).

Wir bauen jetzt T' zu T" wie folgt um. Betrachte den Teilbaum 7 der Wurzel r(T')
von T der sowohl z als auch s enthélt. Wir duplizieren 77 zu T, und héngen an
die Wurzel von T” sowohl T} als auch 75 an. In 7T} entfernen wir alle Blatter aus S
und in 75 entfernen wir alle Blétter aus V (C(Gy e, v)) (siehe auch Abbildung 2.38).
Anschliefend rdumen wir in den Bdumen noch auf, indem wir Kanten entfernen, die
zu keinen echten Blattern mehr fithren. Ebenso l6schen wir Knoten, die nur noch ein
Kind besitzen, indem wir dieses Kind zum Kind des Elters des geléschten Knoten
machen. Letztendlich erhalten wir einen neuen ultrametrischen Baum 7.

Wir zeigen jetzt, dass T" € [Dy, D] ist. Da wir die Knotenmarkierung der iiber-
lebenden Knoten nicht &ndern, bleibt der ultrametrische Baum niedrig. Betrachten
wir zwei Blatter z und y , die nicht zu 77 oder T gehoren. Da der Pfad in 7" derselbe
wie in 7" ist, gilt weiterhin

Dg(l’,g) < dT”(.T,y) < Dh(.ﬁlf,y)
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r (T/I)

Abbildung 2.38: Skizze: Umbau des niedrigen ultrametrischen Baumes

Gehort ein Knoten x zu 77 oder T, und der andere Knoten y nicht zu 77 und 75,
so ist der Pfad nach die Duplikation beziiglich des Abstands derselbe. Es gilt also
wiederum

Dﬁ(l‘ay) < dT”($7y) < Dh(l',y)

Gehoren beide Knoten v und w entweder zu T oder zu 15, dann hat sich der Pfad
nach der Duplikation bzgl. des Abstands auch wieder nicht gedndert, also gilt

Dﬁ(l‘ay) < dT”($7y) < Dh(l',y)

Es bleibt der Fall zu betrachten, dass ein Knoten zu T und einer zu T gehort. Hier
hat sich der Pfad definitiv gedndert, da er jetzt iiber die Wurzel von T fiihrt. Sei s
der Knoten in 7} und x der Knoten in 7,. Wir haben aber bereits gezeigt, dass fiir
solche Knoten gilt:

Dh<x7 S) > dT”(JJ, S) > Dg(.l’, S)'

Somit ist der Satz bewiesen. ]

5. Juni

Aus diesem Beweis ergibt sich unmittelbar die folgende Idee fiir unseren Algorith-
mus. Aus der Kenntnis des Graphen Gy, fiir eine grofite untere Schranke Dy(k, )
fiir zwei Spezies k und ¢ beschreiben uns die Zusammenhangskomponenten die Par-
tition der Spezies, wie diese in den verschiedenen Teilbdumen an der Wurzel des
ultrametrischen Baumes héngen miissen, sofern es iiberhaupt einen gibt. Somit kon-
nen wir die Spezies partitionieren und fiir jede Menge der Partition einen eigenen
ultrametrischen Baum rekursiv konstruieren, deren Wurzeln dann die Kinder der
Gesamtwurzel des zu konstruierenden ultrametrischen Teilbaumes werden. Damit
ergibt sich der folgende, in Abbildung 2.39 angegebene Algorithmus.
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e Bestimme k, ¢ € [1: n], so dass Dy(k, () = MAX(Dy). O(n?)
e Konstruiere Gy . O(n?)
e Bestimme die Zusammenhangskomponenten C1, ..., Cy, von Gy . O(n?)

e Konstruiere rekursiv ultrametrische Biaume fiir die einzelnen Zusammenhangs-
komponenten. Yo T(C)

e Baue aus den Teillésungen T7,...,T,, fir Ci,...,C,, einen ultrametrischen
Baum, indem man die Wurzeln der 77, ..., T, als Kinder an eine neue Wurzel
héngt, die als Knotenmarkierung MAX(Dy) erhalt. O(n)

Abbildung 2.39: Algorithmus: Algorithmus fiir das ultrametrische Sandwich-Problem

Fiir die Korrektheit miissen wir nur noch zeigen, dass die Partition nicht trivial ist,
d.h., dass der Graph G} nicht zusammenhéngend ist.

Lemma 2.44 Seien D, < D), zwei n X n-Distanzmatrizen und seien k,{ € [1 : n]
so gewdhlt, dass Dy(k,l) = MAX(Dy) gilt. Wenn Gy, zusammenhdingend ist, dann
kann es keine ultrametrische Matriz U € [D,, Dy] geben.

Beweis: Angenommen, es gébe eine ultrametrische Matrix U € [Dy, Dy]. Da Gy
zusammenhéngend ist, gibt es einen Pfad p = (vy, ..., v,,) mit v; = k und v, = £ in
G- Aufgrund der ultrametrischen Matrix U gilt dann (da diese ja die ultrametrische
Dreiecksungleichung erfiillt):

U(k,0) < max{U(k,vq),U(va,0)}
< max{U(k,vs), max{U (ve,vs),U(vs, {)}}
< max{U(k,vs),U(ve,v3),U(vs, 0)}
< max{U(k,vs), U(va,v3), U(vs,vy), U(vs, €)}
<
< max{U(k,vs),U(va,v3),...,U(Vpm-1,0)}

da ja k =wv; und ¢ = v,
= max{U(vy,v2),U(va,v3),...,U(Um-1,Vm)}
da U € [Dy, D]
max{ Dy, (v, v2), Dp(va,v3), ..., Dp(vm_1,vm)}
nach Konstruktion von Gy ¢
< Dy(k,?)

IA
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Damit erhalten wir also U(k,?¢) < Dy(k,?). Dies ist aber offensichtlich ein Wider-
spruch dazu, dass U € [Dy, Dp]. |

Damit ist die Korrektheit bewiesen. In Abbildung 2.40 ist ein Beispiel zur Illustration
der Vorgehensweise des einfachen Algorithmus angegeben.

Fiir die Laufzeit erhalten wir

m

T(n) = O(n*)+ Y _ T(n)

=1

mit > " n; = n. Wir iiberlegen uns, was bei einem rekursiven Aufruf geschieht.
Bei jedem rekursiven Aufruf wird eine Partition der Menge [1 : n] verfeinert. Da wir
mit der trivialen Partition {[1 : n]} starten und mit {{1},...,{n}} enden, kann es
also maximal n — 1 rekursive Aufrufe geben. Somit ist die Laufzeit durch O(n - n?)
beschrankt.

Theorem 2.45 Seien D, < Dy, zwei n X n-Distanzmatrizen. Ein ultrametrischer
Baum T € [Dy : Dy] kann in Zeit O(n®) konstruiert werden, sofern tiberhaupt einer
existiert.

2.5.3 Charakterisierung einer effizienteren Losung

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass wir das ultrametrische Sandwich Pro-
blem sogar in Zeit O(n?) 16sen koénnen. Dies ist optimal, da ja bereits die Eingabe-
matrizen die Gréle ©(n?) besitzen. Dazu benétigen wir erst noch die Definition der
Kosten eines Pfades.

Definition 2.46 Sei G = (V, E, ) ein gewichteter Graph. Die Kosten c¢(p) eines
Pfades p = (v, ..., v,) ist definiert durch

c(p) := max {y(vi—1,v;) : 1 € [1:n]}.

Mit D(G,v,w) bezeichnen wir die minimalen Kosten eines Pfades von v nach w in
G.
D(G,v,w) :=min {c(p) : p ist ein Pfad von v nach w}.

Warum interessieren wir uns iiberhaupt fiir die Kosten eines Pfades? Betrachten
wir einen Pfad p = (vo, ..., v,) in einem gewichteten Graphen G(D), der von einer
ultrametrischen Matrix D induziert wird. Seien dabei (v, w) die Kosten der Kante
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D,oy1 2 3 4 5 Dyl 2 3 45
140 1 2 3 6 110 6 8 8
2 0 4 5 5 2 0 6 8
3 0 4 5 3 0 6 8
4 0 1 4 0
3 0 3 0
Gz ()
{1,2,3} {4,5}

Dyl 2 3[4 5 Dyl 2 3|4 5
1 40 1 2|3 6 110 618 8
2 0 415 5 2 0 516 8
3 014 5 3 0|6 8
4 0 1 4 0 3
5 0 3 0

{1,2} 3 4 b}

Abbildung 2.40: Beispiel: Einfache Losung des ultrametrischen Sandwich-Problems
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(v, w). Wie groB ist nun der Abstand dp (v, v,,) von vy zu v,,? Unter Berticksichtigung
der ultrametrischen Dreiecksungleichung erhalten wir:

max{dp(vo, Vn—1),Y(Vn_1,Vn)}
maX{maX{dD <U07 ,Un72>7 f)/(lvn727 ,Un71>}7 7(1011717 Un)}

max{dp(vo, Vn—2),Y(Vn—2,Vn—1), 7 (Vn_1,vn)}

dD(Um wn)

IAIA

IA

maX{IYO}O) Ul), LRI V(Un—Qa vn—l)a ’Y(Un—la Un)}

= c(p)

Die letzte Gleichung folgt nur fiir den Fall, dass wir einen Pfad mit minimalen Kos-
ten gewéahlt haben. Somit sind die Kosten eines Pfades in dem zur ultrametrischen
Matrix gehorigem gewichteten Graphen eine obere Schranke fiir den Abstand der
Endpunkte dieses Pfades.

Im folgenden Lemma erhalten wir dann eine weitere Charakterisierung, wann zwei
Knoten k und ¢ im zugehorigen Graphen Gy, durch einen Pfad verbunden sind. Man
beachte, dass wir hier nicht beliebige Knotenpaare betrachten, sondern genau das
Knotenpaar, dessen maximaler Abstand geméafl der unteren Schranke den Graphen
G definiert.

Lemma 2.47 Seien D, < Dy, zwei Distanzmatrizen. Zwei Knoten k und £ befin-
den sich genau dann in derselben Zusammenhangskomponente von Gy, wenn

Dy(k,0) > D(G(Dy), k,?).

Beweis: =>: Wenn sich £ und /¢ in derselben Zusammenhangskomponente von Gy
befinden, dann gibt es einen Pfad p von k nach ¢. Fiir alle Kanten (v, w) € p gilt
daher (da sie Kanten in Gy sind): y(v,w) < Dy(k,[). Somit ist auch das Maximum
der Kantengewichte durch Dy(k, ¢) beschrinkt und es gilt D(G(D},), k,¢) < Dy(k,?).

<=: Gelte nun D(G(Dp,), k,¢) < Dy(k,¢). Dann existiert nach Definition von D(-,-)
und Gy, ein Pfad p in G(Dy,), so dass das Gewicht jeder Kante durch Dy(k,?)
beschrénkt ist. Somit ist p auch ein Pfad in G, von v nach w. Also befinden sich v
und w in derselben Zusammenhangskomponente von Gy, . [ |

Notation 2.48 Sei T' ein Baum. Den eindeutigen einfachen Pfad von v € V(T)
nach w € V(T) bezeichnen wir mit pp(v, w).

Im Folgenden sei T" ein minimaler Spannbaum von G(Dj,). Mit obiger Notation gilt
dann, dass D(T,v,w) = c(pr(v,w)). Wir werden jetzt zeigen, dass wir die oberen
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Schranken, die eigentlich durch die Matrix D}, gegeben sind, durch den zugehorigen
minimalen Spannbaum von G(D;) mit viel weniger Speicherplatz darstellen kénnen.

Lemma 2.49 Sei D) eine Distanzmatriz und ser T ein minimaler Spannbaum
des Graphen G(Dy). Dann gilt D(T,v,w) = D(G(Dy),v,w) fir alle Knoten
v,we V(T) =V(G(Dy)).

Beweis: Zuerst halten wir fest, dass jeder Pfad in 7" auch ein Pfad in G(D,) ist.
Somit gilt in jedem Falle

D(G(Dy),v,w) < D(T,v,w).

Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir jetzt an, dass es zwei Knoten v und w
mit

D(G(Dp),v,w) < D(T,v,w)
gibt. Dann existiert ein Pfad p in G(D;,) von v nach w mit ¢(p) < D(T,v,w).

Wir betrachten jetzt den eindeutigen Pfad pr(v,w) im minimalen Spannbaum 7.
Sei jetzt (z,y) eine Kante in pr(v, w)mit maximalem Gewicht, also y(z,y) = c(pr).
Wir entfernen jetzt diese Kante aus 7" und erhalten somit zwei Teilbdume T und
Ty, die alle Knoten des Graphen G(D),) beinhalten. Dies ist in der Abbildung 2.41
illustriert.

Abbildung 2.41: Skizze: Spannender Wald {7}, T2} von G(D;) nach Entfernen von
{z,y} aus dem minimalen Spannbaum 7’

Sei («/,y’) die erste Kante auf dem Pfad p in G(D},), die die Baume 77 und T
verbindet, d.h. 2’ € V(11) und 3y’ € V(T3). Nach Voraussetzung gilt, dass

Dh<xl7 yl) < Dh(.ﬁC, y>7
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da jede Kante des Pfades p nach Widerspruchsannahme leichter sein muss als die
schwerste Kante in pr und da (z,y) ja eine schwerste Kante in py war.

Dann kénnten wir jedoch einen neuen Spannbaum 7" mittels
E(T") = (E(T)\{(z,»)}) u{(="¥)}
konstruieren. Dieser hat dann Gewicht

YT') = AT) + (", y —y(x,y) < $(T).

TV -
<0

Somit hitten wir einen Spannbaum mit einem kleineren Gewicht konstruiert als der
des minimalen Spannbaumes, was offensichtlich ein Widerspruch ist. [ |

12. Juni

Damit haben wir gezeigt, dass wir im Folgenden die Informationen der Matrix D),
durch die Informationen im minimalen Spannbaum 7" von G(D},) ersetzen konnen.

Definition 2.50 Seien D, < D; zwei n X n-Distanzmatrizen. Zwei Knoten
v,w € [1:n| heiffen separabel, wenn D,(v,w) < D(G(Dy,), v, w) gilt.

Die Separabilitdt von zwei Knoten ist eine nahe liegende Eigenschaft, die wir beno-
tigen werden, um zu zeigen, dass es moglich ist einen ultrametrischen Baum zu
konstruieren, in dem der verbindende Pfad sowohl die untere als auch die obere
Schranke fiir den Abstand einhélt. Wir werden dies gleich formal beweisen, aber
wir bendtigen dazu erst noch ein paar Definitionen und Lemmata. Zuerst halten
wir aber noch das folgende Korollar fest, das aus dem vorherigen Lemma und der
Definition unmittelbar folgt.

Korollar 2.51 Seien D, < D;, zwei n X n-Distanzmatrizen und sei T ein minimaler
Spannbaum von G(Dy,). Zwei Knoten v,w € [1 : n] sind genau dann separabel, wenn
Dy(v,w) < D(T,v,w) gilt.
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Bevor wir den zentralen Zusammenhang zwischen paarweiser Separabilitdt und der
Existenz ultrametrischer Sandwich-B&ume zeigen, bendtigen wir noch die folgende
Definition.

Definition 2.52 Seien D, < D;, zwei n X n-Distanzmatrizen und sei T ein mini-
maler Spannbaum von G(Dy). Eine Kante (z,y) des Pfades pr(v,w) im minimalen
Spannbaum, der v und w verbindet, heifst link-edge, wenn sie eine Kante mazimalen
Gewichtes in pr(v,w) ist, d.h. wenn

Dh(xay) = C(pT('va)) = D(T,v,w)

gilt. Mit Link(v,w) bezeichnen wir die Menge der Link-edges fiir das Knotenpaar
(v, w).

Anschaulich ist die Link-Edge eines Pfades im zur oberen Schrankenmatrix gehorigen
Graphen diejenige, die den maximalen Abstand von zwei Knoten bestimmt, die
durch diesen Pfad verbunden werden. Aus diesem Grund werden diese eine besondere
Rolle spielen.

Definition 2.53 Seien D, < D;, zwei n X n-Distanzmatrizen und set T ein minima-
ler Spannbaum von G(Dy,). Fir jede Kante (z,y) € E(T) im minimalen Spannbaum
ist die cut-weight CW (x,y) wie folgt definiert:

CW(z,y) := max {Dy(v,w) : (z,y) € Link(z,y)}.

Die cut-weight einer Kante ist der maximale Mindestabstand zweier Knoten, deren
Verbindungspfad diese Kante als link-edge besitzt. Um ein wenig mehr Licht in
die Bedeutung der cut-weight zu bringen, betrachten wir jetzt nur die maximale
auftretende cut-weight eines minimalen Spannbaumes des zu den Maximalabstédnden
gehorigen Graphen.

Fiir diese maximale cut-weight ¢* gilt dann ¢* = MAX(D,), wie man sich leicht
iiberlegt. Wie im einfachen Algorithmus werden wir jetzt versuchen alle schwereren
Kanten in Gy, (der ja ein Teilgraph von G(D),) ist) zu entfernen. Statt G, betrachten
wir jedoch den minimalen Spannbaum 7" von G(D;) (der ja nach Definition auch
ein Teilgraph von G(Dy) ist).

In Gy, werden alle schwereren Kanten entfernt, damit (G, in mehrere Zusammen-
hangskomponenten zerfillt. Zuerst iiberlegt man sich, dass es auch geniigen wiirde,
so viele von den schwersten Kanten zu entfernen, bis zwei Zusammenhangskompo-
nenten entstehen. Dies wire jedoch algorithmisch sehr aufwendig und wiirde in der
Regel keinen echten Zeitvorteil bedeuten. Im minimalen Spannbaum 7T lésst sich
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dies hingegen sehr leicht durch Entfernen der Kante mit der maximalen cut-weight
erzielen. Im Beweis vom iiberndchsten Lemma werden wir dies noch genauer sehen.

Das folgende Lemma stellt noch einen fundamentalen Zusammenhang zwischen Kan-
tengewichten in Kreisen zu additiven Matrizen gehorigen gewichteten Graphen und
der Eigenschaft einer Ultrametrik dar, die wir im Folgenden bend&tigen, um leicht
von einer additiven Matrix nachweisen zu konnen, dass sie bereits ultrametrisch ist.

Lemma 2.54 Fine additive Matriz M ist genau dann ultrametrisch ist, wenn fir
jede Folge (iy,...,ix) € N¥ paarweise verschiedener Werte mit k > 3 gilt, dass
in der Folge (M (iy,142), M (i9,13), ..., M(ix_1,1x), M(ix, 1)) das Mazimum mehrfach
angenommen wird.

Beweis: <: Sei M eine additive Matrix und es gelte fiir alle £ > 3 und fiir alle
Folgen (iy,...,4;) C N¥ mit paarweise verschiedenen Folgengliedern, dass

maX{M(il, ’i2), M(ig, ’ig), ey M(Z'kfl, ’lk), M(Zk, ’ll)} (21)
nicht eindeutig ist.

Wenn man in (2.1) k = 3 einsetzt, gilt insbesondere fiir beliebige a, b, c € N, dass
max{ M(a, b), M(b, c), M(c,a)}
nicht eindeutig ist und damit ist M also ultrametrisch.

=>: Sei M nun ultrametrisch, dann ist M auch additiv. Wir miissen nur noch (2.1) zu
zeigen. Sei S = (i1, ...,14;) € N¥ gegeben. Wir betrachten zunichst 4y, io und 3. Aus
der fundamentalen Eigenschaft einer Ultrametrik wissen wir, dass das Maximum von
(M (iy,12), M (i9,13), M (is,41)) nicht eindeutig ist. Wir beweisen (2.1) per Induktion:

Gilt fiir j, dass das Maximum von (M (iy,42), M (i2,143), ..., M(ij_1,1;), M(i},41))
nicht eindeutig ist, so gilt dies auch fiir j + 1. Dazu betrachten wir ¢, 7; und ;.
Weiter wissen wir, dass max{M (i1,%;), M (ij,4;41), M(i;41,41)} nicht eindeutig ist,
d.h. einer der Werte ist kleiner als die anderen beiden. Betrachten wir wie sich
das Maximum &ndert, wenn wir M (i;,7;) herausnehmen und dafiir M (7}, 4;41) und
M (ij41,11) dazugeben.

Fall 1: M(iy,4;) ist der kleinste Wert. Durch das Hinzufiigen von M (i;,4;11) und
M (ij41,71) kann das Maximum nicht eindeutig werden, denn beide Werte sind gleich.
Liegen sie unter dem alten Maximum #ndert sich nichts, liegen sie dariiber, bilden
beide das nicht eindeutige neue Maximum. Das Entfernen von M (i, 4;) spielt nur
eine Rolle, falls M (i1, 14;) vorher ein Maximum war. In dem Fall sind aber M (i;, ;1)
und M (ij41,41) das neue, nicht eindeutige Maximum.
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Fall 2: M (i;41,1;) ist der kleinste Wert. Dann ist M (i1,4;) = M (ij,7;41). Das Ent-
fernen von M (i1, 4;) wird durch das Hinzufiigen von M (i;,4,41) wieder ausgeglichen.
M (i41,41) wird auch hinzugefiigt, spielt aber keine Rolle.

Fall 3: M(i;,i;41) ist der kleinste Wert. Dann ist M (iy,4;) = M(41,7;41). Dieser
Fall ist analog zu Fall 2. [

Nun kommen wir zum Beweis unseres zentralen Lemmas, dass es genau dann einen
ultrametrischen Baum fiir eine gegebene Sandwich-Bedingung gibt, wenn alle Kno-
ten paarweise separabel sind. Der Bewies in die eine Richtung wird konstruktiv sein
und wird uns somit einen effizienten Algorithmus an die Hand geben.

Lemma 2.55 Seien D, < Dy, zwei n X n-Distanzmatrizen. Ein ultrametrischer
Baum U € [Dy, Dy,| existiert genau dann, wenn jedes Paar v, w € [1 : n] von Knoten
separabel ist.

Beweis: =>: Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass v und w nicht
separabel sind. Dann ist D,(v,w) > Dy(z,y) fiir alle {z,y} € Link(v, w). Fiir jede
Kante {a, b} in pr(v,w) gilt dann Dy(a,b) < Dp(z,y) fir alle {z,y} € Link(v, w).
Also ist {v,w} ¢ pr(v,w). Damit ist Dy(x,y) > Dp(a,b) fir alle {a, b} € Link(v, w).
Damit muss die Kante {z,y} im Kreis, gebildet aus pr(z,y) und der Kante {z,y},
in einer ultrametrischen Matrix das eindeutige Maximum sein. Dies steht jedoch im
Widerspruch zu Lemma 2.54 und diese Implikation ist bewiesen.

<: Sei T ein minimaler Spannbaum von G(Dj) und sei E(T) = {e1,...,en_1},
wobei CW(ey) > --- > CW(e,—1). Wir entfernen jetzt sukzessive die Kanten aus T
geméfy der cut-weight der Kanten. Dabei wird durch jedes Entfernen ein Baum in
zwei neue Badume zerlegt.

Betrachten wir jetzt nachdem Entfernen der Kanten eq,...,e;_; den entstandenen
Wald und darin den Baum 77, der die Kante e; = {v, w} enthélt. Das Entfernen der
Kante e; = {v, w} zerlegt den Baum 7" in zwei Bédume 77 und 73. Wir setzten dann
dy(v,w) := CW(e;) fur alle v € V(1]) und w € V(T3).

Wir zeigen als erstes, dass dy (v, w) > Dy(v,w) fiir alle v,w € [1 : n]. Wir betrach-
ten die Kante e, nach deren Entfernen die Knoten v und w im Rest des minimalen
Spannbaums nicht mehr durch einen Pfad verbunden sind. Ist e eine link-edge in
pr(v,w), dann gilt nach Definition der cut-weight: CW(e) > Dy(v,w). Ist e hin-
gegen keine link-edge in pr(v,w), dann gilt CW(e) > CW(¢') fiir jede link-edge
¢’ € Link(v,w), da wir die Kanten gem#$ ihrer absteigenden cut-weight aus dem
minimalen Spannbaum 7' entfernen. Somit gilt nach Definition der cut-weight:

CW(e) > CW(e') > Dy(v,w).
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Wir zeigen jetzt, dass ebenfalls dy(v,w) < Dp(v,w) fir alle v,w € [1 : n] gilt.
Nach Definition der cut-weight gilt, dass ein Knotenpaar {z,y} existiert, so dass fiir
alle {a,b} € Link(z,y) gilt: Dy(z,y) = CW(a,b). Da x und y nach Voraussetzung
separabel sind, gilt

CW(G’7 b) = D€<x7y> < D(T7x7y) = Dh<a’> b)

Die letzte Gleichheit folgt aus der Tatsache, dass {a, b} € Link(z,y). Aufgrund der
Konstruktion des minimalen Spannbaumes gilt weiterhin Dy, (a,b) < Dy (v, w). Somit
gilt dy (v, w) = CW(a,b) < Dp(v,w).

Damit haben wir gezeigt, dass U € [Dy, Dy]. Wir miissen zum Schluss nur noch
zeigen, dass U ultrametrisch ist. Nach Lemma 2.54 geniigt es zu zeigen, dass in
jedem Kreis in G(U) das Maximum nicht eindeutig ist. Sei also C' ein Kreis in G(U)
und (v,w) eine Kante maximalen Gewichtes in C. Falls es mehrere davon geben
sollte, wiahlen wir eine solche, deren Endpunkte in unserem Konstruktionsverfahren
durch Entfernen von Kanten im minimalen Spannbaum 7' zuerst separiert wurden.

Wir betrachten jetzt den Zeitpunkt in unserem Konstruktionsverfahren von dy, als
dy (v, w) gesetzt wurde. Zu diesem Zeitpunkt wurde v und w in zwei Baume 7" und
T" aufgeteilt. Ferner sind die Knoten dieses Kreises nach Wahl der Kante {v, w} alle
Knoten des Kreises in diesen beiden Teilbdumen enthalten. Da es in C' noch einen
anderen Weg von v nach w gibt, muss zu diesem Zeitpunkt auch fiir eine andere
Kante {v',w'} der Wert dy(v',w’) ebenfalls festgelegt worden sein. Nach unserer
Konstruktion gilt dann natiirlich dy (v, w) = dy(v’,w’) und in C' ist das Maximum
nicht eindeutig. [

17. Juni
2.5.4 Algorithmus fiir das ultrametrische Sandwich-Problem

Der Beweis des vorherigen Lemmas liefert unmittelbar den folgenden Algorithmus,
der in Abbildung 2.42 angegeben ist. Die Korrektheit des Algorithmus folgt im
Wesentlichen aus dem Beweis des vorherigen Lemmas (wir gehen spéter noch auf
ein paar implementierungstechnische Besonderheiten ein). Wir miissen uns nur noch
um die effiziente Implementierung kiimmern. Einen Algorithmus zur Bestimmung
minimaler Spannbédume haben wir bereits kennen gelernt. Wir werden hier noch eine
andere Moglichkeit darstellen, die fiir unsere Zwecke besser geeignet ist. Ebenso miis-
sen wir uns noch um die effiziente Berechnung der cut-weights kiimmern. Auflerdem
miissen wir noch erkliaren was kartesische Badume sind und wie wir sie konstruieren
konnen.
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1. Bestimme minimalen Spannbaum 7" fiir G(Dp,). O(n?)
2. Bestimme dabei den Kartesischen Baum R fiir den Zusammenbau von T' O(n?)

3. Bestimme den cut-weight der einzelnen Kanten aus 7" mit Hilfe des Kartesi-
schen Baumes. O(n?)

4. Baue den minimalen Spannbaum durch Entfernen der Kanten absteigend nach
den cut-weights der Kanten ab und bauen parallel den ultrametrischen Baum

U wieder auf. O(n)

Abbildung 2.42: Algorithmus: Effiziente Losung des ultrametrische Sandwich-
Problems

2.5.4.1 Kruskals Algorithmus fiir minimale Spannbaume

Zuerst stellen wir eine alternative Methode zu Prims Algorithmus zur Berechnung
minimaler Spannbdume vor. Auch hier werden wir wieder den Greedy-Ansatz ver-
wenden. Wir beginnen jedoch anstatt mit einem Baum aus einem Knoten, den wir
sukzessive zu einem Spannbaum erweitern, mit einem Wald von Biumen, die zu
Beginn aus einelementigen Bdumen bestehen. Dabei stellt jeder Knoten genau einen
Baum dar. Dann fiigen wir sukzessive Kanten in diesem Wald hinzu, um dabei zwei
Baume mittels dieser Kante zu einem neuen grofleren Baum zu verschmelzen. Nach-
dem wir n—1 Kanten hinzugefiigt haben, haben wir unseren Spannbaum konstruiert.

Da wir gierig vorgehen, d.h. leichte Kanten bevorzugen, werden wir zuerst die Kan-
ten aufsteigend nach Gewicht sortieren und versuchen diese in dieser Reihenfolge
zu verwenden. Dabei miissen wir nur beachten, dass wir keine Kreise generieren (da
Baume durch Kreisfreiheit und Zusammenhang charakterisiert sind). Dazu merken
wir uns mit einer so genannten Union-Find-Datenstruktur wie die Mengen der Kno-
ten auf die verschiedenen Menge im Wald verteilt sind. Wenn wir feststellen, dass
eine Kante innerhalb eines Baumes (also innerhalb einer Menge) verlaufen wiirde,
dann verwerfen wir sie, andernfalls wird sie aufgenommen. Dieser Algorithmus ist
im Detail in Abbildung 2.43 angegeben.

Halten wir noch das Ergebnis fest, wobei wir im néchsten Teilabschnitt noch zeigen
werden, dass UF (n) = O(n?) ist.

Lemma 2.56 Sei G = (V, E,v) ein gewichteter Graph. Ein minimaler Spannbaum
T fiir G kann mit Hilfe des Kruskal-Algorithmus in Zeit O(mlog(m) +n?+UF (n))
berechnet werden, wobei UF (n) die Zeit ist, die eine Union-Find-Datenstruktur bei
n? Find- und n Union-Operationen bendtigt.
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KRUSKAL
{
/* O.B.d.A. gelte y(e1) < -+ < y(ey) mit E={e1,...,en}t */
set B/ = 0;
/* (V, E') wird der konstruierte minimale Spannbaum sein */
for (i =1;i <m; i++)
{
Sei e; = {v,w};
k = FIND(v);
¢ = FIND(w);
if (k#10)
{
E' =F U{e};
UNION(k, 0);
if (£ =[V]-1)
return (V, E');

Abbildung 2.43: Algorithmus: Kruskals Algorithmus fiir minimale Spannb&ume

Leider enthélt die Laufzeit den Term O(mlog(m)), der fiir das Sortieren der Kan-
tengewichte benotigt wird. Somit hilft uns Kruskals Algorithmus nur, wenn die
Anzahl der Kanten des gegebenen Graphen subquadratisch sind, genauer, wenn
m = O(n?/log(n)) gilt.

Fiir unser Sandwich-Problem ist dies nur hilfreich, wenn die gegebenen Schranken-
Distanzmatrizen nicht vollsténdig sind (in der oberen bzw. unteren Schrankenmatrix
werden unbesetzte Eintrage als oo bzw. —oo interpretiert). Man kann sich iiberlegen
(was wir hier nicht tun wollen, siehe Originalliteratur), dass sich der Algorithmus
dann nur auf die definiten Eintrédge beschranken kannund trotzdem weiterhin korrekt
bleibt.

Kruskals Algorithmus funktioniert auch in Zeit O(n?), wenn die zu sortierenden
Kantengewicht aus einem sehr begrenzten Zahlenbereich stammen, so dass wir effi-
zientere Sortierverfahren wie Bucket- oder Radixsort anstelle von vergleichsbasierten
Sortierverfahren verwenden konnen.

Zwar ist das Verfahren von Kruskal im folgenden einfacher fiir die Konstruktion
von Kartesischen Baumen anwendbar, aber wir konnen die Kartesischen Baume
fiir unsere Zwecke auch rekursiv mit Hilfe von Prims Algorithmus in Zeit O(n?)
konstruieren.
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2.5.4.2 Union-Find-Datenstruktur

Jetzt miissen wir noch genauer auf die so genannte Union-Find-Datenstruktur einge-
hen. Eine Union-Find-Datenstruktur fiir eine Grundmenge U beschreibt eine Parti-
tion P = {P,..., P} fir U mit U = |Ji_, P, und P,NP; = { fiir alle i # j € [1: €].
Dabei ist zu Beginn P = {Py,..., Py} mit P, = {u} fiir alle v € U. Weiterhin
werden die beiden folgenden elementaren Operationen zur Verfiigung gestellt:

Find-Operation: Gibt fiir eine Element v € U den Index der Menge in der Men-
genpartition zuriick, die v enthélt.

Union-Operation: Vereinigt die beiden Menge mit Index ¢ und Index j und vergibt
fiir diese vereinigte Menge einen neuen Index.

Die Realisierung erfolgt durch zwei Felder. Dabei nehmen wir der Einfachheit halber
an, dass U = [1 : n] ist. Ein Feld von ganzen Zahlen namens Index gibt fiir jedes
Element v € U an, welchen Index die Menge besitzt, die v enthélt. Ein weiteres Feld
von Listen namens Liste enthélt fiir jeden Mengenindex eine Liste von Elementen,
die in der entsprechenden Menge enthalten sind.

Die Implementierung der Prozedur Find ist nahe liegend. Es wird einfach der Index
zuriick gegeben, der im Feld Index gespeichert ist. Fiir die Union-Operation wer-
den wir die Elemente einer Menge in die andere kopieren. Die umkopierte Menge
wird dabei geloscht und der entsprechende Index der wiederverwendeten Menge wird
dabei recycelt. Um moglichst effizient zu sein, werden wir die Elemente der kleine-
ren Menge in die groflere Menge kopieren. Die detaillierte Implementierung ist in
Abbildung 2.44 angegeben.

Wir {iberlegen uns jetzt noch die Laufzeit dieser Union-Find-Datenstruktur. Hierbei
nehmen wir an, dass wir k£ Find-Operationen ausfiihren und maximal n — 1 Union-
Operationen. Mehr Union-Operationen machen keinen Sinn, da sich nach n — 1
Union-Operationen alle Elemente in einer Menge befinden.

Offensichtlich kann jede Find-Operation in konstanter Zeit ausgefiihrt werden. Fiir
die Union-Operation ist der Zeitbedarf proportional zur Anzahl der Elemente in der
kleineren Menge, die in der Union-Operation beteiligt ist. Somit ergibt sich fiir die
maximal n — 1 moéglichen Union-Operationen:

> > ow.

— / i€ L
o=(LLY) LIS

Um diese Summe jetzt besser abschétzen zu konnen vertauschen wir die Summati-
onsreihenfolge. Anstatt die &uflere Summe iiber die Union-Operation zu betrachten,
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UNION-FIND
function INITIALIZE(int n)
{
int Index[n];
for (1 =1;1 < n;it++)
Index[i] = i
<int> Liste[n];
for (i =1;1i < n;i++)
Liste[i] = <i>;

}

function FIND(int u)

{
}

return Index|ul;

function UNION(int 7, )

{

if (Liste[d].size() < Liste[j].size())

{

for all (u € Liste[i]) do

Liste[j].add(u);
Index|u] = j;
Liste[i].remove(u);

}

else

{

for all (u € Liste[j]) do

{
Liste[i].add(u);
Index[u] = 7;
Liste[j].remove(u);

Abbildung 2.44: Algorithmus: Union-Find
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summieren wir fiir jedes Element in der Grundmenge, wie oft es bei einer Union-
Operation in der kleineren Menge sein konnte.

>, X om=3 > oa
o=(L,L') i€l uelU a—(LL/

|LI<IL!|
\L\S\L’\

Was passiert mit einem Element, dass sich bei einer Union-Operation in der kleineren
Menge befindet? Danach befindet es sich in einer Menge die mindestens doppelt
so grofl wie vorher ist, da diese mindestens so viele neue Element in die Menge
hinzubekommt, wie vorher schon drin waren. Damit kann jedes Element maximal
log(n) Mal in einer kleineren Menge bei einer Union-Operation gewesen sein, da sich
dieses Element dann in einer Menge mit mindestens n Elementen befinden muss.

Da die Grundmenge aber nur n Elemente besitzt, kann danach {iberhaupt keine
Union-Operation mehr ausgefiihrt werden, da sich dann alle Elemente in einer Menge
befinden. Somit ist die Laufzeit fiir ein Element durch O(log(n)) beschriankt. Da es
maximal n Elemente gibt, ist die Gesamtlaufzeit aller Union-Operationen durch
O(nlog(n)) beschriankt.

Theorem 2.57 Sei U mit |[U| = n die Grundmenge fir die vorgestellte Union-
Find-Datenstruktur. Die Gesamtlaufzeit von k Find- und maximal n — 1 Union-
Operationen ist durch O(k + nlog(n)) beschrdnkt.

Es gibt noch effizienter Implementierungen von Union-Find-Operationen, die wir
hier aber nicht benttigen und daher auch nicht néher darauf eingehen wollen. Wir
verweisen statt dessen auf die einschlégige Literatur.
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2.5.4.3 Kartesische Baume

Kommen wir nun zur Definition eine kartesischen Baumes.

Definition 2.58 Sei M eine Menge von Objekten, E C (A;) eine Menge von Paa-
ren, so dass der Graph (M, E) ein Baum ist und v : E — R eine Gewichtsfunktion
auf E. Ein kartesischer Baum fiir (M, E) ist rekursiv wie folgt definiert.

o [st |[M| = 1, dann ist der einelementige Baum mit der Wurzelmarkierung
m € M ein kartesischer Baum.

o Ist |M| > 2 und {vi,v2} € E mit y({vi,v2}) = max{y(e) : e € E}. Sei
weiter T" der Wald, der aus T durch Entfernen von {vy,ve} entsteht, d.h.
V(T") = V(T) und E(T") = E(T) \ {v1,v2}. Sind T bzw. Ty kartesische
Béaume fir C(T",v1) bzw. C(T",vy), dann ist der Baum mit der Wurzel, die
mit {vi,ve} markiert ist und deren Teilbdume der Wurzel gerade Ty und T
sind, ebenfalls ein kartesischer Baum.

Wir bemerken hier noch explizit an, dass die Elemente aus M nur als Blattmarkie-
rungen auftauchen und dass alle inneren Knoten mit den Elementen aus £ markiert
sind.

Betrachtet man auf der Menge [1 : n] als Baum eine lineare Liste mit
E={{ii+1} :ie[l:n—1]} mit ~(i+1)=max{F[i, F[i+ 1]},

wobei F' ein Feld von Zahlen ist, so erhélt man im Wesentlichen einen Heap, in dem
die Werte an den Blattern stehen und die inneren Knoten den maximalen Wert ihres
Teilbaumes besitzen, wenn man, wie hier iiblich, anstatt der Kante in den inneren
Knoten das Gewicht der Kante eintragt. Diese Struktur wird manchmal auch als
kartesischer Baum bezeichnet.

Der kartesische Baum fiir einen minimalen Spannbaum lasst sich jetzt bei der Kon-
struktion mit Hilfe des Kruskal-Algorithmus sehr leicht mitkonstruieren. Man {iber-
legt sich leicht, dass bei der Union-Operation, die zugehorigen kartesischen Béaume
mit einer neuen Wurzel vereinigt werden, wobei die Kante in der Wurzel genau die
Kante ist, die bei der Konstruktion des minimalen Spannbaumes hinzugefiigt wird.

Lemma 2.59 Sei G = (V, E,~) ein gewichteter Graph und T ein minimaler Spann-
baum von G. Der kartesische Baum fiir T' kann bei der Konstruktion des minimalen
Spannbaumes T basierend auf Kruskals Algorithmus parallel mit derselben Zeitkom-
plexitdt mitkonstruiert werden.
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2.5.4.4 Berechnung der cut-weights

Wir wollen jetzt zeigen, dass wir die cut-weights einer Kante e € E im minima-
len Spannbaum 7" mit Hilfe von lca-Anfragen im kartesischen Baum 7" bestimmen
konnen. Dazu gehen wir durch die Matrix D, und bestimmen fiir jedes Knotenpaar
(i, 7) den niedrigsten gemeinsamen Vorfahren lca(i, j) im kartesischen Baum R.

Die dort gespeicherte Kante e ist nach Konstruktion des kartesischen Baumes eine
Kante mit groBtem Gewicht auf dem Pfad von ¢ nach 7 im minimalen Spannbaum
T, d.h. e € Link(4, 7). Daher werden wir dort die cut-weight CW(e) dieser Kante
mittels CW(e) = max{CW(e), D,(i, j)} aktualisieren. Wir bemerken an dieser Stelle,
dass es durchaus noch andere link-edges auf dem Pfad von ¢ nach j im minimalen
Spannbaum geben kann. Daher wird die cut-weight nicht fiir jede Kante korrekt
berechnet. Wir gehen auf diesen , Fehler* am Ende diese Abschnittes noch ein.

Lemma 2.60 Sei G = (V, E,~) ein gewichteter Graph und T' ein minimaler Spann-
baum von G. Der kartesische Baum R fir den minimalen Spannbaum T kann mait
derselben Zeit konstruiert werden wie der minimale Spannbaum, sofern hierfir der
Algorithmus von Kruskal verwendet wird.

Nachdem wir jetzt die wesentlichen Schritte unseres effizienten Algorithmus weitest-
gehend verstanden haben, kénnen wir uns einem Beispiel zuwenden. In der Abbil-
dung 2.45 ist ein Beispiel angegeben, wie unser effizienter Algorithmus vorgeht.

2.5.4.5 Least Common Ancestor Queries

Wir miissen uns nun nur noch iiberlegen, wie wir O(n?) lca-Anfragen in Zeit O(n?)
beantworten kénnen. Dazu werden wir das lca-Problem auf das Range Minimum
Query Problem reduzieren, das wie folgt definiert ist.

RANGE MINIMUM QUERY

Eingabe: Eine Feld F' der Linge n von reellen Zahlen und i < j € [1 : n].
Gesucht: Ein Index k mit F[k] = min{F[{] : { € [i : j]}.
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Dy|1 2 3 4 5
110 1 2 3 6
2 0 4 5 5
3 0 4 5
4 0 1
3 0

Minimaler Spannbaum 7T’

{1,2,3} {4,5}
Uy nach Entfernen {2,4}

{4,5}
Us nach Entfernen {1,2}

Dp|1 2 3 4 5
110 3 6 8 8
2 0 5 6 8
3 0 6 8
4 0 3
3 0

Kartesischer Baum R

L2y 3 {45}
U, nach Entfernen {2,3}

U = U, nach Entfernen {4,5}

Abbildung 2.45: Beispiel: Losung eines ultrametrischen Sandwich-Problems
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Wir werden spiter zeigen, wie wir mit einem Preprocessing in Zeit O(n?) jede
Anfrage in konstanter Zeit beantworten kénnen. Fiir die Reduktion betrachten wir
die so genannte Fuler-Tour eines Baumes.

Definition 2.61 Sei T' = (V, E) ein gewurzelter Baum mit Wurzel r und seien
Ty, ...,T, die Teilbdume, die an der Wurzel hingen. Die Euler-Tour durch T ist
eine Liste von 2n — 1 Knoten, die wie folgt rekursiv definiert ist:

o [st{ =0, d.h. der Baum besteht nur aus dem Blatt r, dann ist diese Liste
durch (r) gegeben.

e Firtl > 1 seien Ly,...,Ly, mit L; = (v§i),...,v£i)) fiir i € [1: (] die Buler-

Touren von Ty, ...,T,;. Die Euler-Tour von T ist dann durch
(7, UF), . ,vgl), T, v?), . ,vﬁ?,r, T vg), . ,v,(fz),r)
definiert.

Der Leser sei dazu aufgefordert zu verifizieren, dass die oben definierte Euler-Tour
eines Baumes mit n Knoten tatséchlich eine Liste mit 2n — 1 Elementen ist.

Die Euler-Tour kann sehr leicht mit Hilfe einer Tiefensuche in Zeit O(n) berechnet
werden. Der Algorithmus hierfiir ist in Abbildung 2.46 angegeben. Man kann sich die

FEULER-TOUR

{

/* r(T) bezeichne die Wurzel von T */

output r(7);

/* N(r(T)) bezeichne die Menge der Kinder der Wurzel von 7" */
for all (v e N(r(T)))

/* T'(v) bezeichne den Teilbaum mit Wurzel v */
EULER-TOUR(T(v))
output r(7);

Abbildung 2.46: Algorithmus: Konstruktion einer Euler-Tour

Euler-Tour auch bildlich sehr schon als das Abmalen der Bdume anhand ihrer dufle-
ren Kontur vorstellen, wobei bei jedem Antreffen eines Knotens des Baumes dieser
in die Liste aufgenommen wird. Die ist in Abbildung 2.47 anhand eines Beispiels
illustriert.
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Euler-Tour a
DFS-Nummer 1

—_
~N O
o +h
~N O
© 0”
o)
—_

Abbildung 2.47: Beispiel: Euler-Tour

Zusammen mit der Euler-Tour, der Liste der abgelaufenen Knoten, betrachten wir
zusétzlich noch DFS-Nummern des entsprechenden Knotens, die bei der Tiefensuche
in der Regel mitberechnet werden (siehe auch das Beispiel in der Abbildung 2.47).

Betrachten wir jetzt die Anfrage an zwei Knoten des Baumes ¢ und j. Zuerst bemer-
ken wir, dass diese Knoten, sofern sie keine Blétter sind, mehrfach vorkommen kon-
nen. Wir wihlen jetzt fiir ¢ und 7 willkiirlich einen der Knoten, der in der Euler-Tour
auftritt, als einen Représentanten aus. Zuerst stellen wir fest, dass in der Euler-Tour
der niedrigste gemeinsame Vorfahren von 7 und j in der Teilliste, die durch die beiden
Représentanten definiert ist, vorkommen muss, was man wie folgt sieht.

Wir nehmen an, dass ¢ in der Euler-Tour vor j auftritt. In der Euler-Tour sind alle
Knoten v, die nach einem Repréisentanten von ¢ auftauchen und eine kleinere DF'S-
Nummer als ¢ besitzen, ein Vorfahre von i. Da die DFS-Nummer von v kleiner als
die von ¢ ist und v in der Euler-Tour nach i auftritt, ist die DFS-Prozedur von v
noch aktiv, als der Knoten ¢ besucht wird. Das ist genau die Definition dafiir, dass
1 ein Nachfahre von v ist. Analoges gilt fiir den Knoten j.

Wir betrachten jetzt nur die Knoten der Teilliste zwischen den beiden Représentan-
ten von ¢ und j, deren DFS-Nummer kleiner als die von ¢ ist. Nach dem obigen sind
dies Vorfahren von ¢. Nur einer davon, ndmlich der mit der kleinsten DFS-Nummer,
ist auch ein Vorfahre von j und muss daher der niedrigste gemeinsame Vorfahre
von ¢ und j sein. Diesen Knoten haben wir ndmlich besucht, bevor wir in den Teil-
baum von j eingedrungen sind. Alle Vorfahren davon haben wir mit Betrachten der
Teilliste eliminiert, die mit einem Représentanten von j endet.
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Damit kéonnen wir das folgende Zwischenergebnis festhalten.

Lemma 2.62 Gibt es eine Ldsung fiir das Range Minimum Query Problem, dass
fiir das Preprocessing Zeit O(p(n)) und fir eine Anfrage O(q(n)) bendtigt, so kann
das Problem des niedrigsten gemeinsamen Vorfahren mit einen Zeitbedarf fir das
Preprocessing in Zeit O(n + p(2n — 1)) und fir eine Anfrage in Zeit O(q(2n — 1))
gelost werden.

2.5.4.6 Range Minimum Queries

Damit kénnen wir uns jetzt ganz auf das Range Minimum Query Problem kon-
zentrieren. Offensichtlich kann ohne ein Preprocessing eine einzelne Anfrage mit
O(j—1) = O(n) Vergleichen beantwortet werden. Das Problem der Range Minimum
Queries ist jedoch insbesondere dann interessant, wenn fiir ein gegebenes Feld eine
Vielzahl von Range Minimum Queries durchgefiihrt werden. In diesem Fall kénnen
mit Hilfe einer Vorverarbeitung die Kosten der einzelnen Queries gesenkt werden.

Ein triviale Losung wiirde alle moglichen Anfragen vorab berechnen. Dazu kénnte
eine zweidimensionale Tabelle Q[i, j| angelegt werden. Dazu wiirde fiir jedes Paar
(7,7) das Minimum der Bereichs F[i : j| mit j — ¢ Vergleichen bestimmt werden.
Dies wiirde zu einer Laufzeit fiir die Vorverarbeitung von

SN =ew?)

i=1 j=i
fithren. In der Abbildung 2.48 ist ein einfacher, auf dynamischer Programmierung
basierender Algorithmus angegeben, der diese Tabelle in Zeit O(n?) berechnen kann.
Damit erhalten wir das folgende Resultat fiir das Range Minimum Query Problem.

Theorem 2.63 Fir das Range Minimum Query Problem kann mit Hilfe einer Vor-
verarbeitung, die mit einem Zeitbedarf von O(n?) ausgefihrt werden kann, jede
Anfrage in konstanter Zeit beantwortet werden.

Es gibt bereits wesentlich effizientere Verfahren fiir das Range Minimum Query Pro-
blem. In unserem Zusammenhang ist dieses leicht zu erzielende Ergebnis jedoch
bereits vollig ausreichend und wir verweisen fiir die anderen Verfahren auf die ein-
schliagige Literatur. Wir halten das fiir uns wichtige Ergebnis noch fest.

Theorem 2.64 Sei T ein gewurzelter Baum mit n Knoten. Nach einer Vorverar-
beitung, die in Zeit O(n?) durchgefiihrt werden kann, kann jede Anfrage nach einem
niedrigsten gemeinsamen Vorfahren zweier Knoten aus T in konstanter Zeit beant-

wortet werden.
|

24. Juni
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RMQ
{

for (i =1;1 < n;it++)
Tli,i] = i;

for (i =1;1i < mn;i++)
for (j=1;i+7 <n;j++)
{
if (F[Ti,i+(j— D] < Fli+j])
Tli,i+ 7] =Tli,i+ 7 — 1];
else
Tli,i+j] =1+ 7;

Abbildung 2.48: Algorithmus: Preprocessing fiir Range Minimum Queries

2.5.4.7 Reale Berechnung der cut-weights

Wie bereits schon angedeutet berechnet unser effizienter Algorithmus nicht wirklich
die cut-weights der Kanten des minimalen Spannbaumes. Dies passiert genau dann,
wenn es im minimalen Spannb&ume mehrere Kanten desselben Gewichtes gibt. Dazu

betrachten wir das Beispiel, das in Abbildung 2.49 angegeben ist.

Abbildung 2.49: Beispiel: Falsche Berechnung der cut-weights
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Hier stellen wir fest, das alle Kanten des minimalen Spannbaumes ein Kantenge-
wicht von 5 besitzen. Somit sind alle Kanten des Baumes link-edges. Zuerst stellen
wir fest, dass die cut-weight der Kante {2,3}, die in der Wurzel des kartesischen
Spannbaumes, mit 3 korrekt berechnet wird, da ja auch die Kante {1,3} der nied-
rigste gemeinsame Vorfahre von 1 und 3 im kartesischen Baum ist.

Im Gegensatz dazu wird die cut-weight der Kante {1,2} des minimalen Spannbau-
mes falsch berechnet. Diese Kante erhélt die cut-weight 1, da die Kante {1,2} der
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niedrigste gemeinsame Vorfahre von 1 und 2 ist. Betrachten wir jedoch den Pfad
von 1 iiber 2 nach 3, dann stellen wir fest, dass auch die Kante {1,2} eine link-edge
im Pfad von 1 nach 3 im minimalen Spannbaum ist und die cut-weight der Kante
{1,2} im minimalen Spannbaum daher ebenfalls 3 sein miisste.

Eine einfache Losung wire es die Kantengewicht infinitesimal so zu verdndern, dass
alle Kantengewichte im minimalen Spannbaum eindeutig waren. Wir kénnen jedoch
auch zeigen, dass der Algorithmus weiterhin korrekt ist, obwohl er die cut-weights
von manchen Kanten falsch berechnet.

Zuerst iiberlegen wir uns, welche Kanten eine falsche cut-weight bekommen. Dies
kann nur bei solchen Kanten passieren, deren Kantengewicht im minimalen Spann-
baum nicht eindeutig ist. Zum anderen miissen diese Kanten bei der Konstruktion
des minimalen Spannbaumes vor den anderen Kanten gleichen Gewichtes im mini-
malen Spannbaum eingefiigt worden sein. Dies bedeutet, dass diese Kante im kartesi-
schen Baum ein Nachfahre einer anderen Kante des minimalen Spannbaum gleichen
Gewichtes sein muss.

Uberlegen wir uns, was im Algorithmus passiert. Wir entfernen ja die Kanten aus
dem minimalen Spannbaum nach fallendem cut-weight. Somit wird von zwei Kan-
ten im minimalen Spannbaum, die dasselbe Kantengewicht besitzen und dieselbe
cut-weight besitzen sollten, die Kante entfernt, die sich weiter oben im kartesischen
Baum befindet. Damit zerfillt der minimale Spannbaum in zwei Teile und die beiden
Knoten der untere Schranke, die fiir die cut-weight der entfernten Kante verantwort-
lich sind, befinden sich in zwei verschiedenen Zusammenhangskomponenten.

Somit ist die cut-weight der Kante, die urspriinglich falsch berechnet worden, in der
neuen Zusammenhangskomponente jetzt nicht mehr ganz so falsch. Entweder ist sie
fiir die konstruierte Zusammenhangskomponente korrekt und wir konnen mit unse-
rem Algorithmus fortfahrten und er bleibt korrekt. War sie andernfalls falsch, befin-
det sich in minimalen Spannbaum dieser Zusammenhangskomponente eine weitere
Kante mit demselben Gewicht, die im kartesischen Baum ein Vorfahre der betrach-
teten Kante ist und die ganze Argumentation wiederholt sich.

Also obwohl der Algorithmus nicht die richtigen cut-weights berechnet, ist zumindest
immer die cut-weight der Kante mit der schwersten cut-weight korrekt berechnet und
dies geniigt fiir die Korrektheit des Algorithmus vollig, wie eine kurze Inspektion des
zugehorigen Beweises ergibt.
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2.5.5 Approximationsprobleme

Wir kommen jetzt noch einmal zu dem Approximationsproblem fiir Distanzmatrizen
zuriick.

ULTRAMETRISCHES APPROXIMATIONSPROBLEM

Eingabe: Eine n x n-Distanzmatrizen D.
Gesucht: Eine ultrametrische Distanzmatrix D’, die |D — D’| minimiert.

Das entsprechende additive Approximationsproblem ist leider N/P-hart. Das ultra-
metrische Approximationsproblem kann fiir die Maximumsnorm | - | in Zeit O(n?)
gelost werden. Fiir die anderen p-Normen ist das Problem ebenfalls wieder NP-hart.

Theorem 2.65 Das ultrametrische Approximationsproblem fiir die Maximums-
norm kann in linearer Zeit (in der Grifle der Eingabe) geldst werden.

Beweis: Sei D die gegebene Distanzmatrix. Eigentlich miissen wir nur ein minimales
£ > 0 bestimmen, so dass es eine ultrametrische Matrix U mit U € [D — ¢, D + €]
gibt. Hierbei ist D + x definiert durch D = (d; ; + x); ;-

Wir berechnen also zuerst wieder den minimalen Spannbaum 7' fiir G(D). Dann
berechnen wir die cut-weights fiir die Kanten des minimalen Spannbaumes 7. Dabei

wahlen wir fiir jede Kante e ein minimales ¢, so dass die Knotenpaare separabel
sind, d.h. CW(e) — e, < D(e) + ¢, fiir alle Kanten e € E(T) .

Damit dies fiir alle Kanten des Spannbaumes gilt, wihlen ¢ als das Maximum dieser,
d.h.

e:=max{e. : ec E(T)} = %maX{CW(e) —D(e) : e E(T)}.

Dann fiithren wir denselben Algorithmus wie fiir das ultrametrische Sandwich Pro-
blem mit D, := D — ¢ und D), = D + ¢ durch. [ |
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3.1 Inverse Proteinfaltung

In diesem Abschnitt werden wir uns mit der Modellierung der inversen Proteinfal-
tung beschéftigen. Bei der inversen Proteinfaltung ist die rdumliche Struktur des
Proteins (besser des Backbones) bekannt, es wird nur die Zuordnung der Amino-
sduren auf die einzelnen Positionen gesucht.

3.1.1 Grand Canonical Model

Ein erstes, bekanntes Modell fiir die inverse Proteinfaltung wurde von Sun, Brem,
Chan und Dill beschrieben. Hierbei ist die Konformation des betrachteten Proteins
vollsténdig bekannt, d.h. die Positionen der einzelnen Atome (oder zumindest der
C,-Atome) sowie die Oberflachen der einzelnen Aminoséurereste zur Losung sind
bekannt. Die letzten Werte konnen auch durch Computerberechnungen und einige
Vereinfachungen néherungsweise berechnet werden. Ziel ist es, eine Zuordnung von
Aminoséuren auf die einzelnen Positionen zu bestimmen, so dass eine gegebene (im
Folgenden genauer beschriebene) Energiefunktion minimiert wird.

Gegeben: Vollstindige 3-dimensionale Struktur des Proteins. Durch Angabe des
Ortes der C,-Atome und eventuell der Seitenketten (1. Kohlenstoffatom der
Seitenkette). Fiir die Seitenketten ist jeweils die Oberfliche bekannt, die zur
Losung exponiert ist.

Sei S € {H, P}", wobei H(S) ={i|S; = H}, dann ist

O(S) =a- Z g(dij) + - Z Si
LEH(S) i€H(S)

eine Energiefunktion in Abhéngigkeit von S, die es zu minimieren gilt.
e H steht fiir hydrophob, P fiir polar.

e s; entspricht der Oberflache der i-ten Seitenkette.

e d;; entspricht dem Abstand der ¢-ten Aminoséure zur j-ten Aminoséure.

Version 0.18 Fassung vom 18. September 2003



110 Kapitel 3. Kombinatorische Proteinfaltung

e Die Funktion g ist eine Funktion, die kleinere Absténde belohnt, z.B.

Tter—c
0 sonst.

{* fir v < ¢,

Ganz einfach kann g auch wie folgt gewahlt werden:

(x) = 1 firz <eg,
gur) = 0 sonst.

e o und [ sind Skalierungsfaktoren mit o < 0 und § > 0, z.B. @« = —2 und

3=1/3.

Gesucht: S € {H, P}", die ®(S5) minimiert.

Hierbei wird durch die Energiefunktion ® der Ausbildung hydrophober Kerne Rech-
nung getragen. Nahe beieinander liegende hydrophobe Aminosdurereste werden be-
lohnt, wiahrend hydrophobe Aminosdurereste, die zur Losungsfliissigkeit exponiert
sind, bestraft werden.

Weiterhin wird im Grand Canonical Modell implizit unterstellt, dass eine Folge von
Aminoséuren, die die Energiefunktion fiir die vorgegebene dreidimensionale Struktur
minimiert, ebenfalls wieder die vorgegebene dreidimensionale Struktur als native
Faltung einnimt. Dies ist natiirlich a priori iiberhaupt nicht klar. Es kann durchaus
sein, dass eine solche, die Energiefunktion minimierende Aminosiuresequenz eine
ganz andere native Faltung, d.h. dreidimensionale Struktur, einnimmt.

Wir wollen im Folgenden das gegebene Problem mit Hilfe einer Reduktion auf ein
Schnitt-Problem in Graphen in polynomieller Zeit sehr effizient 16sen. ———

26. Juni
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3.1.2 Schnitte in Netzwerken

Um die geforderte Reduktion beschreiben zu kénnen, miissen wir erst noch die
Begriffe eines Netzwerks und Schnitten darin formalisieren.

Definition 3.1 Ein Netzwerk ist ein gerichteter Graph G = (V,E,~), wobei
v: B — Ry st

Im Allgemeinen betrachtet man in solchen Netzwerken noch zwei ausgezeichnete
Knoten, namentlich s,¢ € V. Um deutlich zu machen, welches die beiden ausge-
zeichneten Knoten sind, spricht man auch von s-t-Netzwerken.

Des Weiteren wird fiir alle nicht vorhandenen gerichteten Kanten ihr Gewicht auf 0
gesetzt, d.h vy(u,v) = 0 fiir (u,v) ¢ E. Dann ist die Kantengewichtsfunktion natiir-
lich als Funktion v : V x V' — R, zu verstehen.

Beispiel:
a 2 ¢
1/° °\3 Schnitt (V3,V3) von G.
s/ 92 5 3 Yot Vi={s,a,c}
4\0_)0/2 Vy = {b,d,t}

c(Vi,Va) =3+2+4+9

Definition 3.2 Sei G = (V, E,~) ein Netzwerk und seien s,t € V. Ein s-t-Schnitt
ist eine Partition (V1,V3) von V=V, UV, mit s € Vi, t € Vs.
Die Kapazitét eines s-t-Schnittes (Vi, V3) ist gegeben durch:

c(Vi,Va) = ) xy).

z€V],yEVY
(z,y)€E

Achtung: Man beachte, dass bei der Kapazitit eines Schnittes (X,Y’) nur Kanten
von X nach Y, aber nicht von Y nach X beriicksichtigt werden. Somit gilt im
Allgemeinen:

(i, Vo) # (Vo VA),
(i, Vo) # —c(Va,Vh).
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Fiir die Struktur und ihre zugehorige Energie-Funktion ¢ definieren wir ein s-t-
Netzwerk G(®) = (V, E, ) mittels

Vo= {s,t}U{v;liel:n]}U{w;|i<j—2Ag(dy) >0},

=U

E = {(s,uy) | u; € Uy U{wi, 1) [i € [L:n]} U{{(ui;, vi), (uij, v;) | ui; € U}
Die Angabe der Kantengewichtsfunktion folgt spéter.

Beispiel: Wir geben der Einfachheit halber nur fiir eine zweidimensionale Struktur
das zugehorige Netzwerk an:

U1
()
7 8 9 Vs
¢—Oo—=° (G y \
4
-’ e —0
60———0O0—04 § Uss o —
‘ U9 /
O——0—0 vr
1 2 3 Vg
g(dlﬂ) > O Y9

Kommen wir nun zur Definition der Kantengewichtsfunktion des Netzwerks G(®)
fiir die gegebene Struktur und ihrer zugehorigen Energiefunktion ®:

’)/(S,U,ij) = |OZ| . g(dw) > 0, /
Y(vi, t) = (s >0, —X
ij
Vg, vi) = v(u,v;) = B+1, \
1<j—2

3.1.3 Abgeschlossene Mengen und minimale Schnitte

Fiir die weiteren Untersuchungen werden abgeschlossene Mengen und minimale
Schnitte in dem zur Energiefunktion zugehorigen Netzwerk eine wichtige Rolle spie-
len.
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Definition 3.3 Sei ® eine Energiefunktion und G(®) das zugehdrige s-t-Netzwerk.
Fine Menge X C V(G(®)) heifit abgeschlossen, wenn

i)se X undt ¢ X,

ZZ) \V/’Lbz‘jEVZ uijeX(:)viEXl/\vjEX.

Lemma 3.4 Wenn (X,Y) ein minimaler (bzgl. der Kapazitit) s-t-Schnitt in G ist
(mit s € X ), dann ist X abgeschlossen.

Beweis: G besitzt offensichtlich einen Schnitt mit Kapazitat B, ndmlich den Schnitt
({s},V \ {s}). Sei (X,Y) ein minimaler s-t-Schnitt. Wir miissen zeigen, dass X
abgeschlossen ist.

Annahme: X ist nicht abgeschlossen.

1. Fall: Sei u;; € X Av; ¢ X:

Somit gilt ¢ (X,Y) > ~(u;,v;) = B+ 1. Dies ist jedoch ein Widerspruch zur
Minimalitét von ¢(X,Y).

2. Fall: Vi, Uj eX /\uij ¢ X:

Betrachte (X', Y”) mit X’ = X U {u;;} und Y' =Y\ {u;}.

Somit gilt ¢(X’,Y’) < ¢(X,Y). Das ergibt einen Widerspruch zur Minimalitat von
co(X,Y). |
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Idee:

Ist u;; € X, dann werden die Positionen ¢ und
7 als hydrophob markiert.

Notation: Sei S € {H, P}", dann bezeichne:

o HS):={i|s;i=H} = {v;|s;=H}

o X(9):={s,v,vj,u; | v; e H(S)Nv; € H(S) A g(d;;) > 0} CV(G(P))
Sei X eine abgeschlossene Menge in G(®), dann bezeichne:

e S(X) € {H, P}", wobei genau dann(S(X)); = H, wenn i € X.

Lemma 3.5 Sei X eine abgeschlossene Menge in G(®), dann ist die Kapazitdit des
s-t-Schnittes (X,V \ X ) mit s € X gleich B + ®(5(X)).

Beweis: Da X eine abgeschlossene Menge ist, gilt fiir alle Kanten (z,y) € X x Y
(wobei Y := V' \ X), dass sie von folgender Form sind:

e Entweder (z,y) = (v;,t), wenn v; € X,

e oder (z,y) = (s,v;), wenn v; ¢ X Vv; ¢ X.

Es gibt natiirlich noch weitere Kanten zwischen X und Y, ndmlich (u;;,v;) € Y x X.
Da diese aber von Y nach X verlaufen, sind diese fiir die Kapazitit des Schnittes
nicht von Interesse.

Es gilt also:

cX,)Y) = Z V(s uig) + Z V(vi, 1)

ujj €V v;EX
{vj0;}€X
= Z |a|'7(dij)+2ﬁ'8i
ui; €V vieX
{vjv;}€X
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= Z |af - g(di;) — Z laf - g(diz) + Z B s

uijEV uijEV ’UiEX
{vi,vj}gX
= B- Z o] - g(diz) + Zﬁ'sz‘
ujj €V v;€X

{vi,vj}gX

= B+ > a-gldy)+ Y B-s
ev v, €EX

{vi,vj}gX

— B+ ®(S(X)).

Somit konnen wir statt der Minimierung der Energiefunktion ® auch die Minimie-
rung eines Schnittes im zugehorigen Netzwerk betrachten. Sei dazu im Folgenden
m = #{{i,7} | g(d;;) > 0} die Anzahl der Paare von Aminoséuren der gegebenen
Proteinstruktur, deren Abstand unter die vorgegebene Grenze fallt. Halten wir das
Ergebnis dieses Abschnittes im folgenden Lemma fest.

Lemma 3.6 Das inverse Proteinfaltungsproblem im Grand Canonical Modell kann
in Zeit O(n?) auf ein "Min-Cut-Problem’ in einem Netzwerk mit O(n +m) Knoten
und Kanten reduziert werden.

Beweis: Wir miissen nur noch die Behauptung iiber die Anzahl der Kanten im
konstruierten Netzwerk beweisen. Siehe dazu die folgende Skizze des Netzwerks:

O = =0
3 - m Kanten n Kanten

Offensichtlich hat jeder Knoten aus U einen Grad von 3, und ¢ ist zu genau n Kanten
inzident. Damit sind alle Kanten abgedeckt. Da nach Voraussetzung |U| = m ist,
haben wir also genau 3m + n Kanten. [
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In der ,,Praxis“ gilt: m = O(n)

Bemerkung: s bedeutet in der Regel die Quelle des Flusses (engl. source) und t die

Senke des Flusses (engl. target oder sink). ——
1. Juli

3.2 Maximale Flisse und minimale Schnitte

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Algorithmen zur Bestimmung eines maxi-
malen Flusses in einem gegebenen Netzwerk beschéftigen.

3.2.1 Flusse in Netzwerken

Formalisieren wir zunéchst, was wir unter einem Fluss in einem Netzwerk verstehen
wollen.

Definition 3.7 (Fliisse in Netzwerken) Sei G = (V, E,~) ein s-t-Netzwerk. Ein
Fluss in einem s-t-Netzwerk G ist eine Funktion ¢ :V x V — R, wobei gilt:

i) Yu,v € Vi p(u,v) = —p(v,u) (Schiefsymmetrie);
i) Yu,v € Vi —y(v,u) < p(u,v) < y(u,v) (Kapazitdtsbedingung),
Erinnerung: v(u,v) =0 < (u,v) ¢ E;
i) Yu € V\ {s,t} : Y o p(u,v) = 0 (Kirchhoffsche Regel).
Mit |p| =3 cv ©(s,v) bezeichnen wir den Betrag des Flusses .

Beispiel:

a 3 (1) c

2 y X@)

4
=3 o 3|1 M2 ot
] s o

3 (1) L)

b 3 (1) d
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Die anti-parallelen Fliisse (z.B. ’a — b’ und b — a’) werden in ¢ nicht betrachtet,
da wir solche anti-parallelen Fliisse immer wie folgt vermeiden kénnen:

/a—\ entspricht a—>b
O« =©O > O > O
z b ) a>b x Y

MaxiMALER FLUSS

Eingabe: Ein s-t Netzwerk G = (V, E, 7).
Gesucht: Ein maximaler Fluss ¢ von s nach ¢ in G.

3.2.2 Residuen-Netzwerke und augmentierende Pfade

Zur Verbesserung (d.h. Vergrofierung) von Fliissen in Netzwerken benotigen wir die
Begriffe von Residuen-Netzwerken und augmentierenden Pfaden.

Definition 3.8 Sei G = (V, E,~) ein s-t-Netzwerk und sei ¢ ein Fluss von s
nach t in G. Das zugehorige Residuen-Netzwerk ist ein s-t-Netzwerk G,(V, E', p)

mit p(u,v) == y(u,v) — p(u,v) und E' = {(u,v) | p(u,v) > 0}.

Beispiel: Das folgende Residuennetzwerk resultiert aus dem Beispiel fiir den Fluss
im s-t-Netzwerk auf der vorherigen Seite.

a/2\c

NS

3 1 1 1

/
RV

b\l—/d

flussvergr. Pfad

/ (o]

Definition 3.9 Sei G ein s-t-Netzwerk und ¢ ein Fluss von s nach t in G. Ein
Pfad von s nach t in G, heifit augmentierender Pfad oder flussvergréfiernder Pfad.
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3.2.3 Max-Flow-Min-Cut-Theorem

In diesem Abschnitt wollen wir den zentralen Zusammenhang zwischen minimalen
Schnitten und maximalen Fliissen in Netzwerken herstellen.

Theorem 3.10 Sei G = (V, E,~) ein Netzwerk mit Quelle s und Senke t. Dann
sind fir einen Fluss ¢ von s nach t in G die folgenden Aussagen dquivalent:

i) @ ist ein mazimaler Fluss;

i) das Residuen-Netzwerk G, enthdlt keinen augmentierenden Pfad;

iii) es existiert ein s-t-Schnitt (S,T) von G mit |p| = ¢(S,T).

Beweis: ,,i) = ii)* durch Beweis der Kontraposition:

Nach Voraussetzung existiert ein augmentierender Pfad p in G, von s nach ¢. Sei
also = min{p(u,v) | (u,v) € p} > 0. Definiere

o, ) + 1 fiir (u,0) € p
Pu) = & pluw)—p fir () € p
u,v) sonst

5

Es bleibt zu zeigen, dass ¢’ ein Fluss in G ist.

e Die Schiefsymmetrie folgt aus der Konstruktion.

e Die Kirchhoffsche Regel > o(u,v) = 0 fiir v ¢ {s,t} folgt ebenfalls nach
Konstruktion.

e Es bleibt zu zeigen, dass die Kapazitdten der Kanten des Netzwerkes einge-
halten werden:

Wir werden dafiir drei Falle unterscheiden:

1. Fall: (u,v) ¢ p A (v,u) ¢ p: Hier ist nichts zu zeigen, da ¢'(u,v) = ¢(u,v).

2. Fall: (u,v) € p:

¢’ (u,v)

I
©

I IA
555
s 2 &
\/\/S\/
+ + +

I
=
F

(o4
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3. Fall: (v,u) € p:

¢'(u,v) = o(u,v) —p

p(u,v) = plv, u)

p(u,v) = (7(v,u) = (v, u))
—y(v,u) + (p(u, v) + (v, u))

J/

v

=0
= —y(u,v).
Somit gilt ¢'(u,v) € [—y(v,u),y(u,v)], also ist ¢’ ein Fluss in G.

Weiter gilt nach Konstruktion |¢'| = ||+ p > |¢|. Somit ist ¢ kein maximaler Fluss
in G. O

Hil) = iii)* Sei S={v eV |3Is SvinG,},sei T: =V \ S undsei s€ S, t ¢S,
t € T. Dann ist (S,T) ein s-t-Schnitt.

G )

Ist (u,v) € F und (u,v) ¢ E', dann gilt p(u,v) = v(u,v).
Ist (z,y) € F und (y,x) ¢ E', dann gilt p(z,y) = 0.

Ist (z,y) € F und (y,x) € F und (y,z) ¢ E’, dann gilt ¢(y,z) = v(y, x) und somit

Mit Hilfe einer Ubungsaufgabe von Blatt 9 folgt:

el = D elsy)— D ey

(s,y)eE (y,8)E€E,(s,y)¢E

= > oy - > oy, )
(z,y)EE (y,z)€EE
zeS,yeT z€S,yeT,(z,y)¢E
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= > pley)— > ey
(z,y)EE (y,2)€EE e
zeS,yeT :’Y(ZE,y) zeS,yeT,(z,y)¢E =0
= ¢(S,T).

O

Hiil) = 1)* Es gilt: |p| < ¢(S,T) fiir alle s-t-Schnitte (S,7") von G. Nach Voraus-
setzung existiert ein s-t-Schnitt (S,7") mit || = ¢(S,T). Somit ist ¢ ein maximaler
Fluss. ]

Korollar 3.11 (Max-Flow-Min-Cut-Theorem) Sei G ein s-t-Netzwerk, dann
ist die Kapazitit eines minimalen s-t-Schnittes in G gleich dem Betrag eines maxi-
malen Flusses von s nach t in G.

3. Juli
3.2.4 Algorithmus von Ford und Fulkerson

Aus der gewonnenen Erkenntnis lésst sich der folgende Algorithmus von Ford und
Fulkerson zur Konstruktion eines maximalen Flusses in einem Netzwerk angeben.

MaxFrLow (G = (V,E,%))
{

Starte mit o =0
loop
{
Konstruiere Residuennetzwerkes G,
Suche augmentierenden Pfad in G, (z.B. mit Tiefensuche)
if (kein augmentierenden Pfad) break
Sonst vergroflere Fluss mit Hilfe des augmentierenden Pfades

}

Nun ist ¢ der maximale Fluss in G

Abbildung 3.1: Algorithmus von Ford-Fulkerson

Laufzeit: Fiir die Laufzeitanalyse nehmen wir an, dass v : £ — N. Sei ¢ die grofite
Kapazitit, d.h. ¢ = max{vy(e) | e € £'}. Dann gilt |¢| < |E|- c. Da wir eine ganzzah-
lige Kantengewichtsfunktion angenommen haben, wird in jedem Schleifendurchlauf
der Fluss um mindestens 1 erhoht. Somit kann es maximal O(c-|E|) Schleifendurch-
laufe geben. Jeder Schleifendurchlauf kann mit einer Tiefensuche in Zeit O(n + m)
bewerkstelligt werden. Somit ist die Laufzeit O(|E|* - ¢).
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Wir wollen noch anmerken, dass bei Verwendung von irrationalen Kantengewichten
der Algorithmus von Ford und Fulkerson nicht notwendigerweise terminieren muss.
In der Praxis sind irrationale Kantengewichte sowieso kaum von Bedeutung, da deren
Darstellung in einem Computer schon einen gehorigen Aufwand erfordert.

Beispiel:
Go: Augmentierender Pfad:
/ O \ / T
50 1 ( 1 Ot sO 1 1 Ot
O o
ergibt G: ndchster augmentierender Pfad:
a a
©) o
] 0\2 c—1 /o t sO 9 2 Ot
o= o
b b
ergibt G,

\ c—2
\ springt immer zwischen den 2 Mdoglichkei-

Ot ten hin und her = in diesem Fall kénnen
/ O(c) Iterationen moglich sein.

Somit hiangt die Laufzeit von der grofiten Kapazitit einer Kante ab und kann somit
exponentiell in der Eingabegrofie sein. Solche Algorithmen nennt man auch pseudo-
polynomiell, da sie bei kleinen Kapazitiaten polynomielle Laufzeiten besitzen, jedoch
bei groflen Kapazititen (im Verhéltnis zur Eingabegrofie) exponentielle Laufzeiten
bekommt.

Lemma 3.12 Mit Hilfe des Algorithmus von Ford-Fulkerson kann der maximale
Fluss in einen Netzwerk G = (V,E,~) mit ganzzahliger Kantengewichtsfunktion
und mit y(e) < C fiir alle e € E in Zeit O(C - |E|*) berechnet werden.
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3.2.5 Algorithmus von Edmonds und Karp

Einw Verbesserung des Algorithmus von Ford-Fulkerson lésst sich durch Verwendung
kiirzester augmentierender Pfade erzielen. Dies lésst sich mit einer Breitensuche statt
einer Tiefensuche leicht implementieren. Die zuerst gefundenen augmentierenden
Pfade sind dann die kiirzesten. Dies fiihrt zu einer Verbesserung der Laufzeit des
Algorithmus, wie wir gleich sehen werden.

Notation: /,(v) bezeichne die Lénge eines kiirzesten Pfades von s nach v in G.,.

Lemma 3.13 Werden nur kiirzeste augmentierende Pfade gewdhlt, so sind die Ldin-
gen der kiirzesten augmentierenden Pfade monoton steigend.

Beweis: (durch Widerspruch)

Sei v € V'\ {s} ein Knoten, dessen Abstand von s nach einer FlussvergroBerung kiir-
zer geworden ist. Somit gilt £ (v) < £,(v), wobei ¢’ aus ¢ durch FlussvergroBerung
entsteht. Unter allen solchen Knoten, wahlen wir einen Knoten v mit minimalen

&0/ (U)

Sei p ein kiirzester Pfad in Gy von s nach v und sei u der direkte Vorgénger von v
auf diesem Pfad.

Es gilt £ (u) = ¢y (v) — 1 und (u,v) € E(Gy). Nach Wahl von v ist £ (u) > ,(u).
Behauptung: (u,v) ¢ E(G,,)
Annahme: (u,v) € E(G,). Dann gilt:

(o(v) < Lo(u)+1
< Uy (u) +1
= ly(v)—1+1
= Ly (v).
Dies fithrt zu einem Widerspruch zur Wahl von v. O

Wie kann (u,v) in G hinzu gekommen sein?

aus Pfad ¢ — ¢/ SO\/\/\/\//(G_\UU#t

u

Ein kiirzester Pfad von s — w geht iiber v und wurde im augmentierenden Pfad
gewahlt.
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(o) = Lofu)—1
S 890' ('LL) —1
= £¢/(U) —-1-1
— £¢/(U) — 2
Dies fiithrt zu einem Widerspruch zu £,(v) > £ (v). |

Notation: Eine Kante (u,v) eines augmentierenden Pfades p in G, heifit kritisch,
wenn p(u,v) = min{p(e) | e € p}. Eine kritische Kante wird oft auch als Flaschenhals
bezeichnet.

Lemma 3.14 Jede Kante in G kann mazimal % Mal kritisch werden.

Beweis: Sei (u,v) € E(G). Wenn (u,v) das erste Mal kritisch wird, gilt:
() = Cyu) + 1.

Somit verschwindet die Kante (u,v) aus dem Residuen-Netzwerk G,. Die Kante
(u,v) kann erst wieder auftauchen, wenn Fluss von v nach u verschickt wird (Kante
an Kapazitéitsgrenze).

Sei G, das Residuen-Netzwerk, in dem (v, ) in einem kiirzesten augmentierenden
Pfad auftritt.
Es gilt dann: (,n(u) = L (v) + 1.
borlu) = Co(v)+1

> Lly(v)+1

= Lly(u) +2.
Somit wéchst nach jedem kritischen Zustand von (u,v) der Abstand fiir u von s
um 2. Dies kann aber maximal % Mal passieren, da jeder einfache Pfad nur die
maximale Lange |V| haben kann. |

Theorem 3.15 Der Algorithmus von Edmonds-Karp, der nur kirzeste augmentie-
rende Pfade verwendet, bendtigt zur Bestimmung eines maximalen Flusses in einem

Netzwerk G = (V, E,~) mazimal O(|V| - |E|?) Zeit.

Beweis: Jede Kante wird maximal O(|V]) kritisch. Es gibt maximal O(| E|) Kanten,
also kann es maximal O(|V| - |E|) viele FlussvergroBerungen geben. Jede Flussver-
groferung benotigt mit Hilfe einer Breitensuche Zeit O(|V| + |E|). |
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3.2.6 Der Algorithmus von Dinic

Die Breitensuche findet nicht nur einen kiirzesten, sondern alle kiirzesten augmen-
tierenden Pfade ohne wesentlichen zusétzlichen Mehraufwand mehr oder weniger
gleichzeitig. Man konnte also auch alle kiirzesten augmentierende Pfade gleichzeitig
fiir eine Flussvergroferung verwenden. Der daraus resultierende Algorithmus (Algo-
rithmus von Dinic) hat eine Laufzeit von O(|V|*- | E|).

Theorem 3.16 Der Algorithmus von Dinic, der alle kiirzesten augmentierenden
Pfade gleichzeitig verwendet, bendtigt zur Bestimmung eines mazimalen Flusses in
einem Netzwerk G = (V, E,~) mazimal O(|V|* - |E|) Zeit.

Auf den Beweis dieses Satzes wollen wir an dieser Stelle nicht weiter eingehen und
verweisen auf die entsprechenden Lehrbiicher. ———

8. Juli

3.3 Erweiterte Modelle der IPF

Zum Schluss wollen wir uns mit ein paar Erweiterungen und den damit zusammen-
héngenden Fragestellungen zum Grand Canonical Model der inversen Proteinfaltung
widmen.

3.3.1 Erweiterung auf allgemeine Hydrophobizitdten

In diesem Abschnitt wollen wir uns die Frage stellen, ob wir auch fiir kontinuier-
liche Hydrophobizitédten eine optimale Zuordnung im Grand Canonical Modell in
polynomieller Zeit berechnen koénnen.

Bislang haben wir nur zwischen hydrophoben und polaren Aminoséduren unterschie-
den, die Einteilung war also diskret. Nun wollen wir beliebige reelle Werte zwischen
0 und 1 als Hydrophobizitdt zuslassen. 1 steht dabei fiir hydrophobe und 0 fiir
polare Aminosduren. Werte dazwischen konnen eine genauere Abstufung zwischen
mehr oder weniger hydrophoben Aminoséuren darstellen, da auch die in der Natur
vorkommenden Aminoséiuren eine unterschiedliche Hydrophobizitét besitzen.

Wir lassen jetzt fiir jede Aminosdureposition des Proteins einen Wert z; € [0, 1] zu:
Fiir die Energiefunktion erhalten wir dann:

i=1

i<j—2
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Wir suchen also jetzt eine Folge (z1,...,2,) € [0,1]", so dass ®(S) minimal wird.

Lemma 3.17 Fiir jede Struktur S und thre zugehdrige Energiefunktion ® gibt es
eine optimale Folge z = (z1,. .., 2,) mit z; € {0,1}.

Beweis: Sei z eine optimale Folge, d.h. ®(5) ist minimal. Sei z eine solche optimale
Folge, die #{i | z; € (0,1)} minimiert.

Behauptung: Vi € [1 : n]: z; € {0,1}.

Sei z; € (0,1). Definiere 2z := (21, ..., 2i-1,Y, Zit1, - - -, Zn). Wir betrachten jetzt die
Funktion ¢ : [0,1] — R vermoge y — ¢(S(27)).

Fakt: ¢ ist eine affine Funktion:

oY)

const.,
da ©(S(z7")) minimal

0 Z; 1

Da ¢ eine affine Funktion ist, muss ¢ sogar konstant sein, da sonst das eindeutige
Minimum am Rand des Intervalls [0, 1] angenommen wird.

Dann gilt mit 2 = (z1,...,2i-1,0, Zit1, ..., 2n), dass D(S(2)) = P(5(z") = P(2)).
Dies ergibt einen Widerspruch zur Wahl von z. [

Somit machen also im Grand Canonical Model solche Erweiterungen von Hydropho-
bizitdten keinen Sinn. Wir erhalten dieselben Losungen, wie im diskreten Modell.

3.3.2 Energie-Landschaften im Grand Canonical Modell

Wie sieht eine Energieminimums-Landschaft im Grand Canonical Model aus? Sei
Q={Se{H P}"|P(S) =mind}, dh. Q ist die Menge der optimalen Losungen
von ®. Wir wollen jetzt untersuchen, ob diese Minima beispielsweise durch Punktmu-
tationen ineinander iiberfithrbar sind. Dies kann Hinweise auf die Stabilitét solcher
Proteine gegeniiber Punktmutationen implizieren.
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Die folgende Darstellung lasst sich auch auf allgemeinere Mutationen anstelle von
Punktmutationen verallgemeinern. Da die Methoden jedoch im Wesentlichen iden-
tisch sind, verweisen wir auf die Originalliteratur.

Frage: Ist 2 zusammenhéngend (bzgl. (Punkt-)Mutation)?

Wir betrachten zur Beantwortung dieser Frage die folgende Funktion f:
[ =R f(a) = o(S(X)),
wobei S(X) wiederum durch die Beziehung (S(X)); = H < i € X definiert ist.

Erinnerung: 20" = {X C [1: n]}, also die Potenzmenge von [1 : n).

Definition 3.18 Sei M eine Menge. Eine Funktion ¢ : M — R heifst submodular,
wenn gilt:
VX, YeM: o(XNY)+o(XUY) < p(X)+ ¢(Y).

Lemma 3.19 Die betrachtete Energiefunktion f ist submodular.

Beweis: Die Energiefunktion sieht wie folgt aus:

FX) =@(S(X) =a- > gldy)+B) s
i<j—2 i€X
1,5€X
Um die Submodularitat zu untersuchen, betrachten wir zunéchst alle auftretenden
Kanten, die im ersten Term aufaddiert werden. In der folgende Abbildung 3.2 sind
die verschiedenen Fille illustriert, die wir im Folgenden unterscheiden werden:

a | -Term G | -Term
1x | 1x 1x | 1x

1x | 1x 2x | 2x

2x | 2x

Abbildung 3.2: Skizze zum Beweis der Submodularitét
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Sei e die untersuchte Kante, die auch in der Energiefunktion beriicksichtigt wird.

e (X\Y)x (X\Y): Somit wird e in f(X UY') auf der linken und in f(X) auf

der rechten Seite aufaddiert.

ee (X\Y)x (XNY): Somit wird e in f(X UY) auf der linken und in f(X) auf
der rechten Seite aufaddiert.

ee (XNY)x(XNY): Somit wird e sowohl in f(X UY) als auch in f(X NY) auf
der linken Seite aufaddiert. Auf der rechten Seite wird die Kante ebenfalls in

f(X) und f(Y') berticksichtigt.

ee (X\Y)x (Y\X): Somit wird e in der linken Seite in f(X UY") berticksich-
tigt. Auf der rechten Seite wird diese Kante, aber nirgendwo aufsummiert. Da
jedoch alle Summanden im ersten Teil der Gewichtsfunktion negativ sind, ist
somit die linke Seite kleiner gleich der rechten Seite.

Die anderen nicht explizit aufgefiihrten Félle verhalten sich analog zu einem der
obigen Fille.

Es bleibt noch die Summanden in der zweiten Summe zu berticksichtigen. Hier gehen
nur einzelnen Aminoséuren ein. Sei also v der untersuchte Knoten:

v e X \Y: Dieser Wert wird sowohl in f(X UY') auf der linken als auch in f(X)
auf der rechten Seite aufaddiert.

v € X NY: Dieser Wert wird sowohl in f(X UY) und f(X NY) auf der linken als
auch in f(X) und f(Y) auf der rechten Seite je zweimal aufaddiert.

In jedem Fall ist die Summe gleich und der Beweis der Submodularitét abgeschlos-
sen. =

Notation: X, X’ C [1 : n] heiBen adjazent, wenn |[XAX'| = 1. (Xq,..., X}) heifit
eine Kette, wenn X; und X, ; adjazent sind fiir alle ¢ € [1 : ¢t — 1].

Wir kénnen nun die zu Beginn gestellte Frage wie folgt formulieren bzw. formalisie-
ren:

Frage: Gilt fiir X,Y € 2, dass eine X-Y-Kette existiert.

Lemma 3.20 Wenn XY € Q, dann ¢gilt XUY € Q und X NY € €.
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Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass f(X NY) < f(XUY) gilt.
Nach der submodularen Gleichung gilt

FXAY)+ F(XUY) <2,
da p= f(X) = f(Y) der minimale Wert ist.

Mit f(XNY) < f(XUY) folgt, dass 2- f(X NY) < 2p und somit f(X NY) =pu
und daher muss nach Definition X NY € Q sein.

Damit gilt aber auch
fXUY)<2u— f(XNY)=2p—p=p
Also ist f(X NY) = p und somit X NY € Q.
Der Fall, dass f(X NY) > f(X UY) gilt, ldsst sich analog beweisen. |

Lemma 3.21 Es existieren eindeutige Mengen X, X € 2, so dass X CY C X fiir
alle’ Y € Q.

Beweis: Wir definieren: X := (Y und X := [Jy.oY. Nach dem vorherigen
Lemma gilt, dass X € Qund X € €, da Q endlich ist. Offensichtlich gilt X C Y C X
fir Y € Q. Wiren diese nicht eindeutig und es géibe auch X’ bzw. X’ mit denselben
Eigenschaften, so wiren X N X’ bzw. X U X’ andere Kandidaten und wir erhalten
einen Widerspruch. [

Notation: Eine Kette (Xi,...,X;) heifit monoton, wenn X; C --- C X, gilt.

Lemma 3.22 Sei: X,)Y,Z € QO mit X CY C Z. Wenn es eine monotone X-Z-
Kette in ) gibt, dann gibt es auch eine monotone X-Y -Kette in ).

Beweis: Sei

eine monotone X-Z-Kette. Betrachte die Kette
XinNyYycxsnyYC...C X;nY.

Da XiNY =X und X;NY =Y, ist dies eine monotone X-Y-Kette. [ |

Lemma 3.23 Sei Y € ). Wenn es eine X-Y-Kette in Q) gibt, dann gibt es auch
eine monotone X-Y -Kette.
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Beweis: Sei C eine X-Y-Kette in € kiirzester Lange. Angenommen, diese sei nicht
monoton und (X1,...,X;) sei das maximale monotone Préfix davon:

Somit gibt es eine monotone X-X;-Kette in 2. Da X;,; C X; ist, gibt es nach
Lemma 3.22 eine monotone X-X;,i-Kette ¢’ = (X{,...,X/) in Q. Aufgrund der
Monotonie muss C” kiirzer als (X, ..., X;41) in C sein. Dann ist aber

(X!, X Xiva, o, Xo)

eine kiirzere X-Y Kette als C' und wir erhalten den gewiinschten Widerspruch. m
Aus den beiden letzten Lemmata erhalten wir sofort das folgende Korollar.

Korollar 3.24 ) ist genau dann zusammenhdingend, wenn es eine monotone X -
X-Kette gibt.

Beweis: =: Wenn () zusammenhéngend ist, dann gibt es eine X, -X-Kette in Q.
Nach Lemma 3.23 gibt es dann auch eine monotone X-X-Kette in €.

«: Seien X,Y € Q. Danach Lemma 3.21 X C X C X und X C Y C X gilt, und
es eine monotone X-X-Kette in 2 gibt, folgt mit Lemma 3.22 auch eine monotone
X-X-Kette und eine monotone X-Y-Kette. Diese beiden lassen sich leicht zu einer
X-Y-Kette zusammensetzen. [ |

Dieses Korollar gibt einen kurzen ,Beweis®“ fiir den Zusammenhang von {2 an.

Notation: X € Q heifit Sackgasse, wenn X # X fiir alle X’ C X mit | X'AX| =1
gilt, dass X’ ¢ Q.

Lemma 3.25 () ist genau dann zusammenhdngend, wenn es keine Sackgassen in €}
qibt.

Beweis: =>: Wenn () zusammenhéingend ist, dann gibt es fiir alle X € (2 eine
monotone X-X-Kette. Somit kann es keine Sackgassen geben.

<: Sei ) nicht zusammenhéngend und sei X € () so gewihlt, dass es keine X-
X-Kette in €2 gibt. Unter allen moglichen solcher X, wéhlen wir eines mit kleinster
Kardinalitat. Dann ist aber X eine Sackgasse. Angenommen es gibe ein X' € Q,
das durch Entfernen eines Elements aus X entsteht. Dann wiirde es aufgrund der
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Minimalitdt von X eine X-X'-Kette in ©Q und somit auch eine X-X-Kette in
geben, was den gewiinschten Widerspruch liefert. [

Somit haben wir jetzt auch einen kurzen Beweis dafiir, dass 2 nicht zusammenhén-
gend ist.

Damit kénnen wir jetzt den folgenden Algorithmus zur Bestimmung des Zusammen-
hangs von €2 angeben.

ZUSAMMENHANG IN §?

{

Berechne X = Min(f) und X = Max(f)

W.=X

while (W # X)

{
Bestimme: i € W : f(W\ {i}) = f(4)
Gibt es kein solches i — return reject
W =W\ {i}

}

return accept

Abbildung 3.3: Algorithmus: Zusammenhang in €2 bestimmen

Es ist bekannt, dass man fiir submodulare Funktionen deren zugehorige Mengen X
und X in polynomieller Zeit bestimmen kann. Wir gehen hier nicht auf die Details
ein, sondern verweisen auf Lehrbiicher im Bereich der kombinatorischen Optimie-
rung.

Theorem 3.26 FEs kann in polynomieller Zeit entschieden werden, ob die Mini-
mums-Landschaft einer gegebenen Energiefunktion ® im Grand Canonical Modell
zusammenhdngend ist oder nicht.
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links-negative Zeiger, 21

M
Matrix

additive, 52
maximal scoring, 8
Metrik, 39

induzierte, 44
minimal links-negativ, 21
minimaler Spannbaum, 64
minimum spanning tree, 64
monoton, 128

N

niedriger ultrametrischer Baum, 81
niedrigste gemeinsame Vorfahr, 41
Norm, 78

numerischer Charakter, 37

P

phylogenetischer Baum, 35
Priority Queue, 68
pseudo-polynomiell, 121

Q

Quelle, 116
R
Rang, 69

Range Minimum Query, 101
rechtschiefe Zeiger, 27
rechtsschief, 24
Residuen-Netzwerk, 117

S

Sackgasse, 129

Sandwich Problem
additives, 78
ultrametrisches, 78

Schiefsymmetrie, 116

Senke, 116

separabel, 90

Spannbaum, 64
Gewicht, 64
minimaler, 64

strenger ultrametrischer Baum, 41

)
Ultrametrik, 39
induzierte, 44
ultrametrische Dreiecksungleichung,
39
ultrametrischer Baum, 41
niedriger, 81
Ultrametrisches
Approximationsproblem, 79,
108
Ultrametrisches Sandwich Problem,
78
Union-Find-Datenstruktur, 95

\"/

Verfahren
charakterbasiertes, 37
distanzbasiertes, 36

W
Wurzelliste, 69

y4

zeichenreihige Charakter, 37
zugehoriger gewichteter Graph, 64
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