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Vorwort

DiesesSkript entstand parallel zu der VorlesungAlgorithmische Bioinformatik III
desSommersemester2004,die als Fortsetzungder VorlesungenAlgorithmischeBio-
informatik I und AlgorithmischeBioinformatik II dient. DieseVorlesungwurde an
der Ludwig-Maximilians-Universit•at speziell f•ur Studenten der Bioinformatik, aber
auch f•ur Studenten der Informatik, im Rahmen des von der Ludwig-Maximilians-
Universit•at M•unchen und der Technischen Universit•at M•unchen gemeinsamveran-
stalteten StudiengangsBioinformatik gehalten.

DieseFassungist zwar korrigiert, aber noch nicht prinzipiell •uberarbeitet worden,so
dassdas Skript an einigenStellen etwas kurz und unpr•aziseist und sicherlich auch
noch eineReihevon (Tipp)F ehlern enth•alt. Daher bin ich f•ur jeden Hinweis darauf
(an Volker.heun@bio.i�.lmu.de) dankbar.

An dieserStellem•ochte ich insbesonderemeinenMitarb eitern JohannesFischer und
SimonW. Ginzinger f•ur Ihre Unterst•utzung bei der Veranstaltungdanken,die somit
dasvorliegendeSkript erst m•oglich gemacht haben.

M•unchen, im Juli 2004 Volker Heun
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Physical Mapping 1

1.1 Biologischer Hintergrund und Mo dellierung

Bei der genomischemKartierung (engl. physical mapping) geht es darum, einen
erstengroben Eindruck desGenomszu bekommen.Dazu soll f•ur

"
charakteristische\

Sequenzender genaueOrt auf dem Genom festgelegt werden. Im Gegensatzzu
genetischenKarten (engl. genetic map), wo es nur auf die lineare und ungef•ahre
Anordnung einiger bekannter oder wichtiger Geneauf dem Genom ankommt, will
man bei genomischenKarten (engl. physical map) die Angaben nicht nur ungef•ahr,
sondernm•oglichst genaubis auf die Position der Basenpaareermitteln.

1.1.1 Genomische Karten

Wir wollen zun•achst die Idee einer genomischen Karte anhand einer
"
Landkarte

aus Photographien\ f•ur Deutschland beschreiben. Wenn man einen ersten groben
•Uberblick der Lageder Orte von Deutschland bekommenwill, dannk•onnte ein erster
Schritt sein, die Kircht •urme aus ganz Deutschland zu erfassen.Kircht •urme bieten
zum einen den Vorteil, dasssich ein Kirchturm als solcher sehr einfach erkennen
l•asst, und zum anderen,dassKircht •urme verschiedenerKirchen in der Regeldoch
deutlich unterschiedlich sind. Wenn man nun Luftbilder von Deutschland bekommt
und die Kircht •urme den Orten zugeordnet hat, dann kann man f•ur die meisten
Photographienentscheiden,zu welchem Ort siegeh•oren, soferndenn ein Kirchturm
darauf zu sehenist. Ausgehendvon Luftbildern, auf denen mehrere Kircht •urme
zu sehensind, kann man dann die relative Lage der Orte innerhalb Deutschlands
festlegen.Die •aquivalente Aufgabebei dergenomischenKartierung ist die Zuordnung
von au� •alligenSequenzen(Kirc ht •urme) auf Koordinaten in Deutschland. Ein Genom
ist dabei im Gegensatzzu Deutschland ein- und nicht zweidimensional.

Ziel der genomischen Kartierung ist es, ungef•ahr alle 10.000Basenpaareeine cha-
rakteristische Sequenzauf demGenomzu �nden und zu lokalisieren.Diesist wichtig
f•ur einenerstenGrob-Eindruck einesGenom.F•ur dasHuman GenomeProject war
einesolche Kartierung wichtig, damit man dasganzeGenomrelativ einfach in viele
kleine St•ucke aufteilen konnte, so dass die einzelnenTeile von unterschiedlichen
Forscher-Gruppen sequenziertwerden konnten. Die einzelnenTeile konnten dann
unabh•angig und somit hochgradig parallel sequenziertwerden.Damit zum Schluss
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2 Kapitel 1. Physical Mapping

die einzelnensequenziertenSt•ucke wieder den Orten im Genomzugeordnetwerden
konnten, wurde dann einegenomische Karte ben•otigt.

Obwohl CeleraGenomicsmit dem Whole GenomeShotgunSequencinggezeigthat,
dassf•ur die Sequenzierunggro�er Genomeeine genomische Karte nicht unbedingt
ben•otigt wird, so ist diesezum einen doch hilfreich und zum anderenauch uner-
l•asslich beim Vergleich von •ahnlichen Genomen,da auch in absehbarer Zukunft aus
Kostengr•unden nicht jedesbeliebigeGenomeinfach einmal schnell sequenziertwer-
den kann.

1.1.2 Konstruktion genomischer Karten

Wie erstellt man nun solche genomischen Karten. Das ganzeGenom wird in viele
kleinere St•ucke, so genannte Fragmentezerlegt. Dies kann mechanisch durch feine
Spr•uhd•usen oder biologisch durch Restriktionsenzymegeschehen. Diese einzelnen
kurzen Fragmente werdendann auf spezielleLandmarks hin untersucht.

Als Landmarks k•onnenzum Beispiel so genannte STS, d.h. Sequence Tagged Sites,
verwendet werden.Dies sind kurze Sequenzabschnitte, die im gesamten Genomein-
deutig sind. In der Regelsind diese100bis 500Basenpaarelang,wobei jedoch nur die
Endst•ucke von jeweils20bis 40BasenpaarenalsSequenzfolgenbekannt sind. Vorteil
dieserSTSist, dasssiesich mit Hilfe der Polymerasekettenreaktion sehrleicht nach-
weisenlassen,da geradedie f•ur die PCR ben•otigten kurzen Endst•ucke als Primer
bekannt sind. Somit lassensich die einzelnenFragmente daraufhin untersuchen, ob
sie ein STS enthalten oder nicht. Alternativ kann auch mit Hybridisierungsexperi-
menten festgellt werden,ob eineSTS in einemFragment enthalten ist oder nicht.

Fragment 5

Fragment 1

Fragment 3

Fragment 2

Fragment 4

E B A G C F H I D

Abbildung 1.1: Skizze:Genomische Kartierung

Ist in Abbildung 1.1 ist eineAufteilung in Fragmente und die zugeh•orige Verteilung
der STS illustriert. Dabei ist nat•urlich weder die Reihenfolgeder STS im Genom,
noch die Reihenfolgeder Fragmente im Genom (aufsteigendnach Anfangspositio-
nen) bekannt. Die Experimente liefern nur, auf welchem Fragment sich welche STS
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1.1. Biologischer Hintergrund und Modellierung 3

be�ndet. Die Aufgabe der genomischen Kartierung ist es nun, die Reihenfolgedes
STS im Genom(und damit auch die ReihenfolgedesAuftretens der Fragmente im
Genom)zu bestimmen.Im Beispiel,dassin der Abbildung 1.1 angegeben ist, erh•alt
man als ErgebnisdesExperiments nur die folgendeInformation:

S1 = f A; B ; C; F; Gg;

S2 = f F; H; I g;

S3 = f A; C; F; G; H g;

S4 = f D; I g;

S5 = f A; B ; E; Gg:

Hierbei gibt die MengeSi an, welche STS dasFragment i enth•alt. In der Regelsind
nat•urlich die Fragmente nicht in der ReihenfolgeihresAuftretens durchnummeriert,
sonstw•are die Aufgabe ja auch zu trivial.

Aus diesemBeispielsieht man schon, dassich die ReihenfolgeausdiesenInformatio-
nennicht immer eindeutig rekonstruierenl•asst.Obwohl im GenomA vor G auftritt,
ist diesausden experimentellen Ergebnissennicht ablesbar.

1.1.3 Mo dellierung mit Permutationen und Matrizen

In diesemAbschnitt wollen wir zwei recht •ahnlicheMethodenvorstellen,wie man die
Aufgabenstellungmit Mitteln der Informatik modellieren kann. Eine Modellierung
habenwir bereitskennengelernt: Die ErgebnissewerdenalsMengenangegeben.Was
wir suchen ist einePermutation der STS, sodassf•ur jedeMengegilt, dassdie darin
enthaltenenElemente in der Permutation zusammenh•angendvorkommen,alsodurch
keine andereSTS separiert werden.F•ur unser Beispiel w•aren also EBAGCF H I D
und EBGACF H I D sowie DI H F CGAB E und DI H F CAGB E zul•assigePermu-
tationen, da hierf•ur gilt, dassdie Elemente aus Si hintereinander in der jeweiligen
Permutation auftreten.

Wir merken hier bereits an, dass wir im Prinzip immer mindestenszwei L•osun-
gen erhalten, sofernes •uberhaupt eine L•osunggibt. Aus dem Ergebnisk•onnenwir
n•amlich die Richtung nicht feststellen.Mit jedem Ergebnis ist auch die r•uckw•arts
aufgelisteteReihenfolgeeine L•osung.Dies l•asst sich in der Praxis mit zus•atzlichen
Experimenten jedoch leicht l•osen.

EineandereM•oglichkeit w•aredieDarstellungalseinen� m-Matrix, wobei wir anneh-
men, dasswir n verschiedeneFragmente und m verschiedeneSTS untersuchen. Der
Eintrag an der Position (i; j ) ist genau dann 1, wenn die STS j im Fragment i
enthalten ist, und 0 sonst.DieseMatrix f•ur unserBeispielist in Abbildung 1.2ange-
geben.Hier ist esnun unserZiel, die Spaltensopermutieren, dassdie Einsenin jeder
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4 Kapitel 1. Physical Mapping

A B C D E F G H I
1 1 1 1 0 0 1 1 0 0
2 0 0 0 0 0 1 0 1 1
3 1 0 1 0 0 1 1 1 0
4 0 0 0 1 0 0 0 0 1
5 1 1 0 0 1 0 1 0 0

E B A G C F H I D
1 0 1 1 1 1 1 0 0 0
2 0 0 0 0 0 1 1 1 0
3 0 0 1 1 1 1 1 0 0
4 0 0 0 0 0 0 0 1 1
5 1 1 1 1 0 0 0 0 0

Abbildung 1.2: Beispiel:Matrizen-Darstellung

Zeile aufeinanderfolgend (konsekutiv) auftreten. Wenn eseine solche Permutation
gibt, ist esim Wesentlichen dieselbe wie die, die wir f•ur unsereandereModellierung
erhalten. In der Abbildung 1.2 ist rechts einesolche Spaltenpermutation angegeben.
Daher sagt man auch zu einer 0-1 Matrix, die einesolche Permutation erlaubt, dass
siedie Consecutive OnesProperty, kurz C1P, erf•ullt.

1.1.4 Fehlerquellen

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen,wir wir unser Problem der genomischen
Kartierung geeignetmodellierenk•onnen.Wir wollen jetzt noch auf einigebiologische
Fehlerquelleneingehen,um diesebei sp•ateren anderenModellierungenber•ucksich-
tigen zu k•onnen.

False Positiv es: Leider kann es bei den Experimenten auch passieren,dasseine
STS in einem Fragment i identi�ziert wird, obwohl sie gar nicht enthalten
ist. Dies kann zum Beispieldadurch geschehen,dassin der Sequenzsehrviele
Teilsequenzenauftreten, die den Primern der STS zu •ahnlich sind, oder aber
die Primer tauchenebenfallssehrweit voneinanderentfernt auf, sodasssiegar
keineSTSbilden, jedoch dennoch vervielf•altigt werden.Solche falschenTre�er
werdenals FalsePositives bezeichnet.

False Negativ es: Analog kann espassieren,dass,obwohl eineSTS in einemFrag-
ment enthalten ist, diesedurch die PCR nicht multipliziert wird. Solche feh-
lendenTre�er werdenals FalseNegativesbezeichnet.

Chimeric Clones: Au�erdem kann esnach demAufteilen in Fragmente passieren,
dass sich die einzelnenFragmente zu l•angerenTeilen rekombinieren. Dabei
k•onnten sich insbesondereFragmente aus ganzweit entfernten Bereichen des
untersuchten Genomszu einemneuenFragment kombinieren und f•alschlicher-
weiseNachbarschaften liefern, die gar nicht existent sind. Solche Rekombina-
tionen werdenals Chimeric Clonesbezeichnet.
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1.2. PQ-B•aume 5

Non-Unique Prob es Ein weiteres Problem, dass auch False Positives ausl•osen
kann, sind Non-UniqueProbes,alsoSTS,die mehrfach im Genomvorkommen
und f•alschlicherweiseals einzigartig angenommenwurden.

20. April

1.2 PQ-B •aume

In diesemAbschnitt wollen wir einene�zien ten Algorithmus zur Entscheidung der
Consecutive OnesProperty vorstellen. Obwohl dieserAlgorithmus mit keinem,der
im vorigen Abschnitt erw•ahnten Fehler umgehenkann, ist er dennoch von grundle-
gendemInteresse.

1.2.1 De�nition von PQ-B •aumen

Zur L•osungder C1P ben•otigen wir dasKonzept einesPQ-Baumes.Im Prinzip han-
delt essich hier um einengewurzeltenBaum mit besondersgekennzeichneteninneren
Knoten und markierten Bl•attern.

De�nition 1.1 Sei � ein endlichesAlphabet. Dann ist ein PQ-Baum •uber � induk-
tiv wie folgt de�niert:

� Jeder einelementigeBaum (also ein Blatt), dasmit einemZeichenaus� mar-
kiert ist, ist ein PQ-Baum.

� Sind T1; : : : ; Tk PQ-B•aume, dann ist der Baum, der aus einem so genann-
ten P-Knoten als Wurzel entstehtund dessenKinder die Wurzeln der B•aume
T1; : : : ; Tk sind, ebenfalls ein PQ-Baum.

� Sind T1; : : : ; Tk PQ-B•aume, dann ist der Baum, der aus einem so genannten
Q-Knoten als Wurzel entsteht und dessenKinder die Wurzeln der B•aume
T1; : : : ; Tk sind, ebenfalls ein PQ-Baum.

P-Knoten Q-Knoten

Abbildung 1.3: Skizze:Darstellung von P- und Q-Knoten

In der Abbildung 1.3 ist skizziert, wie wir in Zukunft P- bzw. Q-Knoten graphisch
darstellen wollen. P-Knoten werden durch Kreise, Q-Knoten durch lange Rechte-
cke dargestellt. F•ur die Bl•atter f•uhren wir keine besondereKonvention ein. In der
Abbildung 1.4 ist dasBeispieleinesPQ-Baumesangegeben.
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A BB

C D E

F G
H I

Abbildung 1.4: Beispiel:Ein PQ-Baum

Im Folgendenben•otigen wir speziellePQ-B•aume,die wir jetzt de�nieren wollen.

De�nition 1.2 Ein PQ-Baum hei�t echt , wenn folgendeBedingungenerf•ullt sind:

� JedesElement a 2 � kommt genaueinmal als Blattmarkierung vor;

� Jeder P-Knoten hat mindestenszwei Kinder;

� Jeder Q-Knoten hat mindestensdrei Kinder.

Der in Abbildung 1.4 angegebenePQ-Baum ist alsoein echter PQ-Baum.

An dieserStellewollen wir noch ein elementares, aber fundamentales Ergebnis•uber
gewurzelteB•aumewiederholen,dassf•ur PQ-B•aumeim Folgendensehrwichtig sein
wird.

Lemma 1.3 Sei T ein gewurzelterBaum, wobei jeder innere Knoten mindestens
zwei Kinder besitzt, dann ist die Anzahl der inneren Knoten echt kleiner als die
Anzahl der Bl•atter von T.

Da ein echter PQ-Baum dieseEigenschaft erf•ullt (ein normaler in der Regelnicht),
wissenwir, dassdie Anzahl der P- und Q-Knoten kleiner als die Kardinalit •at des
betrachteten Alphabets � ist.

Die P- und Q-Knoten besitzennat•urlich eine besondereBedeutung, die wir jetzt
erl•autern wollen. Wir wollen PQ-B•aumeim Folgendendazuverwenden,Permutation
zu beschreiben. Daher wird die Anordnung der Kinder an P-Knoten willk •urlich sein
(d.h. alle Permutationen der Teilb•aumesind erlaubt). An Q-Knoten hingegenist die
Reihenfolgebis auf dasUmdrehender Reihenfolgefest.Um diesgenauerbeschreiben
zu k•onnenben•otigen wir noch einigeDe�nitionen.
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1.2. PQ-B•aume 7

De�nition 1.4 Sei T ein echter PQ-Baum •uber � . Die Frontier von T, kurz f (T)
ist die Permutation •uber � , die durch dasAblesender Blattmarkierungen von links
nach rechts geschieht(also die Reihefolgeder Blattmarkierungen in einer Tiefensu-
cheunter Ber•ucksichtigungder Ordnungauf den Kindern jedesKnotens).

Die Frontier desBaumesausAbbildung 1.4 ist dann ABCDEFGHI.

De�nition 1.5 Zwei echte PQ-B•aume T und T0 hei�en •aquivalent , kurz T �= T0,
wenn sie durch endliche AnwendungfolgenderRegeln ineinander •uberf•uhrt werden
k•onnen:

� BeliebigesUmordnen der Kinder einesP-Knotens;

� Umkehren der Reihenfolgeder Kinder einesQ-Knotens.

De�nition 1.6 Sei T ein echter PQ-Baum, dann ist consistent(T) die Mengeder
konsistentenFrontiers von T, d.h.:

consistent(T) = f f (T0) : T �= T0g:

Beispielsweisebe�nden sich dann in der Mengeconsistent (T) f•ur den Baum ausder
Abbildung 1.4: BADCEFGIH, ABGFCDEHI oder HIDCEFGBA.

De�nition 1.7 Sei � ein endliches Alphabet und F = f F1; : : : ; Fkg � 2� eine so
genannteMenge von Restriktionen, d.h. von Teilmengenvon � . Dann bezeichnet
�(� ; F ) die Mengeder Permutationen •uber � , in der die ElementeausFi f•ur jedes
i 2 [1 : k] konsekutivvorkommen.

Mit Hilfe dieserDe�nitionen k•onnenwir nun dasZiel diesesAbschnittes formalisie-
ren. Zu einergegebenenMengeF � 2� von Restriktionen (n•amlich denErgebnissen
unsererbiologischen Experimente zur Erstellung einer genomischen Karte) wollen
wir einenPQ-Baum T mit

consistent (T) = �(� ; F )

konstruieren,soferndiesm•oglich ist.
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8 Kapitel 1. Physical Mapping

1.2.2 Konstruktion von PQ-B •aumen

Wir werden versuchen, den gew•unschten PQ-Baum f•ur die gegebene Menge von
Restriktionen iterativ zu konstruieren, d.h. wir erzeugeneine Folge T0; T1; : : : ; Tk

von PQ-B•aumen,sodass

consistent (Ti ) = �(� ; f F1; : : : ; Fi g)

gilt. Dabei ist T0 = T(�) der PQ-Baum, dessenWurzel auseinemP-Knoten besteht
und an demn Bl•atter h•angen,die eineindeutigmit denZeichenaus� = f a1; : : : ; ang
markiert sind. Wir m•ussendaher nur noch eineProzedur reduceentwickeln, f•ur die
Ti = reduce(Ti � 1; Fi ) gilt.

Prinzipiell werden wir zur Realisierung dieser Prozedur den Baum Ti � 1 von den
Bl•attern zur Wurzel hin durchlaufen, um gleichzeitig die Restriktion Fi einzuarbei-
ten. Dazu werden alle Bl•atter, deren Marken in Fi auftauchen markiert und wir
werdennur denTeilbaum mit denmarkierten Bl•attern bearbeiten. Dazu bestimmen
wir zuerst den niedrigsten Knoten r (Ti � 1; Fi ) in Ti , so dassalle Bl•atter aus Fi in
deman diesemKnoten gewurzeltenTeilbaumenthalten sind. DiesenTeilbaumselbst
bezeichnen wir mit Tr (Ti � 1; Fi ) als den reduziertenTeilbaum.

Weiterhin vereinbarenwir noch den folgendenSprachgebrauch. Ein Blatt hei�t voll ,
wennesin Fi vorkommt und ansonstenleer. Ein innererKnoten hei�t voll , wennalle
seineKinder voll sind. Analog hei�t ein innerer Knoten leer, wenn alle seineKinder
leer sind. Andernfalls nennen wir den Knoten partiel l . Im Folgendenwerden wir
auch Teilb•aume als voll bzw. leer bezeichnen, wenn alle darin enthaltenen Knoten
voll bzw. leer sind (was •aquivalent dazu ist, dassdessenWurzel voll bzw. leer ist).
Andernfalls nennenwir einensolchen Teilbaum partiel l .

Da es bei P-Konten nicht auf die Reihenfolgeankommt, wollen wir im Folgenden
immer vereinbaren, dassdie leerenKinder und die vollen Kinder einesP-Knotens
immer konsekutiv angeordnetsind (sieheAbbildung 1.5).

�=

Abbildung 1.5: Skizze:Anordnung leererund voller Kinder einesP-Knotens

Im Folgendenwerdenwir volle und partielle Knoten bzw.Teilb•aumeimmer rot kenn-
zeichnen,w•ahrendleereKnoten bzw. Teilb•aumewei� bleiben.Man beachte, dassein
PQ-Baum nie mehr als zwei partielle Knoten besitzenkann, von denennicht einer
ein Nachfahre einesanderenist. W•urde ein PQ-Baum drei partielle Knoten besit-
zen,von den keiner ein Nachfahre einesanderenist, dann k•onnten die gew•unschten
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1.2. PQ-B•aume 9

Permutationen aufgrund der gegebenenRestriktionen nicht konstruiert werden.Die
Abbildung 1.6 mag dabei helfen,sich diesklar zu machen.

Abbildung 1.6: Skizze:Drei partielle Teilb•aume

Im Folgendenwerden wir jetzt verschiedeneSchablonenbeschreiben, die bei unse-
rer bottom-up-Arb eitsweise im reduzierten Teilbaum angewendet werden, um die
aktuelle Restriktion einzuarbeiten. Wir werdenalsoimmer annehmen,dassdie Teil-
b•aumedesbetrachteten Knoten (oft auch alsWurzelbezeichnet) bereitsabgearbeitet
sind. Wir werdendabei darauf achten, folgendeEinschr•ankungaufrecht zu erhalten.
Wenn ein Knoten partiell ist, wird esein Q-Knoten sein.Wir werdenalsonie einen
partiellen P-Knoten konstruieren.

1.2.2.1 Schablone P0

Die SchabloneP0 in Abbildung 1.7 ist sehreinfach. Wir betrachten einenP-Knoten,
an dem nur leereTeilb•aumeh•angen.Somit ist nichts zu tun.

Abbildung 1.7: Skizze:SchabloneP0

1.2.2.2 Schablone P1

Die SchabloneP1 in Abbildung 1.8 ist auch nicht viel schwerer.Wir betrachten einen
P-Knoten, an dem nur volle Unterb•aumeh•angen.Wir markieren daher die Wurzel
als voll und gehenweiter bottom-up vor.

Abbildung 1.8: Skizze:SchabloneP1
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10 Kapitel 1. Physical Mapping

1.2.2.3 Schablone P2

Jetzt betrachten wir einenP-Knoten p, an dem nur volle und leere(also keinepar-
tiellen) Teilb•aume h•angen(sieheAbbildung 1.9). Weiter nehmenwir an, dassder
Knoten p die Wurzel des reduzierten Teilbaums Tr ist In diesemFall f•ugen wir
einen neuenP-Knoten als Kind der Wurzeln ein und h•angenalle volle Teilb•aume
der urspr•unglichen Wurzel an diesenKnoten. Da wir die Wurzel des reduzierten
Teilbaumeserreicht haben, k•onnenwir mit der Umordnung desPQ-Baumesaufh•o-
ren, da nun alle markierten Knoten ausF in den durch den PQ-Baum dargestellten
Permutationen konsekutiv sind.

p ist Wurzel von Tr (T; F )

Abbildung 1.9: Skizze:SchabloneP2

Hierbei ist nur zu beachten, dasswir eigentlich nur echte PQ-B•aume konstruieren
wollen. Hing alsourspr•unglich nur ein voller Teilbaum an der Wurzel, so f•uhren wir
die oben genannte Transformation nicht ausund belassenallesso wie eswar.

In jedemFalle •uberzeugtman sich leicht, dassalle Frontiers, die nach der Transfor-
mation eines•aquivalenten PQ-Baumesabgelesenwerden k•onnen, auch schon vor-
her abgelesenwerden konnten. Des Weiteren haben wir durch die Transformation
erreicht, dassalle Zeichen der aktuell betrachteten Restriktion nach der Transfor-
mation konsekutiv auftreten m•ussen.

1.2.2.4 Schablone P3

Nun betrachten wir einenP-Knoten, an dem nur volle oder leereTeilb•aumeh•angen,
deraber noch nicht dieWurzelder reduziertenTeilbaumesist (sieheAbbildung 1.10).
Wir f•uhren als neueWurzel einenQ-Knoten ein. Alle leerenKinder der urspr•ungli-
chenWurzel belassenwird diesemP-Knoten und machendiesenP-Knoten zu einem
Kind der neuenWurzel. Weiter f•uhren wir einenneuenP-Knoten ein, der ebenfalls
ein Kind der neuenWurzel wird und schenken ihm als Kinder alle vollen Teilb•aume
der ehemaligenWurzel.

Auch hier m•ussenwir wieder beachten, dasswir einen korrekten PQ-Baum gene-
rieren. Gab es vorher nur einen leeren oder einen vollen Unterbaum, so wird das
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1.2. PQ-B•aume 11

p ist keine Wurzel von Tr (T; F )

Abbildung 1.10:Skizze:SchabloneP3

entsprechendeKind der neuenWurzel nicht wiederverwendet bzw. eingef•ugt, son-
dern der leerebzw. volle Unterbaum wird direkt an die neueWurzel geh•angt. Des
Weiteren haben wir einenQ-Knoten konstruiert, der nur zwei Kinder besitzt. Dies
w•urde der De�nition einesechten PQ-Baumeswidersprechen. Da wir jedoch weiter
bottom-up den reduzierten Teilbaum abarbeiten m•ussen,werden wir sp•ater noch
sehen,dassdieser Q-Knoten mit einem anderenQ-Knoten verschmolzen wird, so
dassauch daskein Problem seinwird.

1.2.2.5 Schablone P4

Betrachten wir nun den Fall, dassdie Wurzel p ein P-Knoten ist, der neben leeren
und vollen Kindern noch ein partielles Kind hat, dasdann ein Q-Knoten seinmuss.
Diesist in Abbildung 1.11illustriert, wobei wir noch annehmen,dassder betrachtete
Knoten die Wurzel desreduziertenTeilbaumesist

p ist Wurzel von Tr (T; F )

Abbildung 1.11:Skizze:SchabloneP4

Wir werden alle vollen Kinder, die direkt an der Wurzel h•angen, unterhalb des
partiellen Knotens einreihen. Da der partielle Knoten ein Q-Knoten ist, m•ussen
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12 Kapitel 1. Physical Mapping

die vollen Kinder an dem Ende hinzugef•ugt werden, an dem bereits volle Kinder
h•angen.Da die Reihenfolgeder Kinder, die an der urspr•unglichen Wurzel (einem
P-Knoten) hingen, egal ist, werden wir die Kinder nicht direkt an den Q-Knoten
h•angen,sondernerst einenneuenP-Knoten zum •au�ersten Kind diesesQ-Knotens
machen und daran die vollen Teilb•aume anh•angen.Dies ist nat•urlich nicht n•otig,
wenn an der urspr•unglichen Wurzel nur ein vollen Teilbaum gehangenhat.

Auch hier machenwir unswiederleicht klar, dassdie Einschr•ankungender Transfor-
mation lediglich die aktuell betrachtete Restriktion widerspiegeltund wir denBaum
bzw. seinedargestelltenPermutationen nicht mehr einschr•anken als n•otig.

Wir m•ussenuns jetzt nur noch Gedanken machen, wenn der Q-Knoten im vorigen
Schritt aus der SchabloneP3 entstanden ist. Dann h•atte dieserQ-Knoten nur zwei
Kinder gehabt. Besa� die ehemaligeWurzel p vorher noch einen vollen Teilbaum,
so hat sich diesesProblem erledigt, das der Q-Knoten nun noch ein drittes Kind
erh•alt. H•atte p vorher kein volles Kind gehabt (also nur einenpartiellen Q-Knoten
und lauter leereB•aume als Kinder), dann k•onnte p nicht die Wurzel desreduzier-
ten Teilbaumessein (dann h•atte der partielle Q-Knoten die Wurzel desreduzierten
Teilbaumesseinm•ussen).DieserFall kann alsonicht auftreten.

1.2.2.6 Schablone P5

Nun betrachten wir denanalogenFall, dassan der Wurzel ein partiellesKind h•angt,
aber der betrachtete Knoten nicht die Wurzel desreduziertenTeilbaumesist. Dies
ist in Abbildung 1.12 illustriert.

p ist keine Wurzel von Tr (T; F )

Abbildung 1.12:Skizze:SchabloneP5

Wir machen alsoden Q-Knoten zur neuenWurzel desbetrachteten Teilbaumesund
h•angen die ehemaligeWurzel des betrachteten Teilbaumesmitsamt seiner leeren
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1.2. PQ-B•aume 13

Kinder ganz au�en am leeren Ende an den Q-Knoten an. Die vollen Kinder der
ehemaligenWurzel desbetrachteten Teilbaumesh•angenwir am vollen Ende desQ-
Knotens •uber einen neuenP-Knoten an. Man beachte wieder, dassdie P-Knoten
nicht ben•otigt werden,wenn esnur einen leerenbzw. vollen Teilbaum gibt, der an
der Wurzel desbetrachteten Teilbaumeshing.

Auch hier machenwir unswiederleicht klar, dassdie Einschr•ankungender Transfor-
mation lediglich die aktuell betrachtete Restriktion widerspiegeltund wir denBaum
bzw. seinedargestelltenPermutationen nicht mehr einschr•anken als n•otig.

Falls der Q-Knoten vorher aus der Schablone P3 neu entstanden war, so erh•alt er
nun die ben•otigten weiteren Kinder, um der De�nition einesechten PQ-Baumes
zu gen•ugen. Man beachte hierzu nur, dassdie Wurzel p vorher mindestenseinen
leerenoder einen vollen Teilbaum besessenhaben muss. Andernfalls h•atte der P-
Knoten p als Wurzel nur ein Kind besessen,was der De�nition einesechten PQ-
Baumeswiderspricht.

1.2.2.7 Schablone P6

Es bleibt noch der letzte Fall zu betrachten, dassan die Wurzel des betrachteten
Teilbaumesein P-Knoten ist, an der neben vollen und leerenTeilb•aumegenauzwei
partielle Kinder h•angen(die dann wiederQ-Knoten seinm•ussen).Dies ist in Abbil-
dung 1.13illustriert.

p mussWurzel von Tr (T; F ) sein!

Abbildung 1.13:Skizze:SchabloneP6

Man •uberlegt sich leicht, dassdie Wurzel p desbetrachteten Teilbaumesdann auch
die Wurzel desreduziertenTeilbaumesseinmuss,da andernfallsdie aktuell betrach-
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14 Kapitel 1. Physical Mapping

tete Restriktion sich nicht mit den Permutationen des bereits konstruierten PQ-
Baumesunter ein Dach bringen l•asst.

Wir vereineneinfach die beiden Q-Knoten zu einem neuenund h•angendie vollen
Kinder der Wurzel desbetrachteten Teilbaumes•uber einen neu einzuf•uhrendenP-
Knoten in der Mitte desverschmolzenenQ-Knoten ein.

Falls hier einer oder beide der betrachteten Q-Knoten aus der Schablone P3 ent-
standenist, so erh•alt er auch hier wieder gen•ugendzus•atzliche Kinder, so dassdie
Eigenschaft einesechten PQ-Baumeswiederhergestelltwird.

22.April

1.2.2.8 Schablone Q0

Nun haben wir alle Schablonenf•ur P-Knoten als Wurzeln angegeben. Es folgendie
Schablonen,in denendie Wurzel desbetrachteten Teilbaumesein Q-Knoten ist. Die
SchabloneQ0 ist analogzur SchabloneP0 wiederv•ollig simpel. Alle Kinder sind leer
und esist alsonichts zu tun (sieheAbbildung 1.14).

Abbildung 1.14:Skizze:SchabloneQ0

1.2.2.9 Schablone Q1

Auch die Schablone Q1 ist v•ollig analog zur Schablone P1. Alle Kinder sind voll
und daher markierenwir den Q-Knoten als voll und arbeiten uns weiter bottom-up
durch den reduziertenTeilbaum (sieheauch Abbildung 1.15).

Abbildung 1.15:Skizze:SchabloneQ1
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1.2.2.10 Schablone Q2

Betrachten wir nun den Fall, dasssowohl volle wie leere Teilb•aume an einem Q-
Knoten h•angen. In diesemFall tun wir gar nichts, denn dann ist die Wurzel ein
partieller Q-Knoten. Wir steigenalsoeinfach im Baum weiter auf.

Kommen wir also gleich zu dem Fall, an dem an der Wurzel p desaktuell betrach-
teten Teilbaumesvolle und leere sowie genauein partieller Q-Knoten h•angt. Wir
verschmelzennun einfach den partiellen Q-Knoten mit der Wurzel (die ebenfallsein
Q-Knoten ist), wie in Abbildung 1.16illustriert. Falls der partielle Q-Knoten ausder
SchabloneP3 entstanden ist, erh•alt er auch hier wiederausreichendviele zus•atzliche
Kinder.

Abbildung 1.16:Skizze:SchabloneQ2

1.2.2.11 Schablone Q3

Als letzter Fall bleibt der Fall, dassan der Wurzel desaktuell betrachteten Teilbau-
meszwei partielle Q-Knoten h•angen(sowie volle und leereTeilb•aume). Auch hier
vereinenwir die drei Q-Knoten zu einem neuenwie in Abbildung 1.17 angegeben.
In diesemFall muss der betrachtete Q-Knoten bereits die Wurzel des reduzierten
Teilbaumesund die Prozedurbricht ab.

In derAbbildung 1.18auf Seite17ist ein Beispielzur Konstruktion einesPQ-Baumes
f•ur die Restriktionsmenge

n
f B ; Eg; f B ; F g; f A; C; F; Gg; f A; Cg; f A; C; F g; f D; Gg

o

angegeben.
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16 Kapitel 1. Physical Mapping

p mussWurzel sein! ) Prozedur abbrechen!

Abbildung 1.17:Skizze:SchabloneQ3

1.2.3 Korrektheit

In diesemAbschnitt wollen wir kurz die Korrektheit beweisen,d.h. dassder kon-
struierte PQ-Baum tats•achlich die gew•unschte Mengevon Permutationen bez•uglich
der vorgegebenenRestriktionen darstellt. Dazu de�nieren wir den universellen PQ-
Baum T(� ; F ) f•ur ein Alphabet � und eine Restriktion F = f ai 1 ; : : : ; ai r g. Die
Wurzel desuniversellenPQ-Baumesist ein P-Knoten an dem sich lauter Bl•atter, je
einesf•ur jedesZeichen aus � n F , und ein weiterer P-Knoten h•angen,an dem sich
seinerseitslauter Bl•atter be�nden, je einesf•ur jedesElement ausF .

Theorem 1.8 Sei T eine beliebigerechter PQ-Baum und F � � . Dann gilt:

consistent (reduce(T; F)) = consistent (T) \ consistent (T(� ; F )):

Bew eis: Zuerst f•uhren wir zwei Abk•urzungenein:

A := consistent (reduce(T; F))

B := consistent (T) \ consistent (T(� ; F ))

A � B : Ist A = ; , so ist nichts zu zeigen.Ansonstenexistiert ein

� 2 consistent (reduce(T; F )) und T0 �= reduce(T; F ) mit f (T0) = � :

Nach Konstruktion gilt � 2 consistent (T). Andererseitsgilt nach Konstruktion f•ur
jedenerfolgreich abgearbeiteten Knoten x eineder folgendenAussagen:

� x ist ein Blatt und x 2 F ,
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A B C D E F G

P2

f B ; E g
A C D F G

B E

A C D G F

B E

P3

f B ; F g
A C D G F

B E

P4

A C D G

E B F

D A C G

F B E

P4

f A; C; F; Gg D

A C G

F B E

D

A C G

F B E

P2

f A; Cg
D

A C

G

F B E

D

G

C A

F B E

P3

f A; C; F g
D

G

C A

F B E

Q2
D

G

C A

F B E

D

G

C A

F B E

P4

f D ; Gg

D G

C A

F B E

Abbildung 1.18:Beispiel:Konstruktion einesPQ-Baumes
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� x ist ein voller P-Knoten,

� x ist ein Q-Knoten, dessenmarkierte Unterb•aumealle konsekutiv vorkommen
und die partiellen markierten Unterb•aume(sofernvorhanden)am Rand diese
konsekutiven Bereichs vorkommen oder der Q-Knoten bildet die Wurzel des
reduziertenTeilbaumes.

Daraus folgt unmittelbar, dass� 2 consistent (T(� :F )).

B � A : Sei also � 2 B. Sei T0 so gew•ahlt, dassT0 �= T und f (T0) = � . Nach
Voraussetzungkommen die Zeichen aus F in � hintereinander vor. Somit hat im
reduzierten Teilbaum Tr (T0; F ) jeder Knoten au�er der Wurzel maximal ein parti-
ellesKind und die Wurzel maximale zwei partielle Kinder. Jeder partielle Knoten
wird nach Konstruktion durch einen Q-Knoten ersetzt, dessenKinnder entweder
alle voll oder leer sind und derenvolle Unterb•aumekonsekutiv vorkommen.Damit
ist bei der bottom-up-Vorgehensweiseimmer eineSchabloneanwendbar und esgilt
� 2 consistent (reduce(T0; F )). Damit ist auch � 2 consistent (reduce(T; F )).

1.2.4 Implementierung

An dieserStellem•ussenwir noch ein paar Hinweisezur e�zien ten Implementierung
geben,da mit ein paarTricksdie Laufzeit zur Generierungvon PQ-B•aumendrastisch
gesenktwerdenkann. •Uberlegenwir unszuerstdie Eingabegr•o�e. Die Eingabeselbst
ist (� ; F ) und somit ist die Eingabegr•o�e �( j� j +

P
F 2F jF j).

Betrachten wir den Baum T auf den wir die Operation reduce(T; F ) loslassen.Mit
Tr (T; F ) bezeichnenwir denreduziertenTeilbaumvon T bez•uglich F . Dieserist •uber
die niedrigsteWurzel beschrieben, sodassalle ausF markierten Bl•atter Nachfahren
dieserWurzel sind. Der Baum Tr (T; F ) selbst besteht aus allen Nachfahren dieser
Wurzel. O�ensichtlich l•auft die Hauptarbeit innerhalb diesesTeilbaumesab. Diesee
Teilbaum von T sind in Abbildung 1.19schematisch dargestellt.

Aber selbstbei nur zwei markierten Bl•attern, kann dieserTeilbaum sehr gro� wer-
den.Also betrachten wir densogenannten relevantenreduziertenTeilbaum Tr r (T; F )
Dieserbesteht aus dem kleinsten zusammenh•angendenTeilgraphenvon T, der alle
markierten Bl•atter aus F enth•alt. O�ensichtlich ist Tr r (T; F ) ein Teilbaum von
Tr (T; F ), wobei die Wurzeln der beidenTeilb•aumevon T dieselben sind. Man kann
auch sagen,dassder relevante reduzierte Teilbaum aus dem reduzierten Teilbaum
entsteht, indem man leereTeilb•aumeherausschneidet. DieseTeilb•aumevon T sind
in Abbildung 1.19schematisch dargestellt.

Wir werdenzeigen,dassdie gesamte Arbeit im Wesentlichen im Teilbaum Tr r (T; F )
erledigt wird und diesesomit f•ur eine reduce-Operation proportional zu jTr r (T; F )j
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T
Tr (T; F )

Tr r (T; F )

Abbildung 1.19:Skizze:Bearbeitete Teilb•aumebei reduce(T; F )

ist. Somit ergibt sich f•ur die Konstruktion einesPQ-Baumesf•ur einegegebeneMenge
F = f F1; : : : ; Fng von Restriktionen die folgendeLaufzeit von

nX

i =1

O(jTr r (Ti � 1; Fi )j);

wobei T0 = T(�) ist und Ti = reduce(Ti � 1; Fi ). Wir m•ussenuns jetzt noch um zwei
Dinge Gedanken machen: Wie kann man die obige Laufzeit besser,anschaulicher
absch•atzen und wie kann man den relevanten reduzierten Teilbaum Tr r (T; F ) in
Zeit O(jTr r (T; F )j) ermitteln.

Zuerst k•ummernwir unsum die Bestimmung desrelevanten reduziertenTeilbaumes.
Dazu m•ussenwir uns aber erst noch ein paar genauereGedanken zur Implementie-
rung desPQ-Baumesselbstmachen. Die Kinder einesKnotens werden als doppelt
verkettete Liste abgespeichert, da ja f•ur die Anzahl der Kinder keineobereSchranke
a priori bekannt ist. Bei den Kindern einesP-Knoten ist die Reihenfolge,in der sie
in der doppelt verketteten Liste abgespeichert werden, beliebig. Bei den Kindern
einesQ-Knoten respektiert die Reihenfolgeinnerhalb der doppelt verketteten Liste
geradedie Ordnung, in der sie unter dem Q-Knoten h•angen.

Zus•atzlich werdenwir zum bottom-up Aufsteigenauch noch von jedemKnoten den
zugeh•origenElter wissenwollen. Leider wird sich herausstellen,dasseszu aufwendig
ist, f•ur jedenKnoten einenVerweiszu seinemElter aktuell zu halten. Daher werden
wie folgt vorgehen.Ein Kind einesP-Knotens erh•alt jeweils eineVerweis auf seinen
Elter. Bei Q-Knoten werden nur die beiden •au�ersten Kinder einen Verweis auf
ihren Elter erhalten. Wir werden im Folgendensehen,dassdies v•ollig ausreichend
seinwird.

27. April
In Abbildung 1.20 ist der Algorithmus zum Ermitteln des relevanten reduzierten
Teilbaumesangegeben.Prinzipiell versuchen wir ausgehendvon der Mengeder mar-
kierten Bl•atter aus F einen zusammenh•angenTeilgraphenvon T zu konstruieren,

Version0.32 Fassungvom 5. Januar 2005



20 Kapitel 1. Physical Mapping

Find Tree
f

int sectors= 0; set free,blocked; for all (f 2 F ) do free.add(f );
while (free.size() + sectors> 1)
f

if (free.is empty()) return (; ; ; );
else
f

v = free.remove FIFO();
if (parent( v) 6= nil)
f

if (parent( v) =2 V(Tr r ))
f

V (Tr r ) = V(Tr r ) [ f parent( v)g;
free.add(parent (v));

g
E(Tr r ) = E(Tr r ) [ ff v; parent(v)gg;

g
else
f

blocked.add(v);
if (9x 2 N (v) s.t. parent( x) 6= nil)
f

let y s.t. x 
 v 
 y;
let S be the sectorcontaining v;
for all (s 2 S) do
f

blocked.remove(s);
parent( s) = parent( x);
E(Tr r ) = E(Tr r ) [ ff s;parent( s)gg;

g
if (y 2 blocked) sectors�� ;

g
elsif (both neighbors of v are blocked) sectors�� ;
elsif (both neighbors of v are not blocked) sectors++ ;

g
g

g
return Tr r ;

g

Abbildung 1.20:Algorithmus: Ermittlung von Tr r (T; F )
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indem wir mit Hilfe der Verweiseauf die Eltern im Baum T von den Bl•atter ausF
nach oben laufen.

Um diesenAlgorithmus genauerverstehenzu k•onnen,m•ussenwir erst noch ein paar
Notationen vereinbaren.Wir halten zwei Listen als FIFO-Queuevor: die Mengefree
der sogenannten freienKonten und eineMengeblockedder sogenannten blockierten
Knoten. Dazu m•ussenwir jedoch zuerst noch aktive Knoten de�nieren.

Ein Knoten hei�t aktiv, wennwir wissen,dasser ein Vorfahr einesmarkierten Blattes
ausF ist. Ein aktiver Knoten hei�t frei, wenn die Kante zu seinemElter noch nicht
betrachtet wurde. Ein aktiver Knoten ist blockiert, wennwir festgestellthaben,dass
wir seinenElter nicht kennen.Es kann alsodurchausfreie Knoten geben, die keinen
Verweis auf ihren Elter haben oder deren Eltern selbst schon frei sind (wir haben
dies nur noch nicht bemerkt). Um die Notation einfacher zu halten, werden wir
blockierte Knoten nicht als frei bezeichen.

Wenn wir jetzt versuchen den kleinsten zusammenh•angendenTeilbaum zu konstru-
ieren, der alle markierten Bl•atter enth•alt, gehenwir bottom-up durch den Baum
und konstruierendabei viele kleine Teilb•aume,die durch Verschmelzenletztendlich
im Wesentlichen den relevanten reduzierten Teilbaum ergeben. Zu Beginn besteht
dieseMengeder Teilb•aumeausallen markierten Bl•attern.

Eine Folgevon blockierten Knoten, die aufeinanderfolgendeKinder desselben Kno-
tens sind (der dann ein Q-Knoten sein muss), nennenwir einen Sektor. Beachte,
dassein Sektor nie einesder •au�ersten Kinder einesQ-Knoten enthalten kann, da
diesenach De�nition ihren Elter kennen.

Zuerst •uberlegenwir uns,wann wir die Prozedurabbrechen.Wennesnur noch einen
freien Knoten und keineblockierten Knoten (und damit auch keineSektoren)mehr
gibt, brechenwir ab. Dann habenwir entwederdie Wurzel desrelevanten reduzierten
Teilbaumesgefunden,oder wir be�nden uns mit der freien Wurzel bereits auf dem
Wegvon der gesuchten Wurzelzur WurzeldesGesamtbaumesT. Wir wissenja leider
nicht in welcher Reihenfolgewir die Knoten desrelevanten reduziertenTeilbaumes
aufsuchen. Es kann durchaus passieren,dass wir die Wurzel recht schnell �nden
und den restlichen Teil des Baumesnoch gar nicht richtig untersucht haben. Dies
passiertinsbesonderedann,wennan der Wurzel bereitsein Blatt h•angt. Andererseits
brechen wir ab, wenn wir nur noch einenSektor bearbeiten. Der Elter der Knoten
diesesSektorsmussdann die gesuchte Wurzel desrelevanten reduziertenTeilbaumes
sein.

Wenn immer wir mindestenszwei Sektorenund keine freie Wurzel mehr besitzen,
ist klar, dasswir im Fehlerfall sind, d.h f•ur die gegebeneMengeF von Restriktionen
kann es keinen korrespondierendenPQ-Baum geben. Andernfalls m•usstenwir die
M•oglichkeit haben,diesebeideSektorenmithilfe von freienWurzelnzuverschmelzen.
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Was tut unser Algorithmus also, wenn esnoch freie Wurzeln gibt? Er nimmt eine
solche freie Wurzel v her und testet, ob der Elter von v bekannt ist. Falls ja, f•ugt er
die Kante zum Elter in den relevanten reduziertenTeilbaum ein. Ist der Elter selbst
noch nicht im relevanten reduziertenTeilbaum enthalten, so wird auch dieserdarin
aufgenommenund der Elter selbstals frei markiert.

Andernfalls wird der betrachtete Knoten v als blockiert erkannt. Jetzt m•ussenwir
nur die Anzahl der Sektorenaktualisieren.Dazu stellen wir zun•achst fest, ob v ein
direktes Geschwister (Nachbar in der doppelt verketteten Liste) besitzt, der seinen
Elter schon kennt. Wenn ja, dann sei y dasanderedirekte Geschwister von v (man
•uberlegesich, dassdiesesexistierenmuss).Die Folge(x; v; y) kommt alsosooder in
umgekehrter Reihenfolgein der doppelt verketteten Liste der Geschwister vor. Mit
S bezeichnen wir jetzt den Sektor, der v enth•alt (wie wir diesenbestimmen,ist im
Algorithmus nicht explizit angegeben und die technischen Details seiendem Leser
•uberlassen).

Da S nun mit v einen blockierten Knoten enth•alt, der eine Geschwister hat, der
seinenElter kennt, k•onnenwir jetzt auch allen Knoten diesesSektorsS seinenElter
zuweisenund die die entsprechendenKanten in denrelevanten reduziertenTeilbaum
aufnehmen.War y vorher blockiert, so reduziert sich die Anzahl der Sektorenum
eins,da alle Knoten im Sektor von y jetzt ihren Elter kennen

Es bleibt der Fall •ubrig, wo kein direktes Geschwister von v seinenElter kennt. In
diesemFall muss jetzt nur noch die Anzahl der Sektorenaktualisiert werden. Ist v
ein isolierter blockierte Knoten (besitzt also kein blockiertes Geschwister), so muss
die Anzahl der Sektorenum einserh•oht werden.WarenbeideGeschwister blockiert,
so werdendieseSektorenmithilfe von v zu einemverschmolzenund die Anzahl der
Sektorensinkt um eins. War genauein direktes Geschwister blockiert, so erweitert
v diesenSektor und die Anzahl der Sektorenbleibt unver•andert.

Damit haben wir die Korrektheit des Algorithmus zur Ermittlung des relevanten
reduziertenTeilbaumesbewiesen.Bleibt am EndedesAlgorithmus einefreie Wurzel
oder ein Sektor •ubrig, sohabenwir denrelevanten reduziertenTeilbaum im Wesent-
lichengefunden.Im erstenFall be�nden wir unsmit der freienWurzel auf demPfad
von der eigentlichenWurzel zur Wurzelder Gesamtbaumes.Durch Absteigenk•onnen
wir die gesuchte Wurzel als denKnoten identi�zieren, an demeineVerzweigungauf-
tritt. Im zweiten Fall ist, wie gesagt,der Elter der blockierten Knoten im gefunden
Sektor die gesuchte Wurzel.

Eigentlich haben wir im zweiten Fall die Wurzel des reduzierten Teilbaumesnicht
wirklich gefunden,sondernnur einige (konsekutive) Kinder der Wurzel, die einen
Sektor bilden. An die Wurzel selbstkommenwir ohnegr•o�eren Zeitaufwand eigent-
lich auch gar nicht heran. Algorithmisch ist es jedoch v•ollig ausreichend, dasswir
den Sektor ermittelt haben (mit seinenbeidenKnoten am Rand). In den zutre�en-
den Schablonen(Q2 und Q3) werden die Kinder desbzw. der partiellen Q-Knoten
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ja in die Geschwisterliste der Wurzel eingeh•angt. Dazu muss man die Wurzel des
reduzierten Teilbaumes•uberhaupt nicht kennen, sondern nur den Zugri� an der
richtigen Stelle auf dessenKinderliste haben. Dieseist durch die doppelt verkettete
Geschwisterliste jedoch gegeben, da der Rand des Sektors genauauf dieseStellen
verweist, wo die Kinderliste(n) eingef•ugt werdenm•ussen.

Implementierungstechnisch m•ussenwir noch darauf hinweisen,dasswir beim Ver-
schmelzen von Sektoren,wovon einer der Sektoren seinenElter kennt, nicht per-
manent die Elter-Informationen aktualisiert werden.Nach Einbau einer Restriktion
m•ussenwir Elter-Informationen von Kindern von Q-Knoten, die nicht das •alteste
oder j •ungste Kind sind, wieder l•oschen. Sonst k•onnten beim Einbauen anderer
Restriktionen alte, nicht mehr aktuelle Verweiseauf Eltern •uberleben. Dazu m•ussen
wir uns bei der Bestimmung desreduziertenTeilbaumesmerken, welche Kinder von
Q-Knoten, die dann nicht •alteste bzw. j •ungste Kinder sind, ihren Verweis auf ihr
Elter vor•ubergehendgesetzthabenund dieseVerweiseam Endewiederl•oschen.Dies
verursacht keinenwesentlichenzeitlich Zusatzaufwand.Ein allgemeinesL•oschenaller
Elterinformationen von Kindern von Q-Knoten w•are hingegenviel zu teuer.

1.2.5 Laufzeitanalyse

Wir haben die Lauzeit bereits mit

nX

i =1

O(jTr r (Ti � 1; Fi )j)

abgesch•atzt, wobei T0 = T(� ; ; ) ist und Ti = reduce(Ti � 1; Fi ). Zuerst wollen wir
uns noch wirklich •uberlegen,dassdieseBehauptung stimmt. Das einzigeProblem
hierbei ist, dassja aus dem relevanten reduzierte Teilbaum Kanten herausf•uhren,
an denenandereKnoten desreduziertenTeilbaumesh•angen,die jedoch nicht zum
relevanten reduzierten Teilbaum geh•oren (in Abbildung 1.19 sind dies Kanten aus
dem blauen in den roten Bereich). Wenn wir f•ur jede solche Kante nachher bei der
Anwendungder SchablonendenElterverweisin denrelevanten reduziertenTeilbaum
aktualisieren m•ussten, h•atten wir ein Problem. Dies ist jedoch wie gleich sehen
werden,gl•ucklicherweisenicht der Fall.

1.2.5.1 Die Schablonen P0, P1, Q0 und Q1

Zuerst bemerken wir, dassdie Schablonen P0 und Q0 nie angewendet werden, da
dieseerstensnichts ver•andernund zweitensnur au�erhalb desrelevanten reduzierten
Teilbaumsanwendbarsind. Bei denSchablonenP1 und Q1 sind keineVer•anderungen
deseigentlichen PQ-Baumesdurchzuf•uhren.
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1.2.5.2 Die Schablone P2

Bei der SchabloneP2 (sieheAbbildung 1.9auf Seite10)bleibendie Knoten au�erhalb
desrelevanten reduziertenTeilbaumesunver•andert und auch die Wurzel •andert sich
nicht. Wir m•ussennur die Wurzeln der vollen Teilb•aume und den neuen Knoten
aktualisieren.

1.2.5.3 Die Schablone P3

Bei der SchabloneP3 (sieheAbbildung 1.10auf Seite11) verwendenwir den Trick,
dasswir die alte Wurzel alsWurzel der leerenTeilb•aumebelassen.Somit musseben-
falls nur an den Wurzeln der vollen Teilb•aumen und der neu eingef•uhrten Knoten
etwas ver•andert werden.Dasswir dabei auch den Elter-Zeiger der alten Wurzel des
betrachteten Teilbaumesaktualisierenm•ussenist nicht weiter tragisch, da dies nur
konstante Kosten pro Schablone(und somit pro Knoten desbetrachteten relevanten
reduziertenTeilbaumes)verursacht.

1.2.5.4 Die Schablone P4

Bei derSchabloneP4 (sieheAbbildung 1.11auf Seite11) ist dieswiedero�ensichtlich,
da wir nur ein paar volle Teilb•aumeumh•angenund einenneuenP-Knoten einf•uhren.

1.2.5.5 Die Schablone P5

Bei der SchabloneP5 (sieheAbbildung 1.12auf Seite12) verwendenwir denselben
Trick wie bei SchabloneP3. Die alte Wurzel mitsamt ihrer Kinder wird umgeh•angt,
so dassdie eigentliche Arbeit an der vollen und neuenKnoten statt�ndet.

1.2.5.6 Die Schablone P6

Bei der SchabloneP6 (sieheAbbildung 1.13auf Seite13) gilt dasselbe. Hier werden
auch zwei Q-Knoten verschmolzen und ein P-Knoten in deren Kinderliste mitauf-
genommen.Da wir die Mengeder Kinder als doppelt verkettet Liste implementiert
haben, ist diesebenfallswieder mit konstantem Aufwand realisierbar.
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1.2.5.7 Die Schablone Q2

Bei der Schablone Q2 (sieheAbbildung 1.16 auf Seite 15) wird nur ein Q-Knoten
in einenanderenKnoten hineingeschoben. Da die Kinder einesKnoten als doppelt
verkettete Liste implementiert ist, kann dies in konstanter Zeit geschehen.

EinzigesProblem ist die Aktualisierung der Kinder desKinder-Q-Knotens. W•urde
jedesKind einenVerweisauf seinenElter besitzen,sok•onnte diesteuer werden.Da
wir dies aber nur f•ur die •au�ersten Kinder verlangen,m•ussennur von den •au�ers-
ten Kindern des Kinder-Q-Knotens die Elter-Information eliminiert werden, was
sich in konstanter Zeit realisierenl•asst.Alle inneren Kinder einesQ-Knotens sollen
ja keine Informationen •uber ihren Elter besitzen.Ansonstenk•onnte nach ein paar
UmorganisationendesPQ-BaumesdieseInformation falsch sein.Da ist dann keine
Information besserals einefalsche.

1.2.5.8 Die Schablone Q3

Bei der Schablone Q3 (sieheAbbildung 1.17 auf Seite 16) gilt die Argumentation
von der SchabloneQ2 analog.

1.2.5.9 Der Pfad zur Wurzel

Zum Schlussm•ussenwir uns nur noch •uberlegen,dasswir eventuell Zeit verbraten,
wenn wir auf dem Weg von der Wurzel desrelevanten reduzierten Teilbaumeszur
eigentlichen Wurzel desBaumesweit nach oben laufen. DieserPfad k•onnte wesent-
lich gr•o�er seinals die Gr•o�e desrelevanten reduziertenTeilbaumes.

Hierbei hilft uns jedoch, dasswir die Knoten aus der Mengefree in FIFO-Manier
(�rst-in-�rst-out) entfernen. Das bedeutet, bevor wir auf diesemWurzelweg einen
Knoten nach oben steigen,werdenzun•achst alle anderenfreien Knoten betrachtet.
Dies ist immer mindestensein anderer.Andernfalls g•abe es nur einen freien Kno-
ten und einen Sektor. Aber da der freie Knoten auf dem Weg von der Wurzel des
relevanten reduzierten Teilbaumeszur Wurzel desBaumesk•onnte den blockierten
Sektornie befreien.In diesemFall k•onnten wir zwar denganzenWegbis zur Wurzel
hinauaufen, aber dann g•abe eskeine L•osungund ein einmaligesDurchlaufen des
Gesamt-Baumesk•onnenwir uns leisten.

Sind also immer mindestenszwei freie Knoten in der freien Menge. Somit wird
beim Hinauaufen jeweils der relevante reduzierte Teilbaum um eins vergr•o�ert.
Damit k•onnenwir auf dem Weg von der relevanten reduziertenWurzel zur Wurzel
des Baumesnur so viele Knoten nach oben ablaufen wie es insgesamt Knoten im
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relevanten reduziertenTeilbaum geben kann. Diesezus•atzlichen Faktor k•onnenwir
jedoch in unsererGro�-O-Notation verstecken.

29. April

1.2.6 Anzahlbestimmung angewendeter Schablonen

Da die Anzahl die Knoten im relevanten reduziertenTeilbaum gleich der angewen-
dete Schablonen ist, werden wir f•ur die Laufzeitabsch•atzung die Anzahl der ange-
wendetenSchablonenabz•ahlenbzw. absch•atzen.Mit ]P i bzw. ]Q i bezeichnenwir die
Anzahl der angewendetenSchablonenPi bzw. Qi zur Konstruktion desPQ-Baumes
f•ur �(� ; F ).

1.2.6.1 Bestimmung von ]P0 und ]Q0

DieseSchablonenwerdenwie bereits erw•ahnt nie wirklich angewendet.

1.2.6.2 Bestimmung von ]P1 und ]Q1

Man •uberlegt sich leicht, dass solche Schablonen nur in Teilb•aumen angewendet
werdenk•onnen,in denenalle Bl•atter markiert sind. Da nach Lemma1.3 die Anzahl
der innerenKnoten durch die Anzahl der markierten Bl•atter beschr•ankt sind, gilt:

]P1 + ]Q1 = O

 
X

F 2F

jF j

!

:

1.2.6.3 Bestimmung von ]P2, ]P4, ]P6 und ]Q3

Dann nach diesenSchablonendie Prozedur reduce(T; F ) abgeschlossenist, k•onnen
diesenur einmal f•ur jede Restriktion angewendet werdenuns daher gilt:

]P2 + ]P4 + ]P6 + ]Q3 = O(jF j):

1.2.6.4 Bestimmung von ]P3

DieseSchablonegenerierteinenneuenpartiellen Q-Knoten, der vorher noch nicht da
war (sieheauch Abbildung 1.10).Da in einemPQ-Baum nicht mehr alszwei partielle
Q-Knoten (die nicht Vorfahr einesanderensind) auftreten k•onnenund partielle Q-
Knoten nicht wieder verschwinden k•onnen,kann f•ur jede Anwendungreduce(T; F )
nur zweimal die SchabloneP3 angewendet werden.Daher gilt

]P3 � 2jF j = O(jF j):
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1.2.6.5 Bestimmung von ]P5 + ]Q2

Hierf•ur de�nieren zun•achst einmal recht willk •urlich die Norm einesPQ-Baumeswie
folgt: Die Norm einePQ-BaumesT, in ZeichenjjTjj, ist die Summeausder Anzahl der
Q-Knoten plus der Anzahl der inneren Knoten von T, die Kinder einesP-Knotens
sind. Man beachte, dassQ-Knoten in der Norm zweimal gez•ahlt werden k•onnen,
n•amlich genaudann, wenn sieein Kind einesP-Knotens sind.

Zuerst halten wir ein paar elementare Eigenschaften dieserNorm fest:

1. Es gilt jjT jj � 0 f•ur alle PQ-B•aumeT;

2. jjT(�) jj = 0;

3. Die Anwendungeiner beliebigeSchabloneerh•oht die Norm um maximal eins,
d.h jjS(T)jj � jjT jj + 1 f•ur alle PQ-B•aumeT, wobei S(T) der PQ-Baum ist, der
nach Ausf•uhrung einer SchabloneS entsteht.

4. Die Schablonen P5 und Q2 erniedrigen die Norm um mindestenseins, d.h.
jjS(T)jj � jjT jj � 1 f•ur alle PQ-B•aume T, wobei S(T) der PQ-Baum ist, der
nach Ausf•uhrung einer SchabloneS 2 f P5; Q2g entsteht.

Die erstenbeidenEigenschaften folgenunmittelbar ausder De�nition der Norm. Die
letzten beiden Eigenschaften werden durch eine genaueInspektion der Schablonen
klar (dem Leserseiexplizit empfohlen,dieszu veri�zieren).

Da wir mit den Schablonen P5 und Q2 die Norm ganzzahligerniedrigen und mit
jeder anderenSchablone die Norm ganzzahligum maximal 1 erh•ohen, k•onnen die
SchablonenP5 und Q2 nur sooft angewendetwerden,wie die anderen.Grob gesagt,
eskann nur das weggenommenwerden, was schon einmal hingelegt wurde. Es gilt
also:

]P5 + ]Q2 � ]P1 + ]P2 + ]P3 + ]P4 + ]P6 + ]Q1 + ]Q3

= O

 

jF j +
X

F 2F

jF j

!

= O

 
X

F 2F

jF j

!

:

Damit haben wir die Laufzeit f•ur einen erfolgreichen Fall berechnet. Wir m•ussen
uns nur noch •uberlegen,was im erfolglosenFall passiert, wenn also der leerePQ-
Baum die L•osungdarstellt. In diesemFall berechnen wir zuerst f•ur eineTeilmenge
F 0 ( F einen konsistenten PQ-Baum. Bei Hinzunahme der Restriktion F stellen
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wir fest, dassF 00:= F 0[ f F g keineDarstellung durch einenPQ-Baum besitzt. F•ur
die Berechnung desPQ-Baumesvon F 0 ben•otigen wir, wie wir eben gezeigthaben:

O

 

j� j +
X

F 2F 0

jF j

!

= O

 

j� j +
X

F 2F

jF j

!

:

Um festzustellen,dassF 00keineDarstellung durch einenPQ-Baum besitzt, m•ussen
wir im schlimmsten Fall den PQ-Baum T0 f•ur F 0 durchlaufen. Da dieserein PQ-
Baum ist und nach Lemma 1.3 maximal j� j innere Knoten besitzt, da er genauj� j
Bl•atter besitzt, folgt, dassder Aufwand h•ochstenO(j� j) ist. Fassenwir dasErgebnis
noch einmal zusammen.

Theorem 1.9 Die Menge�(� ; F ) kann durch einen PQ-Baum mit

consistent (T) = �(� ; F )

dargestellt und in Zeit O
�
j� j +

P
F 2F jF j

�
berechnet werden.

Somit haben wir einen e�zien ten Algorithmus zur genomischen Kartierung gefun-
den,wenn wir voraussetzten,dassdie Experimente fehlerfrei sind. In der Regelwird
diesjedoch nicht der Fall sein,wie wir dasschon am EndedeserstenAbschnitt dieses
Kapitels angemerkthaben.Wollten wir FalseNegativesber•ucksichtigen, dann m•uss-
ten wir erlauben, dassdie Zeichen einer Restriktion nicht konsekutiv in einer Per-
mutation auftauchen m•ussten,sonderndurchaus wenige(ein oder zwei) sehr kurze
L•ucken (von ein oder zwei Zeichen) auftreten d•urften. F•ur FalsePositivesm•ussten
wir zudemwenigeeinzelneisolierte ZeicheneinerRestriktion erlauben.Und f•ur Chi-
meric Clonesm•ussteauch eine oder zwei zus•atzliche gr•o�ere L•ucken erlaubt sein.
Leider hat sich gezeigt,dasssolche modi�zierten Problemstellungbereits N P-hart
sind und somit nicht mehr e�zien t l•osbarsind.

1.3 PQR-B•aume

In diesemAbschnitt wollen wir eine Verallgemeinerungvon PQ-B•aumen,nament-
lich PQR-B•aume, vorstellen. Hierbei gibt es neben P- und Q-Knoten auch noch
R-Knoten. Vorteil wird sein,dassesm•oglich ist, f•ur jede Mengevon Restriktionen
einenPQR-Baum zu konstruieren.Dabei wird esnur dann R-Knoten geben, wenn
die Mengevon Restriktionen nicht die C1P erf•ullt. Sollte die C1P nicht erf•ullt sein,
dann k•onnenuns die R-Knote im PQR-Baum Hinweiseliefern, an welchen

"
Stellen\

esProblemebei der Erf•ullung der C1P f•ur die gegebeneMengevon Restriktionen
gibt.
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1.3.1 De�nition

De�nieren wir zuerst, was wir formal unter einemPQR-Baum verstehenwollen.

De�nition 1.10 Sei � ein endliches Alphabet. Dann ist ein PQR-Baum •uber �
induktiv wie folgt de�niert:

� Jeder einelementigeBaum (also ein Blatt), dasmit einemZeichenaus� mar-
kiert ist, ist ein PQR-Baum.

� Sind T1; : : : ; Tk PQR-B•aume, dann ist der Baum, der aus einem so genann-
ten P-Knoten als Wurzel entstehtund dessenKinder die Wurzeln der B•aume
T1; : : : ; Tk sind, ebenfalls ein PQR-Baum.

� Sind T1; : : : ; Tk PQR-B•aume,dann ist der Baum, der auseinemso genannten
Q-Knoten als Wurzel entsteht und dessenKinder die Wurzeln der B•aume
T1; : : : ; Tk sind, ebenfalls ein PQR-Baum.

� Sind T1; : : : ; Tk PQR-B•aume, dann ist der Baum, der aus einem so genann-
ten R-Knoten als Wurzel entstehtund dessenKinder die Wurzeln der B•aume
T1; : : : ; Tk sind, ebenfalls ein PQR-Baum.

Wie man leicht der De�nition entnimmt, ist jeder PQ-Baum auch ein PQR-Baum.

P-Knoten Q-Knoten R-Knoten

Abbildung 1.21:Skizze:Darstellung von P- und Q-Knoten

In der Abbildung 1.21ist skizziert, wie wir in Zukunft P- bzw. Q-Knoten graphisch
darstellenwollen. P-Knoten werdendurch Kreise,Q-Knoten durch langeRechtecke
und R-Knoten mit doppelt umrandetenKreisen dargestellt. F•ur die Bl•atter f•uhren
wir keine besondereKonvention ein. In der Abbildung 1.22 ist das Beispiel eines
PQR-Baumesangegeben.

De�nition 1.11 Ein PQR-Baum hei�t echt , wenn folgendeBedingungen erf•ullt
sind:

� JedesElement a 2 � kommt genaueinmal als Blattmarkierung vor;

� Jeder P-Knoten hat mindestenszwei Kinder;

� Jeder Q-Knoten hat mindestensdrei Kinder;

� Jeder R-Knoten hat mindestensdrei Kinder.
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A BB

C D E

F G
H I

Abbildung 1.22:Beispiel:Ein PQR-Baum

Der in Abbildung 1.22 angegebenePQ-Baum ist also ein echter PQR-Baum. Auch
f•ur echte PQR-B•aumegilt, dassdie Anzahl der P-, Q- und R-Knoten kleiner als die
Kardinalit •at desbetrachteten Alphabets � ist.

Die R-Knoten werden innerhalb desPQR-Baumesdie Stellen angeben, wo bei der
Einarbeitung neuerRestriktionen Widerspr•uche zur C1P aufgetretensind.

De�nition 1.12 Sei T ein echter PQR-Baum •uber � . Die Frontier von T, kurz
f (T) ist die Permutation •uber � , die durch dasAblesender Blattmarkierungen von
links nach rechts geschieht(also die Reihefolgeder Blattmarkierungen in einer Tie-
fensucheunter Ber•ucksichtigungder Ordnungauf den Kindern jedesKnotens).

Die Frontier desBaumesausAbbildung 1.22ist dann ABCDEFGHI.

De�nition 1.13 Zwei echtePQR-B•aumeT und T0 hei�en •aquivalent , kurz T �= T0,
wenn sie durch endliche AnwendungfolgenderRegeln ineinander •uberf•uhrt werden
k•onnen:

� BeliebigesUmordnen der Kinder einesP- oder R-Knotens;

� Umkehren der Reihenfolgeder Kinder einesQ-Knotens.

De�nition 1.14 Sei T ein echter PQR-Baum, dann ist consistent(T) die Menge
der konsistentenFrontiers von T, d.h.:

consistent(T) = f f (T0) : T �= T0g:

Beispielsweisebe�nden sich dann in der Mengeconsistent (T) f•ur den Baum ausder
Abbildung 1.22:BADCEFGIH, ABGFCDEHI oder HIDCEFGBA.

4. Mai
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1.3.2 Eigenschaften von PQR-B•aumen

In diesemAbschnitt wollenwir zuerstein paarelementare Begri�e und Eigenschaften
von PQR-B•aumenfesthalten.

De�nition 1.15 Sei T ein PQR-Baum •uber � und v 2 V(T). Dann ist die Domain
des Knotens v, bezeichnetmit DT (v), als die Menge der Blattmarkierungen von
Nachfolgernvon v de�niert. F•ur S � V(T) ist

DT (S) =
[

v2 S

DT (v):

Im Beispiel in der Abbildung 1.22 ist die Domain f•ur den Q-Knoten, der Kind
der Wurzel ist, geradef C; D; E; F; Gg. Die Domain der Menge der P-Knoten ist
f A; B ; H; I g.

De�nition 1.16 Sei � ein Alphabet. Die trivialen Teilmengenvon � , bezeichnet
mit T (�) , sind:

T (�) = f; ; � g [ ff ag : a 2 � g :

De�nition 1.17 Sei � 2 � � , dann ist consec(� ) die Mengealler von � induzierten
Restriktionen •uber � , d.h. die Mengealler Mengenvon in � konsekutiverZeichen:

consec(� ) = f f � i ; � i +1 : : : ; � j � 1; � j g : i; j 2 [1 : n]g

f•ur � = � 1 � � � � n .

F•ur � = acdbist

consec(� ) = T (f a;b;c;dg) [
n

f a;cg; f c;dg; f b;dg; f a;c;dg; f b;c;dg
o

:

De�nition 1.18 Sei � ein Alphabet und S � � � , dann ist

consec(S) :=
\

� 2 S

consec(� ):

F•ur S = f acdb;abcdg ist

consec(S) = T (f a;b;c;dg) [
n

f c;dg; f b;c;dg
o

:
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De�nition 1.19 Sei � ein Alphabet und F eine Menge von Restriktionen. Eine
TeilmengeA � � hei�t implizite Restriktion, wenn gilt:

�(� ; F ) = �(� ; F [ f Ag):

Lemma 1.20 Sei � ein Alphabet und F eine beliebigeMenge von Restriktionen,
dann ist f•ur beliebigeMengenA; B 2 F

� A \ B eine implizite Restriktion (Durchschnitt );

� A [ B eine implizite Restriktion, sofern A \ B 6= ; (nicht-disjunkte Vereini-
gung);

� A n B eine implizite Restriktion, sofern B 6� A (Mengensubtraktion einer
Nicht-Teilmenge);

� jedesElement aus T (�) eine implizite Restriktion.

Bew eis: •Ubungsaufgabe.

De�nition 1.21 Sei � ein Alphabet. Eine Menge F von Restriktionen hei�t
vollst•andig, wenn sie bereits alle impliziten Restriktionen enth•alt.

De�nition 1.22 Sei � ein Alphabet und F eine Mengevon Restriktionen •uber � .
Mit F bezeichnenwir die kleinste (bzgl. Mengeninklusion)Teilmengevon 2� , die
vollst•andig ist und F enth•alt.

Das folgendeLemma zeigt, dassdie vorhergehendeDe�nition wohlde�niert ist und
gibt eineandereCharakterisierungder kleinste vollst•andigenMenge,die F enth•alt.

Lemma 1.23 Es gilt
F =

\

F �F 0� �
F 0ist vollst• andig

F 0:

Bew eis: •Ubungsaufgabe.

Theorem 1.24 Sei � ein Alphabet und F eine Mengevon Restriktionen •uber � ,
dann gilt:

�(� ; F ) = �(� ; F ):
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Bew eis: •Ubungsaufgabe.

1.3.3 Beziehung zwischen PQR-B•aumen und C1P

In diesemAbschnitt gebenwir einigeBeziehungenzwischenPQR-B•aumenund Men-
genvon Restriktionen an, die die C1P erf•ullen

De�nition 1.25 Sei T ein PQR-Baum •uber einemAlphabet � , dann ist die Menge
Compl(T) wie folgt de�niert:

� T (�) � Compl(T);

� DT (S) 2 Compl(T), wenn S die Mengealler Kinder einesP-Knotens von T
ist.

� DT (S) 2 Compl(T), wenn S eine beliebigeMengekonsekutiverKinder eines
Q-Knotens von T ist.

� DT (S) 2 Compl(T), wenn S eine beliebige Menge von Kindern eines R-
Knotens von T ist.

Theorem 1.26 Sei T ein PQR-Baum •uber einem Alphabet � , dann ist Compl(T)
vollst•andig.

Bew eis: O�ensichtlich gilt T (�) � Compl(T). Esmussalsonur noch der Abschluss
gegenDurchschnitt, nicht-disjunkte Vereinigungund Mengensubtraktionvon Nicht-
Teilmengengezeigtwerden.

SeienS und S0 jeweils eine Menge von Kindern einesKnotens in T. Nehmenwir
zun•achst an, dass der Elter v der Knoten aus S und der Elter w der Knoten
aus S0 verschieden sind. Ist v ein Nachfolger einesKindes in S0 von w, dann gilt
DT (S) � DT (S0). Ist andernfallsw ein NachfolgereinesKindes in S von v, dann gilt
DT (S0) � DT (S). Andernfalls ist DT (S) \ DT (S0) = ; . In all diesenF•allen erzeugen
die OperationenDurchschnitt, nicht-disjunkte Vereinigungund Mengensubtraktion
von Nicht-Teilmengennur triviale Restriktionen oder die bereits bekannten.

Seienalso jetzt S und S0 Mengenvon Kindern desselben Knotens v. Ist v ein P-
Konten, dann muss S = S0 sein und es ist nichts zu zeigen.Ist v ein Q-Knoten,
dann m•ussendie Mengen S und S0 konsekutive Kinder umfassen.Bei allen drei
Operationen entstehen Mengen, die sich wieder als eine Menge DT (S00) f•ur eine
geeignetekonsekutive KindermengeS00von v schreiben lassenoder trivial sind. Ist
v ein R-Knoten, dann sind S und S0 beliebigeMengenvon Kindern in v. Bei allen
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drei OperationenentstehenMengen,die sich wiederals eineMengeDT (S00) f•ur eine
MengeS00von Kindern von v schreiben lassenoder trivial sind.

Im Folgendengeben wir noch einigeS•atze ohneBeweisean, um die Beziehung zwi-
schen PQ- und PQR-B•aumenunter Ber•ucksichtigung der Erf•ullbarkeit der C1P zu
beleuchten.

Lemma 1.27 Sei T ein PQR-Baum ohneR-Knoten, dann gilt

Compl(T) = consec(consistent(T)):

Ist ein PQR-Baum ein PQ-Baum, dann k•onnen wir die Menge der konsistenten
Frontiers auch indirekt durch die vollst•andigeMengeCompl(T) beschreiben.

Lemma 1.28 Ein PQR-Baum T besitzt genau dann keinen R-Knoten, wenn
�(� ; Compl(T)) 6= ; .

Damit haben wir eine Charakterisierung,wann ein PQR-Baum R-Knoten besitzt.
Insbesondereerhaltenwir genaudann wiederPQ-B•aume,wenndie gegebeneMenge
von Restriktionen die C1P erf•ullt.

Lemma 1.29 Sei T ein PQR-Baum ohneR-Knoten, dann gilt

�(� ; Compl(T)) = consistent(T):

Damit wissenwir, dassdie MengeCompl(T) ebenfallsdie Struktur der Restriktionen
beschreibt, wenn die Mengevon Restriktionen die C1P erf•ullt.

Theorem 1.30 Sei F ein Menge von Restriktionen •uber � , die die C1P besitzt,
und sei T ein PQR-Baum mit Compl(T) = F , dann gilt

�(� ; F ) = consistent(T):

Damit wissenwir, dasswir f•ur eineMengeF von Restriktionennur einenPQR-Baum
T mit Compl(T) = F konstruierenm•ussen,um festzustellen,dassdie Mengedie C1P
erf•ullt. Andernfalls erhalten wir einen PQR-Baum, der R-Knoten enth•alt und uns
auf Problemstellenaufmerksammacht, die f•ur die MengeF die C1P verhindert.

6. Mai
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1.3.4 Orthogonalit •at

Nun f•uhrenwir noch denBegri� derOrthogonalit•at ein.Diesenben•otigenwir, um die
Mengen,die die Knoten desPQR-Baumesbeschreiben, besserverstehenzu k•onnen.

De�nition 1.31 Sei � ein Alphabet und A; B � � . Dann hei�en A und B
orthogonalzueinander,bezeichnetmit A ? B, wenneineder folgendenBedingungen
erf•ullt ist:

� A � B ,

� A � B oder

� A \ B = ; .

Sei A � � und F � 2� , dann ist genaudann A ? F , wenn A ? F f•ur alle F 2 F .
Es bezeichne

F ? := f A � � : A ? F g:

Sind F ; G � 2� , dann gilt F ? G genaudann, wennF ? G f•ur alle F 2 F und alle
G 2 G.

Theorem 1.32 Sei T ein PQR-Baum •uber einemAlphabet � und v 2 V(T). Dann
gilt DT (v) 2 Compl(T) \ Compl(T)? . Umgekehrtgibt es f•ur jede nichtleere Menge
H 2 Compl(T) \ Compl(T)? einen Knoten v 2 V(T) mit DT (v) = A.

Bew eis: ) : Wir zeigenzuerst,dassDT (v) 2 Compl(T) gilt. Ist v ein Blatt, dann
ist DT (v) = f vg 2 T (�) � Compl(T). Sei also im Folgendenv ein interner Knoten
von T und seiS die Mengealler Kinder von v. Dann gilt unabh•angig vom Typ des
Knotens v, dassDT (S) 2 Compl(T). Da DT (v) = DT (S), folgt die Behauptung.

Wir zeigenjetzt, dassDT (v) 2 Compl(T)? gilt. Zuerst halten wir fest, dassnach
De�nition T (�) � Comp(T)? gilt. Sei A 2 Compl(T) beliebig. Es gen•ugt also zu
zeigen,dassDT (v) ? A gilt. Da A 2 Compl(T), existiert einen Knoten x 2 V(T)
und eineMengeS von Kindern von x mit A = DT (S).

Ist v ein Vorg•anger von x, dann gilt nach De�nition DT (S) � DT (v) und damit
DT (S) ? DT (v) und somit auch A ? DT (v).

Ist v ein Nachfolger einesKindes von x ausder MengeS, dann gilt nach De�nition
DT (v) � DT (S) und damit DT (S) ? DT (v) und somit auch A ? DT (v).

Ist v ein Nachfolger einesKindes von x, das nicht zu S geh•ort oder ist v wederein
Vorg•angernoch ein Nachfolger von x, dann gilt o�ensichtlich DT (v) \ DT (S) = ; .
Auch in diesemFall gilt dann wieder DT (S) ? DT (v) und somit auch A ? DT (v).

Version0.32 Fassungvom 5. Januar 2005



36 Kapitel 1. Physical Mapping

In allen F•allen gilt also DT (v) ? A f•ur beliebigeMengenA 2 Compl(T). Also ist
DT (v) 2 Compl(T)? .

( : Sei H 2 Compl(T) \ Compl(T)? . Ist H 2 T (�), dann existiert o�ensichtlich
ein Blatt v oder die Wurzel mit H = DT (v). Beachte, dassnach Voraussetzung
H 6= ; .

Da H 2 Compl(T) ist, gib es einen Knoten v 2 V(T) und eine Menge S von
Kindern von v mit H = DT (S). Ohne Beschr•ankung der Allgemeinheit nehmenwir
im Folgendenan, dassjSj > 1 gilt. W•are S = f vg, dann ersetzenwir S durch die
Mengealler Kinder von v, wovon esmindestenszwei geben muss.War v ein Blatt,
dann ist die Behauptungsowiesotrivial.

Ist v ein P-Knoten, dann mussS die Mengealler Kinder von v sein und somit gilt
DT (S) = DT (v). Ist v ein Q- oder R-Knoten und S die Mengealler Kinder, so gilt
dasselbe Argument wie f•ur einenP-Knoten.

Sei also jetzt v ein Q-Knoten und S eineechte konsekutive Teilmengevon Kindern
von v mit jSj > 1. Dann gibt es jedoch eine anderekonsekutive TeilmengeS0 von
Kindern von v mit S 6? S0. Dann ist jedoch auch DT (S) 6? DT (S0) und somit
H = DT (S) =2 Compl(T)? . DieserFall braucht alsonicht betrachtet zu werden.

Seialsov ein R-Knoten und S einebeliebigeechte Teilmengevon Kindern von v mit
jSj > 1. Dann gibt esjedoch eineandereTeilmengeS0von Kindern von v mit S 6?S0.
Dann ist jedoch auch DT (S) 6?DT (S0) und somit H = DT (S) =2 Compl(T)? . Dieser
Fall braucht alsoebenfallsnicht betrachtet zu werden.

1.3.5 Konstruktion von PQR-B•aumen

In diesemAbschnitt wollen wir jetzt konkret beschreiben, wie man zu einer gegebe-
nenMengeF von Restriktionen einenPQR-Baum T konstruiert, der Compl(T) = F
erf•ullt.

Theorem 1.33 F•ur jede MengeF � 2� von Restriktionen •uber einem Alphabet �
existiert ein PQR-Baum T mit Compl(T) = F .

Sei T ein PQR-Baum f•ur F mit Compl(T) = F und F � � mit F =2 F . Dann
konstruierenwir aus T einenneuenPQR-Baum T 0 mit Compl(T) = F [ f F g. Wir
bestimmendazuwiederdenrelevanten reduziertenTeilbaumund gehenjedoch dann
diesmal top-down von der Wurzel des relevanten reduzierten Teilbaumesaus. Die
StrategiedesAlgorithmus ist in Abbildung 1.23angegeben.
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1) Markiere alle Bl•atter von T, derenMarken in F enthalten sind;

2) Finde die Wurzel desrelevanten reduziertenTeilbaumesvon Tr r (T; F );

3) Solange die Wurzel des relevanten reduzierten Teilbaumes partielle Kinder
besitzt, bauedie Wurzel mit diesempartiellen Kind um;

4) Passedie Wurzel an;

5) Entferne alle Markierungen;

Abbildung 1.23:Algorithmus:ErweiterungeinesPQR-Baumesum eineneueRestrik-
tion

Analog wie im Falle von PQ-B•aume charakterisieren wir die Knoten des PQR-
Baumes, um den relevanten reduzierten Teilbaum aus alle partiellen und vollen
Knoten bestimmenzu k•onnen.

De�nition 1.34 Sei T ein PQR-Baum •uber einem Alphabet � und F � � eine
Restriktion. Ein Knoten v hei�t

� voll, wenner ein Blatt ist und seineMarkierung in F enthaltenist oder wenn
DT (v) � F ;

� partiell , wenn DT (v) 6?F gilt;

� leer, wenn DT (v) \ F = ; oder F ( DT (v) gilt.

Die Wurzeldesrelevanten reduziertenTeilbaumeswerdenwir immer alsleerbetrach-
ten, da uns hier der Zustand nicht wirklich interessiert.

In Abh•angigkeit von der betrachteten Wurzel und eines seiner partiellen Kinder
f•uhren die Operationen wie in Abbildung 1.24 aus. Dabei unterscheiden wir ver-
schiedenenF•alle, je nachdem, ob die Wurzel und dasbetrachtete partielle Kind ein
P- oder Q- bzw. R-Knoten ist. Dabei verwendenwir einigeGrundregelndie in den
Abbildungen 1.25,1.26,1.27und 1.28dargestellt sind. Hierbei sind volle Teilb•aume
bzw. Knoten rot, partielle hellrot und leerewei� dargestellt. Teilb•aume, bei denen
der Zustand voll, partiell oder leer unwichtig ist, sind grau dargestellt.

Wir beschreiben im Folgendendie in der Skizzeder PQR-Schablonen angegeben
TransformationenT1 mit T4. Auf die angegebenenOperationen zur Orientierung
gehenwir nicht im Detail ein. Hierbei werden nur Q-Knoten so gedreht, dasssie
(sofern m•oglich) mit den anderenmarkierten Teilbaumeskonsekutive Bereiche for-
men. Falls diesenicht m•oglich sein sollte, so passierteigentlich nichts und die ent-
sprechendenQ-Knoten werdenim Schritt 4 desAlgorithmus zu R-Knoten.
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Muster Aktion
PP Transformation P-Knoten in Q-Knoten (T1)

Schablonef•ur PQ

P Q
R Vorbereitender Wurzel (T2)

(Orientieren desQ-Knoten)
Entfernen der Kinder von der Wurzel (T4)

Q
R P Transformation P-Knoten in Q-Knoten (T1)

Schablonef•ur Q
R Q

Q
R

Q
R (Orientieren der Wurzel)

(Orientieren desQ-Knotens)
Mischen in die Wurzel (T3)

Abbildung 1.24:Skizze:PQR-Schablonen

Abbildung 1.25:Skizze:Transformation P-Knoten in Q-Knoten (T1)

Wie man sich leicht •uberlegt, ist die TransformationT1 in Abbildung 1.25ist o�en-
sichtlich korrekt. Man beachte hierbei, dass die P-Knoten unter dem Q-Knoten
nat•urlich nur dann eingef•ugt werden,wenn dort jeweils mindestenszwei volle bzw.
leereTeilb•aumeangeh•angt werden.Auch hier ist eswieder m•oglich, dasswir einen
Q-Knoten mit nur zwei Kindern erzeugen.Da aber nach der Transformation T1
noch weitereTransformationenfolgen,die den Q-Knoten entweder in einenanderen
Q-Knoten mischen, einenanderenQ-Knoten hineinmischen oder weitere Teilb•aume
anh•angen,ist diesauch hier wiedernur einetempor•areErscheinung und letztendlich
ist der resultierendePQR-Baum wieder echt.

Man sollte sich auch an dieserStelleschon klar machen,dassdie Kostenproportional
zu der Anzahl der vollen und partiellen Kinder desehemaligeP-Knoten sind, da wir
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denehemaligenP-Knoten mitsamt seinerleerenTeilb•aumezu einemKind desneuen
Q-Knotensmachen,um unbeteiligte (alsoleere)Teilb•aumenicht anfassenzu m•ussen.
Ansonstenk•onnten wir einee�zien te Implementierung wiederumnicht sicherstellen.

Abbildung 1.26:Skizze:Vorbereiten der Wurzel (T2)

Auch die Transformation T2 in Abbildung 1.26 ist korrekt, da wir uns ja an der
Wurzel des relevanten reduzierten Teilbaumesbe�nden und sich somit au�erhalb
diesesTeilbaumeskeine markierten Bl•atter be�nden. Auch hier sind die Kosten
wieder proportional zur Anzahl der vollen und partiellen Kinder der Wurzel.

In den folgendenAbbildungen werdenKnoten, die Q- oder R-Knoten sein k•onnen,
durch langgezogeneDreiecke symbolisiert.

Abbildung 1.27:Skizze:Mischen in die Wurzel (T3)

Die TransformationT3 in Abbildung 1.27ist ebenfallskorrekt, da wir einenpartiel-
len Knoten in Q- bzw. R-Knoten mischen. Nur wenn der einzumischendeQ-Knoten
voll w•are, k•onnte die Rotation weiterhin erlaubt bleiben. Bei dieserTransformation
k•onnte espassieren,dassdie Kinder desresultierendenQ-Knotens nicht konsekutiv
markiert sind. Dies wird aber in einer abschlie�enden Betrachtung geregelt,indem
dann aus dem Q-Knoten ein R-Knoten wird. Hier sind die Kosten der Transforma-
tion sogarkonstant.
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NeueWurzel

Abbildung 1.28:Skizze:Entfernen der Kinder von der Wurzel (T4)

Auch die Transformation T4 in Abbildung 1.28 ist korrekt, da die an der Wurzel
h•angendenvollen (eskann nach TransformationT2 nur einersein)und die partiellen
konsekutiven zu denmarkierten Teilb•aumedespartiellen Q- bzw. R-Kindesgemacht
werden.

Auch hier sind die Kosten dieser Transformation o�ensichtlich proportional zur
Anzahl der partiellen und vollen Kinder der aktuellen Wurzel.

Zum Schluss m•ussenwir noch die aktuelle Wurzel anpassen.Handelt es sich um
einen P-Knoten, so werden wir noch die Transformation T2 anwenden.Handelt es
sich um einen Q-Knoten, deren volle Kinder nicht konsekutiv sind, so wird dieser
zu einemR-Knoten. Andernfalls tun wir nat•urlich nichts. Auch bei einemR-Knoten
ist keineweitere Anpassungn•otig.

In der Abbildung 1.29 auf Seite 41 ist ein Beispiel zur Konstruktion einesPQR-
Baumesf•ur die Restriktionsmenge

n
f B ; D; E; H g; f B ; C; D; F g; f A; B ; E; H g; f C; D; E; F g

o

angegeben.

1.3.6 Laufzeitanalyse

Im Gegensatzzur Konstruktion desPQ-Baumes,m•ussenwir auch bei derErmittlung
desrelevanten reduzierten Teilbaumesjeweils die Eltern von Kindern von Q- bzw.
R-Knoten kennen.Bei PQ-B•aumenkonnte diesim Misserfolgsfallsehrteuer werden,
wasnur deshalbertr•aglich war, da diesernur einmaleintreten konnte. Danach wurde
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A B C D E F G H
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Abbildung 1.29:Beispiel:Konstruktion einesPQR-Baumes
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die Konstruktion desPQ-Baumesabgebrochen. Im PQR-Baum kann diesjedoch bei
der Einarbeitung jeder Restriktion passieren.Wir werden im n•achsten Abschnitt
sehen,wie wir die Kindermengenorganisierenm•ussen,damit der Elter jeweils im
Schnitt in Zeit O(log� (n)) ermittelt werdenkann.

Wenn wir jetzt den gesamten PQR-Baum in linearer Zeit unter Nichtbeachtung der
Elter-Bestimmung konstruieren k•onnen, erhalten wir als Gesamt-Laufzeit eine um
den Faktor O(log� (n)) h•oherenZeitaufwand, wobei n die Anzahl aller verwendeten
Bl•atter und Knoten der konstruierten PQR-B•aumesind.

Wir betrachten nun die Laufzeit der einzelnenSchritte gem•a� des Algorithmus
in Abbildung 1.23. Schritt 1 (Markierung der Bl•atter) geht o�ensichtlich in Zeit
O(

P
F 2F jF j). Schritt 2 k•onnen wir unter Nichtber•ucksichtigung der Kosten zur

Elternermittlung von Q/R-Knoten •ahnlich wie bei PQ-B•aumen in linearer Zeit
bestimmen. Auf die genaueBestimmung der Kosten gehenwir nach der Analyse
von Schritt 3 ein. Wir m•ussenhier nur ber•ucksichtigen, dasses keine blockierten
Knoten und somit auch keine Sektorengibt. Auch hier kann es wieder passieren,
dasswir nicht unbedingt die Wurzel desrelevanten reduziertenTeilbaumes�nden,
sonderneinenKnoten der Vorg•angerdieserund Nachfolger der Wurzel desGesamt-
baumesist. Wennwir die freienKnoten wiederumin einerQueueaufbewahren,kann
der besuchte Pfad von der Wurzel desrelevanten reduzierten Teilbaumesaufw•arts
h•ochstensso lang sein wie der relevante reduzierte Teilbaum gro� ist. Die Analyse
von Schritt 3 ist am aufwendigstenund wir werdenim Anschlusszeigen,dassdieser
ebenfalls in Zeit O(

P
F 2F jF j) durchf•uhrbar ist. Schritt 4 geht in konstanter Zeit

plus der Kosten, die vollen Teilb•aume abzuh•angen,also pro Restriktion F in Zeit
O(jF j). Schritt 5 geht in Zeit O(

P
F 2F jF j), wenn wir uns die markierten Knoten

zur Entfernung der Markierung gemerkt haben.

F•ur die Analyse von Schritt 3 zeigenwir, dassdie Kosten pro Anwendung einer
Restriktion F plus der Ver•anderungder Norm durch O(jF j) beschr•ankt ist. Hierf•ur
de�nieren wieder einmal recht willk •urlich die Norm eines PQR-Baumeswie folgt:
Die Norm einePQR-BaumesT, in Zeichen jjTjj, ist die Summeaus der Anzahl der
Q- und R-Knoten plus der Anzahl der Kinder von P-Knoten. Man beachte, dassQ-
und R-Knoten in der Norm zweimal gez•ahlt werden k•onnen, n•amlich genaudann,
wenn sie ein Kind einesP-Knotens sind. Im Gegensatzzur Norm von PQ-B•aumen
z•ahlen wir hier auch Kinder von P-Knoten, selbstwenn dieseBl•atter sind.

Zuerst halten wir ein paar elementare Eigenschaften dieserNorm fest:

1. Es gilt jjT jj � 0 f•ur alle PQR-B•aumeT;

2. jjT(�) jj = j� j;

3. jjT0jj � jjT jj � 1, wenn T0 ausT durch eineder TransformationenTi hervorgeht.
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Die ersten beiden Beziehungen sind o�ensichtlich, die dritte Beziehung folgt aus
einengenauenInspektion der vier TransformationenT1 mit T4.

Sei T ein PQR-Baum. Im Folgendenbezeichne A(v) die Anzahl voller Kinder und
B(v) die Anzahl der partiellen Kinder einesKnotens v 2 V(T). Beachte, dassf•ur
eineninnerenKnoten v im relevanten reduziertenTeilbaum immer A(v) + B(v) � 1
gilt.

Im Folgenden•uberlegenwir uns, welche Kosten bei einerBearbeitung der aktuellen
Wurzel r mit seinempartiellen Kind v entstehen.Zur Beweisf•uhrung verteilenwir die
entstanden Kosten entwederauf volle Knoten, die dann anschlie�end zu einemKind
einesanderenvollen Knotensabgeh•angt werden,oder wir verrechnendie Kostenmit
einer Normver•anderung.

Wir werdendie Norm quasials ein Bankkonto verwenden,von dem wir etwasabhe-
ben, wenn eine Operation zu teuer wird (Normerniedrigung), oder etwas einzahlen
(nach obigenEigenschaften pro Transformation maximal 1 Einheit).

Q
R P-Schablone: Wir betrachten zuerstdenFall, dassA(r ) > 1. Die Kostenzur Vor-

bereitungder Wurzel (T2) sind proportional zu A(r ) und die Kosten zum Ent-
fernenderKinder von derWurzel (T4) sindproportional zu1+B(r )� 1 = B(r ).
Da jedesUmh•angen in konstanter Zeit erledigt werden kann, sind somit die
Gesamtkostendurch O(A(r ) + B(r )) beschr•ankt.

Die Kosten A(r ) verteilen wir auf die Wurzeln der abgeh•angten vollen Teil-
b•aume,wovon esja geradeA(r ) viele gibt. Die restlichenKosten werdendurch
die Norm verschluckt da sich die Norm geradeum mindestensB(r ) � 1 ernied-
rigt. F•ur den Fall, dassB(r ) = 1 (B(r ) < 1 kann nicht sein!), verteilen wir die
Kosten auf die Wurzeln der abgeh•angtenvollen Teilb•aumein der Transforma-
tion T2.

Betrachten wir jetzt denFall, dassA(r ) = 1 ist, dann erniedrigt sich die Norm
desBaumesum B(r ) � 1+ 1 = B(r ) � 1, alsoum mindestens1. Somit k•onnen
wir die Kosten mit der Normerniedrigungverrechnen.

Ist A(r ) = 0 ist, dann erniedrigt sich die Norm desPQR-Baumesum B(r ) � 1.
Der Fall B (r ) = 1 kann nicht eintreten, da dann r nicht die Wurzel seinkann.
Selbst wenn wir in der Transformation T4 die Wurzel ver•andern, so hat die
Wurzel immer mindestenszwei partielle oder volle B•aumeunter sich.

Wir merken an, dassdie abgeh•angten Wurzeln von vollen Teilb•aumen sich
nun innerhalb von vollen Teilb•aumenbe�nden k•onnen,und somit jeder nicht-
Wurzel-Knoten nur konstante Kosteneinheitenzugewiesenbekommenkann.

PP-Sc hablone: Hier wird vor der Q
R P-Schablone nur noch die Operation Trans-

formiere P- in Q-Knoten (T1) ausgef•uhrt. Dieseverursacht Kosten in H•ohe
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von A(v) + B(v). Ist B(v) > 1 so k•onnen die Kosten hierf•ur mit der Nor-
merniedrigung verrechnet werden. Ist A(v) > 1 so k•onnen die Kosten •uber
die Wurzeln der abgeh•angtenvollen Knoten verrechnet werden.Man beachte,
dassbei A(v) > 1 und B(v) = 0 die Norm auch wachsen kann. Dann m•us-
senzus•atzliche Kosten auf die abgeh•angten Wurzeln verteilt werden, um die
Erh•ohung desKontostandesauszugleichen.

Es bleiben noch die F•alle A(v); B(v) 2 [0 : 1]. Die Kosten sind dann in jedem
Falle konstant. Bei A(v) = B(v) = 1 k•onnendiesemit der Normerniedrigung
verrechnet werden;der Fall A(v) = B(v) = 0 ist nicht m•oglich. In den beiden
anderenF•allen bleibt die Norm gleich und wir verrechnendiesemit der Norm-
minderung der folgendenTransformation T4 (bei T2 mussdie Norm ja gleich
bleiben).

Q
R

Q
R -Schablone: Das Mischen in die Wurzel (T3) ist in konstanter Zeit m•oglich.

Da sich hierbei die Norm um genau 1 verringert, kann dies hiermit einfach
verrechnet werden.

P Q
R -Schablone: Hier wird vor der Q

R
Q
R -Schablone nur noch die Operation Trans-

formiere P- in Q-Knoten (T1) ausgef•uhrt. Dieseverursacht Kosten in H•ohe
von A(v) + B(v). Ist B(v) > 1 so k•onnen die Kosten hierf•ur mit der Nor-
merniedrigung verrechnet werden. Ist A(v) > 1 so k•onnen die Kosten •uber
die Wurzeln der abgeh•angtenvollen Knoten verrechnet werden.Man beachte,
dassbei A(v) > 1 und B(v) = 0 die Norm auch wachsen kann. Dann m•us-
senzus•atzliche Kosten auf die abgeh•angten Wurzeln verteilt werden, um die
Erh•ohung desKontostandesauszugleichen.

Es bleiben noch die F•alle A(v); B(v) 2 [0 : 1]. Die Kosten sind dann in jedem
Falle konstant und k•onnen mit der folgenden Mischen in die Wurzel (T3)
verrechnet werden,da dort die Norm ja um einssinkt.

Somit haben wir die Kosten f•ur jedeTransformation mit der Norm verrechnet oder
auf einenKnoten verteilt, der anschlie�end innerhalb einesvollen Teilbaumesliegt.

F•ur dasfolgendeBezeichne work(T; F ) die Anzahl der Umh•ange-Operationen(auch
leerer),die n•otig sind, um in einenPQR-Baum T die Restriktion F einzubauen.Die
Kosten, um die Information •uber den Elter einesKindes abzuholenwerdenhierbei
noch nicht ber•ucksichtigt.

Lemma 1.35 SeiT ein PQR-Baum •uber einemAlphabet � , F � � eineRestriktion
und T0 der PQR-Baum, der durch die Einarbeitungder Restriktion F ausT entsteht.
Dann existiert eine Konstante c, so dasswork(T; F ) + c(jjT 0jj � jjT jj) = O(jF j) gilt.
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DiesesLemma folgt unmittelbar aus der vorherigenArgumentation und der Beob-
achtung, dassdie Summealler voller Knoten (die einen Wald als Teilgraphendes
resultierendenPQR-Baumesbilden) durch die Anzahl der markierten Knoten (also
O(jF j)) beschr•ankt ist. Darauserhalten wir sofort den folgendenSatz.

Theorem 1.36 Sei � ein Alphabet und F � 2� eine Mengevon Restriktionen. Die
Menge �(� ; F ) kann durch einen PQR-Baum mit Compl(T) = F dargestellt und
mit O

�
j� j +

P
F 2F jF j

�
Umh•angeoperationen berechnet werden.

Bew eis: Sei F = f F1; : : : ; Fkg und T0; T1; : : : ; Tk die konstruierten echten PQR-
B•aumemit Compl(Ti ) = f F1; : : : ; Fi g. F•ur die Anzahl durchgef•uhrter Operationen,
also

P i
j =1 work(Tj � 1; Fj ), gilt nach dem vorherigerLemma

kX

j =1

�
work(Tj � 1; Fj ) + c � jjTj jj � c � jjTj � 1jj

�
= O

 
iX

j =1

jFj j

!

:

Also auch

kX

j =1

work(Tj � 1; Fj ) + c � jjTk jj � c � jjT0jj = O

 
kX

j =1

jFj j

!

:

Da jjTk jj � 0 und jjT0jj = j� j folgt

kX

j =1

work(Tj � 1; Fj ) = O

 

j� j +
kX

j =1

jFj j

!

:

Somit folgt die Behauptung.

F•ur die Bestimmung der Elter-Information verwendenwir eineso genannte Union-
Find-Datenstruktur, wie sieim folgendenAbschnitt n•ahererl•autert wird. Diesestellt
die folgendenzwei Operationenzur Verf•ugung:

Find-Op eration: F•ur ein Kind in einer Mengewird ein ausgew•ahltes Kind dieser
Mengebestimmt, von dem wir dann ausgehen,dassesseinenElter kennt.

Union-Op eration: Vereinigt zwei Mengenvon Kindern (die dann Kinder einesQ-
oder R-Knotens sein werden) und gibt dessenIndex zur•uck, d.h. das ausge-
w•ahlte Kind dieserMenge,dasseinenElter kennt.
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Die Mengenwerdendabei alsB•aumedargestellt,wobei die Kanten von denBl•attern
zur Wurzel gerichtet sind. Die Knoten des Baumessind die zur Menge geh•origen
Kinder und die Wurzel ist dasausgew•ahlte Kind.

Kinder einesP-Knotens werdendabei immer in einer ein-elementigen Mengegehal-
ten (also in einemBaum aus einemKnoten). Die Kinder einesQ- oder R-Knotens
werdenin einereinzigenMengegehalten.Dasist sinnvoll, da Kinder einesP-Knotens
bei den Transformationenauch getrennt werden, w•ahrend Kinder eine Q- oder R-
Knotens immer nur mit Kindern einesanderenKnotens vereinigt werden.

Wie wir im n•achsten Abschnitt sehenwerden, k•onnen dieseOperationen auf einer
Menge von n Elementen in konstanter Zeit f•ur eine Union-Operation und in Zeit
O(log� (n)) f•ur eineFind-Operation implementiert werden.Wie viele Kinder k•onnen
wir insgesamt w•ahrendder ErzeugungeinesPQR-Baumeshaben(dabei ist zu beach-
ten dassauch Kinder wiederverschwinden k•onnen)?Im schlimmsten Fall kann jede
Umh•ange-Operation eine konstante Anzahl neuer Kinder erzeugen.Somit sind in
der Union-Find-Datenstruktur im schlimmsten Falle n = O(j� j +

P
F 2F jF j) Kinder

enthalten. Damit ergibt sich unmittelbar das folgendeTheorem:

Theorem 1.37 Sei � ein Alphabet und F � 2� eine Mengevon Restriktionen. Die
Menge�(� ; F ) kann durch einen PQR-Baum mit Compl(T) = F dargestellt und in
Zeit O

� �
j� j +

P
F 2F jF j

�
� log� �

j� j +
P

F 2F jF j
� �

berechnet werden.

Bew eis: Wie wir im vorherigenSatz gesehenhaben, k•onnenmaximal

O

 

j� j +
kX

F 2F

jF j

!

Umh•ange-Operationenausgef•uhrt werden.In jedemFall sind die Union-Operationen
konstant und eine eventuelle Find-Operation kostet O(log� (j� j +

P
F 2F jF j)) Zeit.

Insgesamt erhalten wir f•ur den Zeitbedarf also

O

  

j� j +
X

F 2F

jF j

!

� log�

 

j� j +
X

F 2F

jF j

! !

:

Es bleiben noch die Kosten von Schritt 2. Man •uberlegt sich jedoch leicht, dassaus
den vorhergehendenDiskussionenfolgt, dassdie Gr•o�e der relevanten reduzierten
Teilb•aumedurch O(j� j +

P
F 2F jF j) beschr•ankt ist. Bei der Abarbeitung verfolgen

wir ja alle partiellen und vollen Knoten. In volle Teilb•aume dringt unsererProze-
dur zwar nicht ein, aber alle vollen Knoten werdenbei der Absch•atzung der Anzahl
Umh•angeoperationen ber•ucksichtigt. Die Gr•o�e des relevanten reduzierte Teilbau-
mesentspricht jedoch genauder Anzahl der Umh•ange-Operationenplus der Anzahl
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voller Knoten. Da wir jedeElterbestimmung in Zeit O(log� (j� j +
P

F 2F jF j)) durch-
f•uhrbar ist, ist die Zeitdauer von Schritt 2 genausogro� wie die von Schritt 3.

1.4 Exkurs: Union-Find-Datenstrukturen

In diesemAbschnitt machen wir einenkurzen Exkurs, um die im letzten Abschnitt
erw•ahnten Methoden zu erl•autern.

1.4.1 Problemstellung

Jetzt m•ussenwir noch genauerauf die sogenannte Union-Find-Datenstruktur einge-
hen. Eine Union-Find-Datenstruktur f•ur eineGrundmengeU beschreibt eineParti-
tion P = f P1; : : : ; P`g f•ur U mit U =

S `
i =1 Pi und Pi \ Pj = ; f•ur alle i 6= j 2 [1 : `].

Dabei ist zu Beginn P = f P1; : : : ; PjU jg mit Pu = f ug f•ur alle u 2 U. Weiterhin
werdendie beidenfolgendenelementaren Operationenzur Verf•ugung gestellt:

Find-Op eration: Gibt f•ur eineElement u 2 U den Index der Mengein der Men-
genpartition zur•uck, die u enth•alt.

Union-Op eration: Vereinigt die beidenMengemit Index i und Index j und vergibt
f•ur diesevereinigteMengeeinenneuenIndex.

1.4.2 Realisierung durch Listen

Die Realisierungerfolgt durch zwei Felder.Dabei nehmenwir der Einfachheit halber
an, dassU = [1 : n] ist. Ein Feld von ganzenZahlen namensIndex gibt f•ur jedes
Element u 2 U an, welchen Index die Mengebesitzt, die u enth•alt. Ein weiteresFeld
von Listen namensListe enth•alt f•ur jeden Mengenindexeine Liste von Elementen,
die in der entsprechendenMengeenthalten sind.

Die Implementierung der ProzedurFind ist naheliegend.Es wird einfach der Index
zur•uck gegeben, der im Feld Index gespeichert ist. F•ur die Union-Operation wer-
den wir die Elemente einer Menge in die anderekopieren. Die umkopierte Menge
wird dabei gel•oscht und der entsprechendeIndex der wiederverwendetenMengewird
dabei recycelt. Um m•oglichst e�zien t zu sein, werden wir die Elemente der kleine-
ren Menge in die gr•o�ere Menge kopieren. Die detaillierte Implementierung ist in
Abbildung 1.30angegeben.
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Union-Find
function initialize (int n)
f

int Index[n];
for (i = 1; i � n; i++ )

Index[i ] = i ;
<int> Liste[n];
for (i = 1; i � n; i++ )

Liste[i ] = <i> ;
g

function Find (int u)
f

return Index[u];
g

function Union (int i , j )
f

if (Liste[i ]:size() � Liste[j ]:size())
f

for all (u 2 Liste[i ]) do
f

Liste[j ]:add(u);
Index[u] = j ;
Liste[i ]:remove(u);

g
g
else
f

for all (u 2 Liste[j ]) do
f

Liste[i ]:add(u);
Index[u] = i ;
Liste[j ]:remove(u);

g
g

g

Abbildung 1.30:Algorithmus: Union-Find
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Wir •uberlegenuns jetzt noch die Laufzeit dieserUnion-Find-Datenstruktur. Hierbei
nehmenwir an, dasswir k Find-Operationenausf•uhren und maximal n � 1 Union-
Operationen. Mehr Union-Operationen machen keinen Sinn, da sich nach n � 1
Union-Operationenalle Elemente in einer Mengebe�nden.

O�ensichtlich kann jede Find-Operation in konstanter Zeit ausgef•uhrt werden.F•ur
die Union-Operation ist der Zeitbedarf proportional zur Anzahl der Elemente in der
kleinerenMenge,die in der Union-Operation beteiligt ist. Somit ergibt sich f•ur die
maximal n � 1 m•oglichen Union-Operationen:

X

� =( L;L 0)

X

i 2 L
j L j�j L 0j

O(1):

Um dieseSummejetzt besserabsch•atzen zu k•onnenvertauschen wir die Summati-
onsreihenfolge.Anstatt die •au�ere Summe•uber die Union-Operation zu betrachten,
summierenwir f•ur jedesElement in der Grundmenge,wie oft es bei einer Union-
Operation in der kleinerenMengeseink•onnte.

X

� =( L;L 0)

X

i 2 L
j L j�j L 0j

O(1) =
X

u2 U

X

� =( L;L 0)
u 2 L

j L j�j L 0j

O(1):

Waspassiertmit einemElement, dasssich bei einerUnion-Operation in der kleineren
Menge be�ndet? Danach be�ndet es sich in einer Menge die mindestensdoppelt
so gro� wie vorher ist, da diesemindestensso viele neue Element in die Menge
hinzubekommt, wie vorher schon drin waren. Damit kann jedesElement maximal
log(n) Mal in einerkleinerenMengebei einerUnion-Operation gewesensein,da sich
diesesElement dann in einer Mengemit mindestensn Elementen be�nden muss.

Da die Grundmengeaber nur n Elemente besitzt, kann danach •uberhaupt keine
Union-Operation mehrausgef•uhrt werden,da sich dannalleElemente in einerMenge
be�nden. Somit ist die Laufzeit f•ur ein Element durch O(log(n)) beschr•ankt. Da es
maximal n Elemente gibt, ist die Gesamtlaufzeit aller Union-Operationen durch
O(n log(n)) beschr•ankt.

Theorem 1.38 Sei U mit jUj = n die Grundmengef•ur die vorgestellte Union-
Find-Datenstruktur. Die Gesamtlaufzeitvon k Find- und maximal n � 1 Union-
Operationen ist durch O(k + n log(n)) beschr•ankt.

Es gibt noch e�zien ter Implementierungen von Union-Find-Operationen, die wir
hier aber nicht ben•otigen und daher auch nicht n•aher darauf eingehenwollen. Wir
verweisenstatt dessenauf die einschl•agigeLiteratur.

11. Mai
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1.4.3 Darstellung durch B•aume

Als zweite M•oglichkeit speichern wir die Mengenals B•aume ab, wobei die Kanten
hier von denKindern zu denEltern gerichtet sind. Am Anfang bildet jedeeinelemen-
tige MengeeinenBaum, der ausnur einemKnoten besteht. Bei der union Operation
wird dann die Wurzel deskleinerenBaumes(also der kleineren Menge) zum Kind
der Wurzel desgr•o�eren Baumes(also der gr•o�eren Menge).

Bei der find Operation wandern wir von dem dem Element zugeordnetenKnoten
bis zur Wurzel deszugeh•origenBaumes.Der Index der Wurzel gibt dann denNamen
der Mengean, in der sich das gesuchte Element be�ndet. Die zweite Variante der
Realisierungeiner Union-Find-Datenstruktur ist im Bild 1.31dargestellt, allerdings
wird hier die for -Schleife f•ur die sp•ater erl•auterte Pfadkompressionnoch nicht aus-
gef•uhrt.

O�ensichtlich hat die union Operation nun Zeitkomplexit•at O(1). Daf•ur ist die
Zeitkomplexit•at der find Operation gestiegen.Die Zeit f•ur einefind Operation ist
durch die maximale H•oheder entstandenenTeilb•aumebeschr•ankt.

Lemma 1.39 Ein in der zweiten Union-Find-Datenstruktur entstandenerBaum
mit H•oheh besitzt mindestens2h Knoten.

Bew eis: Wir beweisendieseAussagemit vollst•andiger Induktion •uber die H•ohe
der B•aume.

Induktionsanfang (h = 0): Nach unsererDe�nition der H•ohe ist ein Baum mit
H•ohe0 geradeder Baum, der auseinemKnoten besteht. Damit ist der Induktions-
anfanggelegt.

Induktionssc hritt (h ! h + 1): Sei T ein Baum der H•ohe h. Wir betrachten
den Prozessvon Union-Operationen bei der Konstruktion von T. Sei dabei T 0 der
ersteentstandeneTeilbaum (im SinneeinesTeilgraphen)von T, der eineH•oheh+ 1
besitzt. Es gilt nach Konstruktion jV(T)j � jV(T 0)j. Der Baum T0 der H•ohe h + 1
mussdurch Anh•angeneinesBaumesT00mit H•oheh an die Wurzel einesBaumesT 000

entstandensein.Nach De�nition von T 0 hat der Baum T000eineH•ohevon maximal h.
Nach Induktionsvoraussetzunghat der Baum T 00mit H•oheh mindestens2h Knoten.
Nach Konstruktion wird die Wurzel vom BaumesT 00nur dann ein Kind der Wurzel
des BaumesT000, wenn dieser mindestensgenausoviele Knoten hat. Also hat der
Baum T0 mit H•ohe h + 1 mindestens2h + 2h = 2h+1 Knoten. Somit hat auch der
Baum T mindestens2h+1 Knoten.

Damit kostet nun einefind Operation O(log(n)). Da bei unseremAlgorithmus aber
durchaus n find Operationen auftauchen k•onnen, haben wir mit dieser zweiten
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Union-Find-2
f

int size[n], parent[n];
for (int i = 0; i < n; i++ )
f

size[i ] = 1; /* permissiblefor roots only */
parent[i ] = i ; /* a root points to itself */

g
g

int �nd(in t i )
f

int j = i , p;
while (parent[j ] 6= j )

j = parent[j ];
int r oot = j ;

/* path compression*/
for (j = i ; parent[j ] 6= j ; j = p)
f

p = parent[j ];
parent[j ] = root;

g
/* end of path compression*/

return root;
g

union(int i , int j )
f

/* provided that i and j are roots */
int r oot = (size[i ] > size[j ])?i : j ;
int child = (size[i ] � size[j ])?i : j ;
parent[child] = root;
size[r oot] + = size[child];

g

Abbildung 1.31:Realisierungeiner Union-Find-Datenstruktur mit B•aumen
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Union-Find-Datenstruktur erst einmal nichts gewonnen. Wir werden im n•achsten
Abschnitt sehen,wie wir die find Operation im Mittel doch noch beschleunigen
k•onnen.

Theorem 1.40 Unter Verwendungvon B•aumen f•ur eine Grundmengevon n Ele-
menten ben•otigt jede find Operation Zeit O(log(n)) und jede union Operationen
Zeit O(1).

1.4.4 Pfadkompression

Wir zeigenjetzt, wie wir die find Operation noch beschleunigenk•onnen.Jedesmal
wennwir bei einerfind Operation auf einemPfad durch einenBaum laufen,werden
alle besuchten Knoten zu Kindern der Wurzel. Dadurch wird diesefind Operation
zwar nicht billiger, allerdingswerdenvieleder folgendenfind Operationenerheblich
billiger. Die oben genannte Umordnung desBaumes,in demKnoten desSuchpfades
zu Kindern der Wurzel werden, nennt man Pfadkompression (engl. path compres-
sion). Diesezweite Variante der Realisierungeiner Union-Find-Datenstruktur mit
Hilfe von B•aumenwurdeja bereitsim Bild 1.31dargestellt.Zu derenAnalysem•ussen
wir noch zwei Funktionen de�nieren.

De�nition 1.41 Es ist 2 "" 0 := 1 und 2 "" n := 22"" (n� 1) . Mit log� bezeichnenwir
die diskrete Umkehrfunktion von 2 "" (�), also log� (n) = min f k : 2 "" k � ng.

Man beachte, dass2 "" (�) eine sehr schnell wachsendeund damit log� eine sehr
langsam wachsendeFunktion ist. Es gilt 2 "" 1 = 2, 2 "" 2 = 4, 2 "" 3 = 16,
2 "" 4 = 65536,2 "" 5 = 265536. F•ur alle praktischen Zwecke ist log� (n) � 5, da
265536 � (210)6553 � 1019659 � 1081 und damit 2 "" 5 schon wesentlich gr•o�er als die
vermutete Anzahl von Atomen im sichtbaren Weltall ist. Damit k•onnen Eingaben
der Gr•o�e 2 "" 5 schon gar nicht mehr direkt konstruiert werden!

Sei � eine Folge von union und find Befehlen.Sei F im Folgendender Wald, der
entstanden ist, wenn nur die union Operationen in � ausgef•uhrt werden.Mit dem
Rang einesKnotens v wollen wir die L•angeeinesl•angstenPfadesvon v zu einem
Blatt seinesBaumesin diesemWald F bezeichnen.

Lemma 1.42 Es gibt maximal n=2r Knoten mit Rang r im Wald F .

Bew eis: Zuerst bemerken wir, dassverschiedeneKnoten mit demselben Rang ver-
schiedeneVorg•anger im Baum haben m•ussen.Man beachte, dassVorg•anger hier
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Knoten auf den Pfaden zu den Bl•attern sind, da die Kanten ja zur Wurzel hin
gerichtet sind. Nach Lemma 1.39 hat jeder Knoten mit Rang r mindestens2r ver-
schiedeneVorg•anger(sich selbsteingeschlossen).G•abeesmehr alsn=2r Knoten vom
Rang r , so m•ussteder Wald mehr als n Knoten besitzen.

Damit k•onnenwir sofort folgern,dasskein Knoten einenRanggr•o�er als log(n) hat.
Ist irgendwann bei der Abarbeitung der Folge� von union und find Operationenv
ein direkter Vorg•angervon w, dann ist der Rang von v kleiner als der Rang von w.
Diesfolgt ausder Tatsache,dassdie find Befehledie Vorg•angerrelationrespektieren,
d.h. ein Knoten wird bei der Pfadkompressionnur dann ein direkter Vorg•angereines
anderenKnotens, wenn er bereits ein Vorg•angerwar. Also ist v auch ein Vorg•anger
von w, wenn man die find Operationen aus � nicht ausf•uhrt. Daraus folgt sofort
die obigeAussage•uber die R•angeder Knoten.

Nun teilen wir die Knoten in Gruppen auf. Die Knoten mit Rang i ordnen wir
der Gruppe mit Nummer log� (i ) zu. Zum Beispielgelangendie Knoten mit R•angen
zwischen5 und 16in die Gruppemit Nummer3. Wir verwendenauch hier wiederden
Buchhaltertrick und nehmendazuan, dassdie Kostender find Operation genauder
L•angedesPfadesentsprechen, der zum Au�nden der Wurzel durchlaufenwird. Wir
belastenauch diesmalwieder die einzelnenKnoten mit den Kosten und berechnen
hinterher die Gesamtschuld aller Knoten.

Zuerstbelastenwir jedenKnoten desSuchpfadesmit einerKosteneinheit.O�ensicht-
lich bilden die R•angeder Knoten auf dem Suchpfad zur Wurzel eine aufsteigende
Folge.Nun begleichen die Wurzel und diejenigenKnoten, derenElter in einer ande-
ren Gruppe liegen,dieseneueSchuld sofort. Da esmaximal log� (n) + 1 verschiedene
Gruppen gibt, kostet jeder find Befehl maximal log� (n) + 1.

Wir gro� ist nun die verbleibende Schuld eines Knotens am Ende des Ablaufs?
Immer wennein Knoten Schulden macht, erh•alt er wegender Pfadkompressioneinen
neuenElter, n•amlich die Wurzel desBaumes.Dabei erh•alt er alsoeinenneuenElter,
dessenRang um mindestens1 gr•o�er ist. Nur Kinder einer Wurzel bilden hierbei
eineAusnahme(aber dieseKnoten haben ihre Schulden ja sofort beglichen).

In der Gruppe g be�nden sich nur Elemente, die einenRang von ausdem Intervall
zwischen 2 "" (g � 1) + 1 und 2 "" g besitzen. Also macht ein Knoten maximal
2 "" g� 2 "" (g� 1) Schulden,bevor er einenElter in einerh•oherenGruppezugewiesen
bekommt. Nach der ZuweisungeinesElters einerh•oherenGruppe macht der Knoten
nach Konstruktion nie wieder Schulden, sondernzahlt die Kosten sofort.

Sei nun G(g) die Anzahl der Knoten in Gruppe g. Dann erhalten wir mit der obi-
genBeobachtung, dassesnur n=2r Knoten mit demselben Rang geben kann (siehe
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Lemma 1.42), folgendeAbsch•atzung:

G(g) �
2"" gX

r =2 "" (g� 1)+1

n
2r

�
n

22"" (g� 1)
�

1X

i =1

1
2i

| {z }
� 1

�
n

22"" (g� 1)
=

n
2 "" g

:

JederKnoten in der Gruppe mit Nummer g macht h•ochstensSchulden in H•ohevon
(2 "" g) � (2 "" (g � 1)). Damit machen alle Knoten in der Gruppe g Schulden
in H•ohe von O( n

2"" g((2 "" g) � (2 "" (g � 1)))) = O(n). Da esmaximal log� (n) + 1
verschiedeneGruppengibt, ist die Gesamtschuld O(n log� (n)). Damit habenwir das
folgendeTheorembewiesen.

Theorem 1.43 Zur Ausf•uhrung von f (n) union und find Operationen basierend
auf der Union-Find-Datenstruktur mit Baumdarstellung und Pfadkompressionwird
maximal Zeit O(n log� (n) + f (n) log� (n)) ben•otigt.

Bew eis: Die Behauptungfolgt unmittelbar ausder vorherigenDiskussion.Der erste
Term entspricht den entstandenenSchulden, der zweite Term den sofort bezahlten
Kosten.

Korollar 1.44 Zur Ausf•uhrung von O(n) union und find Operationen basierend
auf der Union-Find-Datenstruktur mit Baumdarstellung und Pfadkompressionwird
maximal Zeit O(n log� (n)) ben•otigt.

18. Mai

1.5 Weitere Varianten f•ur die C1P

In diesemAbschnitt stellen wir noch kurz einige weitere Verfahren zur Erkennung
der Consecutive OnesProperty von Matrizen vor.

1.5.1 PC-B•aume

F•ur die bereits in den •Ubungen kennengelernte Circular OnesProperty von 0-1-
Matrizen kann man eigenseinendirekten Algorithmuszur FeststellungdieserEigen-
schaft angeben. Dazu ben•otigen wir die so genannten PC-B•aume. Doch geben wir
zuerst noch einmal die De�nition der Circular OnesProperty an.
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De�nition 1.45 Eine 0-1-Matrix M besitzt die Circular OnesProperty, wenn es
eine Permutation der Spalten gibt, so dassin jeder Zeile die Einsen oder die Nullen
eine konsekutiveFolgebilden.

Die linke Matrix in Abbildung 1.32 erf•ullt die Circular OnesProperty. Dies sieht
man, wenn man die erste und dritte Spalte vertauscht, wie in der rechten Matrix
dargestellt.

0

B
B
B
B
B
B
@

0 0 0 1 1
1 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 0 1 0

1

C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
@

0 0 0 1 1
0 1 1 1 0
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0

1

C
C
C
C
C
C
A

Abbildung 1.32:Beispiel:Circular OnesProperty

De�nition 1.46 Sei � ein endliches Alphabet. Dann ist ein PC-Baum •uber �
induktiv wie folgt de�niert:

� Jeder einelementigeBaum (also ein Blatt), dasmit einemZeichenaus� mar-
kiert ist, ist ein PC-Baum.

� Sind T1; : : : ; Tk PQ-B•aume, dann ist der Baum, der aus einem so genann-
ten P-Knoten als Wurzel entstehtund dessenKinder die Wurzeln der B•aume
T1; : : : ; Tk sind, ebenfalls ein PC-Baum.

� Sind T1; : : : ; Tk PQ-B•aume, dann ist der Baum, der aus einem so genann-
ten C-Knoten als Wurzel entstehtund dessenKinder die Wurzeln der B•aume
T1; : : : ; Tk sind, ebenfalls ein PC-Baum.

P-Knoten C-Knoten

Abbildung 1.33:Skizze:Darstellung von P- und C-Knoten

In der Abbildung 1.3 ist skizziert, wie wir P- bzw. C-Knoten graphisch darstellen
wollen. P-Knoten werdendurch Kreise,C-Knoten durch langeRechtecke dargestellt.
F•ur die Bl•atter f•uhren wir keine besondereKonvention ein. In der Abbildung 1.34
ist dasBeispieleinesPC-Baumesangegeben.

Im Folgendenben•otigen wir speziellePC-B•aume,die wir jetzt de�nieren wollen.
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A BB

C D E

F G
H I

Abbildung 1.34:Beispiel:Ein PC-Baum

De�nition 1.47 Ein PC-Baum hei�t echt , wennfolgendeBedingungenerf•ullt sind:

� JedesElement a 2 � kommt genaueinmal als Blattmarkierung vor;

� Jeder P-Knoten hat mindestenszwei Kinder;

� Jeder C-Knoten hat mindestensdrei Kinder.

Der in Abbildung 1.34 angegebene PQ-Baum ist also ein echter PC-Baum. Auch
f•ur echte PC-B•aume gilt, dass die Anzahl der P- und C-Knoten kleiner als die
Kardinalit •at desbetrachteten Alphabets � ist.

Die P- und C-Knoten besitzen nat•urlich eine besondereBedeutung, die wir jetzt
erl•autern wollen. Wir wollen PC-B•aumeim Folgendendazuverwenden,Permutation
zu beschreiben. Daher wird die Anordnung der Kinder an P-Knoten willk •urlich sein
(d.h. alle Permutationen der Teilb•aumesind erlaubt). An C-Knoten hingegenist die
Reihenfolgebis auf zyklische Rotationen und Umdrehen der Reihenfolgefest. Um
diesgenauerbeschreiben zu k•onnenben•otigen wir noch einigeDe�nitionen.

De�nition 1.48 Sei T ein echter PC-Baum •uber � . Die Frontier von T, kurz f (T)
ist die Permutation •uber � , die durch dasAblesender Blattmarkierungen von links
nach rechts geschieht(also die Reihefolgeder Blattmarkierungen in einer Tiefensu-
cheunter Ber•ucksichtigungder Ordnungauf den Kindern jedesKnotens).

Die Frontier desBaumesausAbbildung 1.4 ist dann ABCDEFGHI.

De�nition 1.49 Zwei echte PC-B•aumeT und T0 hei�en •aquivalent , kurz T �= T0,
wenn sie durch endliche AnwendungfolgenderRegeln ineinander •uberf•uhrt werden
k•onnen:

� BeliebigesUmordnen der Kinder einesP-Knotens;

� zyklische Rotation der Reihenfolgeder Kinder eines C-Knotens, eventuell
gefolgtvon Umkehrungder Reihenfolge.
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De�nition 1.50 Sei T ein echter PC-Baum, dann ist consistent(T) die Mengeder
konsistentenFrontiers von T, d.h.:

consistent(T) = f f (T0) : T �= T0g:

Beispielsweisebe�nden sich dann in der Mengeconsistent (T) f•ur den Baum ausder
Abbildung 1.4: BADECFGHI, ABGDCEFIH oder FCDEGABHI.

Auch PC-B•aume lassensich f•ur eineMengevon Restriktionen in linearer Zeit kon-
struieren, soferndie Mengedie Circular-Ones-Property besitzt. F•ur weitere Details
verweisenwir auf die Originalliteratur.

1.5.2 Algorithmus von Hsu f•ur die C1P

Der Algorithmus von Hsu arbeitet direkt mit den gegebenen0-1-Matrizen und ver-
sucht f•ur diesedie ConsecutiveOnesProperty festzustellen.F•ur einee�zien te Imple-
mentierung werden d•unn besetzteMatrizen (also mit wenig 1en) durch verkettete
Listen dargestellt.Dabei kann parallel zur Darstellung der erlaubtenPermutationen
ebenfallswieder ein PQ-Baum mitkonstruiert werden.

Der Algorithmus versucht ebenfalls iterativ die verschiedenenRestriktionen (also
Zeilen der Matrix) zu verarbeiten. Er verwendet dabei jeweils die k•urzeste, d.h.
diejenigemit den wenigstenEinsen.

F•ur einekurze Beschreibung der Idee desAlgorithmus von Hsu nehmenwir an, die
Matrix w•are bereits so permutiert, dasssie die Consecutive OnesProperty erf•ullt.
Sei v die k•urzesteZeile mit Einsen. Die Zeilen der Matrix lassensich dann in vier
Klassen(a) mit (e) einteilen:

(a) Die Zeilen, deren1-Block mit der Zeile v echt •uberlappt und nach links hinaus-
ragt.

(b) Die Zeilen,deren1-Block mit der Zeile v echt •uberlappt und nach recht hinaus-
ragt.

(c) Die Zeilen, deren 1-Block mit der Zeile v •uberlappt und sowohl nach links als
auch nach rechts hinausragt.

(d) Die Zeilen, deren1-Block mit der Zeile v identisch ist.

(e) Die Zeilen, deren1-Block v•ollig au�erhalb des1-Blocks der Zeile v liegt.
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v � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �

(a) � � � � � � � �

� � � � � � � �

� � � �

� � � � �

(b) � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

(c) � � � � � � � � � � � � � �

(d) � � � � � � � � � �

(e) � � �

Abbildung 1.35:Skizze:Darstellung der verschiedenenBl•ocke

Da wir jeweils die k•urzesteZeile w•ahlen kann es keine Zeile geben, deren 1-Block
echt im 1-Block der Zeile v enthalten ist. In der folgendenAbbildung 1.35 ist diese
Einteilung in diesevier Klassennoch einmal schematisch dargestellt.

Auch wenn die Matrix wild permutiert ist, k•onnenwir die Zeilen vom Typ (c), (d)
und (e) leicht erkennen.Die restlichenZeilensindeineMischung vom Typ (a) und (b)
Da dieseZeilenau�erhalb des1-Blocksvon Zeilev nach links oder rechts herausragen
m•ussenund jeweils die ersteSpalte links bzw. rechts mit einer 1 besetztseinmuss,
suchen wir in der restlichen Menge von Zeilen nur noch die Spalte au�erhalb des
1-Block von Zeile v mit den meisten1-en. Dieseist dann entweder eine Spalte die
unmittelbar links bzw. rechts vom 1-Block der Zeile v liegen muss.So k•onnen wir
auch die Zeilen in die Klassen(a) und (b) einteilen.

Mit den Zeilen vom Typ (a) oder (b) k•onnenwir jetzt die Ordnung der Spalten im
1-Block von Zeile v festlegen.Da in diesemBlock von Spalten die anderenZeilen
keinen Einuss auf die Anordnung mehr haben, kontrahieren wir dieseSpalten zu
einer neuenSpalte und iterieren dasVerfahren.Dabei kann parallel einePQ-Baum
bottom-up aufgebautwerden.

Man kann zeigen,dassdieseMethode ebenfalls in linearer Zeit l•auft und auch so
modi�ziert werdenkann, dasser bei kleinen Fehlern, wie zu Beginn diesesKapitels
angegeben,einesinnvolle Anordnung generierenkann. F•ur weitereDetails verweisen
wir auf die Originalliteratur.
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1.6 Intervall-Graphen

In diesemAbschnitt wollen wir eine andereModellierung zur genomischen Kartie-
rung vorstellen.Wie wir im n•achstenAbschnitt sehenwerden,hat dieseModellierung
den Vorteil, dasswir Fehler hier leichter mitmodellierenk•onnen.

1.6.1 De�nition von Intervall-Graphen

Zuerst ben•otigen wir die De�nition einesIntervall-Graphen.

De�nition 1.51 Ein MengeI = f [` i ; r i ] � R : i 2 [1 : n]g von reellen Interval len
[` i ; r i ] mit ` i < r i f•ur alle i 2 [1 : n] hei�t Intervall-Darstellung.

Der zugeh•orige Graph G(I ) = (V; E) ist gegeben durch

� V = I �= [1 : n],

� E = ff I ; I 0g : I ; I 0 2 I ^ I \ I 0 6= ;g .

Ein Graph G hei�t Intervall-Graph (engl. interval graph), wenn es eine Interval l-
Darstellung I gibt, so dassG �= G(I ).

In Abbildung 1.36 ist ein Beispiel einesIntervall-Graphen samt seinerzugeh•origen
Intervall-Darstellung gegeben.

1

2 3

4

1

2

3

4

Abbildung 1.36:Beispiel:Ein Intervall-Graph samt zugeh•origer Intervall-Darstellung

Zuerst bemerken wir, dassdie Intervalle so gew•ahlt werdenk•onnen,dassdie Inter-
vallgrenzenpaarweiseverschiedensind, d.h. f•ur einenIntervall-GraphenG kann eine
Intervall-Darstellung I = f [` i ; r i ] : [i 2 1 : n]g gefundenwerden,so dassG �= G(I )
und j f ` i ; r i : i 2 [1 : n]g j = 2n. Dazu m•ussengleiche Intervallgrenzennur um ein
kleinesSt•uck verschoben werden.Fernermerken wir hier noch an, dassdie Intervall-
Grenzender Intervalle einer Intervalldarstellung ohneBeschr•ankung der Allgemeint
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aus N gew•ahlt werden k•onnen.Dazu m•ussennur die Anfangs- und Endpunkte der
Intervallgrenzeneiner Intervall-Darstellung nur aufsteigenddurchnummeriert wer-
den.

Wir de�nieren jetzt noch zwei spezielleKlassenvon Intervall-Graphen, die f•ur die
genomische Kartierung von Bedeutungsind.

De�nition 1.52 Ein Interval l-Graph G hei�t echt (engl. proper interval graph),
wenn er eine Interval l-Darstellung I besitzt (d.h. G �= G(I )), so dass

8I 6= I 0 2 I : (I 6� I 0) ^ (I 6� I 0):

Ein Interval l-Graph G hei�t Einheits-Intervall-Graph (engl. unit interval graph),
wenn er eine Interval l-Darstellung I besitzt (d.h. G �= G(I )), so dassjI j = jI 0j f•ur
alle I ; I 0 2 I .

Zun•achst zeigenwir, dasssich trotz unterschiedlicher De�nition diesebeidenKlassen
gleich sind.

Lemma 1.53 Ein Graph ist genaudann ein Einheits-Intervall-Graph, wenner ein
echter Interval l-Graph ist.

Den Beweis diesesLemmas•uberlassenwir dem Leserals •Ubungsaufgabe.

1.6.2 Mo dellierung

Warum sind Intervall-Graphen f•ur die genomische Kartierung interessant. Schauen
wir uns noch einmal unsereAufgeb der genomischen Kartierung in Abbildung 1.37
an. O�ensichtlich entsprechen die Fragmente geradeIntervallen, n•amliche den Posi-
tionen die sie •uberdecken. Mit Hilfe unsererHybridisierungs-Experimente erhalten
wir die Information, ob sich zwei Fragmente bzw. Intervalle •uberlappen, n•amlich
genaudann, wenn beideFragmente dasselbe Landmark, alsoSTS, enthalten. Somit
bilden die Fragmente mit den Knoten und den •Uberschneidungenals Kanten einen
Intervall-Graphen. Was in der Aufgabe der genomischen Kartierung gesucht ist, ist
die Anordnung der Fragmente auf dem Genom.Dies ist aber nichts anderesals eine
Intervall-Darstellung des Graphen, den wir •uber unserebiologischen Experimente
erhalten. Aus diesemGrund sind oft auch Einheits-Intervall-Graphen von Interesse,
da in denbiologischenExperimenten die Fragmente im Wesentlichen dieselbe L•ange
besitzenund somit eineIntervall-Darstellung durch gleich langeIntervalle erlauben
sollte.
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Fragment 1

Fragment 2

Fragment 3

Fragment 4

Fragment 5

E B A G C F H I D

Abbildung 1.37:Skizze:Genomische Kartierung

Wir formulieren nun einigeProblemef•ur Intervall-Graphen,die die Problemstellung
bei der genomischen Kartierung widerspiegelnsoll.

Pr oper Inter vall Completion (PIC)

Eingab e: Ein Graph G = (V; E) und k 2 N.
Gesucht: Ein echter Intervall-Graph G0 = (V; E [ F ) mit jF j � k.

Mit PIC wird versucht dasVorhandenseinvon FalseNegativeszu simulieren.Eswird
angenommen,dassbei denExperimenten einige •Uberschneidungenvon Fragmenten
(maximal k) nicht erkannt wurden.

Pr oper Inter vall Selection (PIS)

Eingab e: Ein Graph G = (V; E) und k 2 N.
Gesucht: Ein echter Intervall-Graph G0 = (V; E n F ) mit jF j � k.

Mit PIS wird versucht dasVorhandenseinvon FalsePositiveszu simulieren. Es wird
angenommen,dassbei denExperimenten einige •Uberschneidungenvon Fragmenten
(maximal k) zu Unrecht erkannt wurden.

Inter vall Sandwich (IS)

Eingab e: Ein Tripel (V; D; F ) mit D; F �
� V

2

�
.

Gesucht: Ein Intervall-Graph G = (V; E) mit D � E � F .

Mit IS soll in gewissenSinne versucht werden sowohl FalsePositive als auch False
Negatives zu simulieren. Hierbei repr•asentiert die MengeD die •Uberschneidungen
von Fragmenten, von denenman sich sicher ist, dasssich gelten. Diesewerdeneine
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Teilmengeder aus den experimentell gewonnen •Uberschneidungen sein. Mit der
Menge F versucht ein Menge von Kanten anzugeben, die h•ochstens benutzt wer-
den d•urfen. Diesewerden eine Obermengeder experimentellen •Uberschneidungen
sein.Man kann das IS-Problem auch andersformulieren.

Inter vall Sandwich (IS)

Eingab e: Ein Tripel (V; M ; F ) mit M ; F �
� V

2

�
.

Gesucht: Ein Intervall-Graph G = (V; E) mit M � E und E \ F = ; .

Hierbei bezeichnet M (wie vorher D) die Mengevon Kanten, die in jedemFalle im
Intervall-Graphenauftreten sollen(engl. mandatory). Die MengeF bezeichnet jetzt
die Mengevon Kanten, die im zu konstruierendenIntervall-Graphensicherlich nicht
auftreten d•urfen (engl. forbidden). Wie man sich leicht •uberlegt, sind die beiden
Formulierungen•aquivalent.

Bevor wir unserletztesProblemformalisieren,ben•otigen wir noch die De�nition von
F•arbungenin Graphen.

De�nition 1.54 Sei G = (V; E) ein Graph. Eine Abbildungc : V ! [1 : k] hei�t
k-F•arbung. Eine k-F•arbunghei�t zul•assig, wenn c(v) 6= c(w) f•ur alle f v; wg 2 E.

Damit k•onnenwir das folgendeProblem de�nieren:

Inter valizing Colored Graphs

Eingab e: Ein Graph G = (V; E) und einek-F•arbung c.
Gesucht: Ein Intervall-Graph G0 = (V; E 0) mit E � E 0, so dassc eine zul•assige

k-F•arbung f•ur G0 ist.

Die Motivation hinter dieserFormalisierung ist, dassman bei der Herstellung der
Fragmente daraufachten kann,welcheFragmente auseinerKopie desGenomsgleich-
zeitig generiertwurden. Damit wei� man, dasssich dieseFragmente sicherlich nicht
•uberlappen k•onnenund gibt ihnen daher dieselbe Farbe.

Man beachte, dassICG ist ein Spezialfall desIntervall Sandwich Problemsist. Mit
F = f f i; j g : c(i ) 6= c(j )g k•onnen wir aus einer ICG-Instanz eine •aquivalente IS-
Instanz konstruieren.
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1.6.3 Komplexit •aten

In diesemAbschnitt wollen kurz auf die Komplexit•at der im letzten Abschnitt vor-
gestellten Probleme eingehen.Leider sind f•ur dieseFehler tolerierendenModellie-
rungen die Entscheidungsproblem,ob esden gesuchten Graphengibt oder nicht, in
der Regelbereits N P-hart.

PIC: Proper Interval Completion ist N P-hart, wenn k Teil der Eingabe ist. F•ur
festek ist das Problem in polynomieller Zeit l•osbar, aber die Laufzeit bleibt
exponentiell in k.

ICG und IS: Intervalizing Colored Graphs ist ebenfalls N P-hart. Somit ist auch
dasIntervall Sandwich Problem, dasja ICG als Teilproblem enth•alt, ebenfalls
N P-hart. Selbst f•ur ein festesk � 4 bleibt ICG N P-hart. F•ur k � 3 lassen
sich hingegenpolynomielle Algorithmen f•ur ICG �nden. Der Leser sei dazu
eingeladen,f•ur die F•alle k = 2 und k = 3 polynomielleAlgorithmen zu �nden.
Leider taucht in der Praxis doch eherder Fall k � 4 auf.

1.7 Intervall Sandwich Problem

In diesemAbschnitt wollen wir dasIntervall Sandwich Problemvom algorithmischen
Standpunkt ausgenauerunter die Lupe nehmen.Wir wollen zeigen,wie man dieses
Problem prinzipiell, leider mit eineexponentiellen Laufzeit l•ost, und wie man daraus
f•ur einenSpeziallfall einenpolynomiellenAlgorithmus ableiten kann.

1.7.1 Allgemeines L•osungsprinzip

Wir wollen an dieserStelle noch anmerken, dasswir im Folgendenohne Beschr•an-
kung der Allgemeinheit annehmen,dassder Eingabe-Graph (V; M ) zusammenh•an-
gendist. Andernfalls bestimmenwir eineIntervall-Darstellung f•ur jedeseineZusam-
menhangskomponenten und h•angen dieseswillk •urlich aneinander.F•ur praktische
Eingaben in Bezugauf die genomische Kartierung k•onnenwir davon ausgehen,dass
die Eingabe zusammenh•angend ist, da andernfalls die Fragmente so d•unn ges•at
waren, dasseineechte Kartierung sowiesonicht m•oglich ist.

Zun•achst de�nieren wir einigef•ur unserealgorithmische Ideegrundlegende,dennoch
sehreinfache Begri�e.
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De�nition 1.55 Sei S = (V; M ; F ) eine Eingabe f•ur IS. Eine TeilmengeX � V
hei�t Kern. Der Rand � (X ) � M einesKerns X ist de�niert als

� (X ) = f e 2 M : je \ X j = 1g:

Die aktive RegionA(X ) � V einesKerns X ist de�niert als

A (X ) = f v 2 X : 9e 2 � (X ) : v 2 eg:

Der Hintergrund f•ur dieseDe�nition ist der folgende.Der aktuell betrachtete Kern
in unseremAlgorithmus wird eine Knotenteilmengesein, f•ur die wir eine Intervall-
Darstellung bereitskonstruiert haben.Die aktive Regionbeschreibt dann die Menge
von Knoten desKerns, f•ur die noch benachbarte Knoten au�erhalb desKerns exis-
tieren, die dann •uber die Kanten ausdem Rand verbundensind.

X

A(X )

� (X )

Abbildung 1.38:Skizze:Aktiv e RegionA(X ) und Rand � (X ) desKerns X

Kommenwir nun dazugenauerzu formalisieren,waseineIntervall-Darstellung eines
Kerns ist.

De�nition 1.56 SeiV eineKnotenmengeund M ; F �
� V

2

�
. Ein Layout L(X ) eines

Kerns X � V ist eine Funktion I : X ! f [a;b] j a < b2 Rg mit

1. 8f v; wg 2 M \
� X

2

�
: I (v) \ I (w) 6= ; ,

2. 8f v; wg 2 F \
� X

2

�
: I (v) \ I (w) = ; ,

3. 8v 2 A(X ) : r (I (v)) = maxf r (I (w)) : w 2 X g, wobei r ([a;b]) = b f•ur alle
a < b 2 R.

Ein Kern hei�t zul•assig, wenn er ein Layout besitzt.

Damit ist ein zul•assigerKern also der Teil der Knoten, f•ur den bereits ein Layout
bzw. eineIntervall-Darstellung konstruiert wurde.Mit der n•achstenDe�nition geben
wir im Prinzip die algorithmische Ideean, wie wir zul•assigeKerne erweitern wollen.
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Wir werdensp•ater sehen,dassdieseIdeeausreichendseinwird, um f•ur eineEingabe
desIntervall Sandwich Problemseine Intervall-Darstellung zu konstruieren.

De�nition 1.57 Ein zul•assiger Kern Y = X [ f vg erweitert genau dann einen
zul•assigenKern X , wenn L(Y) aus L(X ) durch Hinzuf•ugen eines Interval ls I (v)
entsteht, so dass

1. 8w 2 X n A(X ) : r (I (w)) < `(I (v)) ;

2. 8w 2 A(X ) : r (I (w)) = r (I (v)) .

Hierbei ist `([a;b]) = a und r ([a;b]) = b f•ur alle a < b2 R.

In Abbildung 1.39 ist ein Beispiel f•ur einesolche Erweiterung deszul•assigenKerns
f 1; 2; 3; 4g zu einemzul•assigenKern f 1; 2; 3; 4; 5g dargestellt.

1

2 3

4

5

1

2

3

4

5

Abbildung 1.39:Skizze:Erweiterung einesLayouts

Wir kommen im folgendenLemma zu einer einfachen Charakterisierung,wann ein
zul•assigerKern eineErweiterung einesanderenzul•assigenKerns ist. Hierbei ist ins-
besonderewichtig, dassdieseCharakterisierungv•ollig unabh•angigvon denzugrunde
liegendenLayouts ist, die den Kernen ihre Zul•assigkeit bescheinigen.

Lemma 1.58 SeiX ein zul•assigerKern. Y = X [ f vg ist genaudann ein zul•assiger
Kern und erweitert X , wenn (v; w) =2 F f•ur alle w 2 A(X ).

Bew eis: ) : Da Y eineErweiterung von X ist, •uberschneidet sich dasIntervall von
v mit jedemIntervall ausA(X ). Da au�erdem Y = X [ f vg ein zul•assigerKern ist,
gilt (v; w) =2 F f•ur alle w 2 A(X ).

( : Sei also X ein zul•assigerKern. Wir betrachten das Layout von X in Abbil-
dung 1.40 Da (v; w) =2 F f•ur alle w 2 A(X ), k•onnen wir nun alle Intervalle der
Knoten ausA(X ) verl•angernund ein neuesIntervall f•ur v einf•ugen,dasnur mit den
Intervallen ausA(X ) •uberlappt.
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A(X )

Abbildung 1.40:Skizze:

Wir zeigenjetzt noch, dasseszu jedem zul•assigenKern einenkleinerenzul•assigen
Kern gibt, der sich zu diesemerweitern l•asst.

Lemma 1.59 Jeder zul•assigeKern Y erweitert mindestenseinen zul•assigenKern
X ( Y.

Bew eis: SeiL(Y) mit I : V ! J (R) ein Layout f•ur Y, wobei J (R) die Mengealler
abgeschlossenreellenIntervalle bezeichnet. Wir w•ahlen jetzt y 2 Y, sodass`(I (y))
maximal ist. Siehedazuauch Abbildung 1.41.Beachte, dassy nicht notwendigerweise
ausA(Y) seinmuss.

y

A (Y)

Abbildung 1.41:Skizze:Layout L(Y) f•ur Y

Wir de�nieren jetzt ein Layout L(X ) f•ur X = Y n f yg ausL(Y) wie folgt um:

8f x; yg 2 M : r (I (x)) := maxf r (z) : z 2 A(Y)g:

Alle anderenWerte von I auf X bleiben unver•andert und y wird aus dem De�niti-
onsbereich von I entfernt.

Wir m•ussenjetzt lediglich die drei Bedingungenaus der De�nition eines zul•as-
sigen Layouts nachweisen. O�ensichtlich gilt weiterhin I (v) \ I (w) 6= ; f•ur alle
f v; wg 2 M \

� X
2

�
� M \

� Y
2

�
. Au�erdem gilt ebenfalls I (v) \ I (w) = ; f•ur alle

f v; wg 2 F \
� X

2

�
� F \

� Y
2

�
. Letztendlich gilt nach unserer Konstruktion, dass

r (I (v)) = maxf r (I (w)) : w 2 X g f•ur alle v 2 A(X ), da man sich leicht •uberlegt,
dass

A(X ) = f x 2 X : f x; yg 2 M g [ (A (Y) n f yg):

Damit ist der Beweis abgeschlossen.

Als unmittelbare Folgerung erh•alt man das folgendeKorollar, dassdie Basis f•ur
unserenAlgorithmus seinwird.
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Korollar 1.60 F•ur eine Eingabe S = (V; M ; F ) des Interval SandwichProblems
existiert genaudann eine L•osung,wenn V ein zul•assigerKern ist.

25. MaiMit Hilfe diesesKorollars wissenwir nun, dasseseineaufsteigendeFolge

; = X 0 � X 1 � � � � � X n� 1 � X n = V

mit jX i +1 n X i j = 1 gibt. Das bedeutet, dass wir ein Layout iterativ f•ur unsere
Problemeingabe konstruierenk•onnen.Nach demLemma1.58wissenwir ferner,dass
die Erweiterungenunabh•angigvom betrachteten Layout m•oglich sind. Insbesondere
folgt daraus, dasswenn ein Layout eineszul•assigenKerns nicht erweitert werden
kann, es auch kein anderesLayout diesesKerns geben kann, dass sich erweitern
l•asst.

Somit erhalten wir den in Abbildung 1.42angegeben Algorithmus zur Konstruktion
einer Intervall-Darstellung f•ur einegegebeneEingabe S desIntervall Sandwich Pro-
blems.Hierbei testen wir alle m•oglichen Erweiterungender leerenMengezu einem

Sandwich
f

QueueQ;
Q:enqueue(; );
while (not Q:is empty())
f

X = Q:dequeue();
for each v =2 X do

if (Y := X [ f vg is feasibleand extendsX )
if (Y = V)

output Solution found;
else

Q:enqueue(Y);
g
output No solutions found;

g

Abbildung 1.42:Algorithmus: AllgemeinesIntervall Sandwich Problem

zul•assigenKern V. Da es leider exponentiell viele Erweiterungspfadegibt, n•amlich
genaun!, wenn n = jV j ist, ist dieserAlgorithmus sicherlich nicht praktikabel. Da
der Test, ob sich ein Kern erweitern l•asst nach Lemma 1.58 in Zeit O(jVj2) imple-
mentieren l•asst,erhalten wir das folgendeTheorem.

Theorem 1.61 F•ur eine Eingabe S = (V; M ; F ) des Interval SandwichProblems
l•asstsich in Zeit O(jVj! � jV j2) feststellen, ob eseine L•osunggibt, und falls ja, kann
dieseauch konstruiert werden.
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1.7.2 L•osungsansatz f•ur Bounded Degree Interval Sandwich

Wir wollen nun zwei Varianten desIntervall Sandwich Problemsvorstellen,die sich
in polynomiellerZeit l•osenlassen.Dazugebenwir erst noch kurz die De�nition einer
Clique an.

De�nition 1.62 Sei G = (V; E) ein Graph. Eine Teilgraph G0 = (V 0; E 0) hei�t
Clique oder k-Clique, wenn folgendesgilt:

� jV 0j = k,

� E 0 =
� V 0

2

�
(d.h. G0 ist ein vollst•andiger Graph),

� F•ur jedesv 2 V n V 0 ist G00= (V 00;
� V 00

2

�
) mit V 00= V 0 [ f vg kein Teilgraph

von G (d.h. G0 ist ein maximaler vollst•andiger Teilgraph von G).

Die Cliquenzahl ! (G) desGraphenG ist Gr•o�e einer gr•o�ten Clique von G.

Mit Hilfe dieserDe�nition k•onnen wir folgendeSpezialf•alle desIntervall Sandwich
Problemsde�nieren.

Bounded Degree and Width Inter val Sandwich

Eingab e: Ein Tripel (V; M ; F ) mit M ; F �
� V

2

�
sowie zwei nat•urliche Zahlen

d;k 2 N mit �(( V; M )) � d.
Gesucht: Ein Intervall-Graph G = (V; E) mit M � E und E \ F = ; sowie

! (G) � k.

Wir beschr•anken also hier die Eingabe auf Graphen mit beschr•ankten Grad und
suchen nach Intervall-Graphen mit einer beschr•ankten Cliquenzahl.

Bounded Degree Inter val Sandwich (BDIS)

Eingab e: Ein Tripel (V; M ; F ) mit M ; F �
� V

2

�
und d 2 N.

Gesucht: Ein Intervall-Graph G = (V; E) mit M � E und E \ F = ; sowie
�( G) � d.

Beim Bounded DegreeInterval Sandwich Problem beschr•anken wir den Suchraum
nur dadurch, dasswir f•ur die L•osungennur gradbeschr•ankte Intervall-Graphenzulas-
sen.Wir werdenjetzt f•ur diesesProblemeinenpolynomiellenAlgorithmusvorstellen.
F•ur daserstgenannte Problem l•asstsich mit •ahnlichenMethodenebenfallsein poly-
nomiellerAlgorithmus �nden. Die beidenhier erw•ahnten Problemesind auch f•ur die
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genomische Kartierung relevant, da wir bei den biologischen Experimenten davon
ausgehen,dassdie •Uberdeckung einer Position im Genom sehr gering ist und auf-
grund der kurzen, in etwa gleichlangenFragmente der resultierendeIntervall-Graph
sowohl einenrelativ kleinen Grad als auch einerelativ kleine Cliquenzahlbesitzt.

Um unserenAlgorithmus geeignetmodi�zieren zu k•onnen, m•ussenwir auch die
grundlegendeDe�nition der Layouts anpassen.

De�nition 1.63 Sei V eine Menge und M ; F �
� V

2

�
. Ein d-Layout (oder kurz

Layout) L(X ) eines Kerns X � V ist eine Funktion I : X ! f [a;b] j a < b 2 Rg
mit

1. 8f v; wg 2 M \
� X

2

�
: I (v) \ I (w) 6= ; ,

2. 8f v; wg 2 F \
� X

2

�
: I (v) \ I (w) = ; ,

3. 8v 2 A(X ) : r (I (v)) = maxf r (I (w)) : w 2 X g, wobei r ([a;b]) = b f•ur alle
a < b 2 R,

4. 8v 2 X n A(X ) : I (v) schneideth•ochstensd andere Interval le,

5. 8v 2 A(X ) : I (v) schneideth•ochstensd � jE(v; X )j andere Interval le, wobei
E(v; X ) = ff v; wg 2 M j w =2 X g.

Ein Kern hei�t d-zul•assig(oder auch kurz zul•assig), wenn er ein d-Layout besitzt
und A(X ) � d � 1.

Im Folgendenwerden wir meist die Begri�e Layout bzw. zul•assiganstatt von d-
Layout bzw. d-zul•assig verwenden. Aus dem Kontext sollte klar sein, welches d
wirklich gemeint ist.

Im Wesentlichensinddie Bedingungen4 und 5 in der De�nition neuhinzugekommen.
Die Bedingung 4 ist klar, da wir ja nur Intervall-Graphen mit maximalen Grad
kleiner gleich d konstruierenwollen. Daher darf sich jeder fertig konstruierte Knoten
mit maximal d anderenIntervalle schneiden. Analog ist es bei Bedingung 5. Hier
gibt jE(v; X )j geradedie Anzahl der Nachbarn an, die noch nicht in der aktuellen
Intervall-Darstellung bzw. im Layout realisiert sind. Daher darf ein Intervall der
aktiven Regionvorher maximal d � jE(v; X )j andereIntervalle schneiden.

Es bleibt noch zu •uberlegen,warum man die Einschr•ankung gemacht hat, dass
jA (X )j � d � 1 ist. W•are jA (X )j � d + 1, dann w•urde jedesIntervall der aktiven
Regionbereitsd andereIntervalle schneiden.Da die Knoten jedoch noch aktiv sind,
gibt esnoch nicht realisierte Nachbarn und der resultierendenGraph w•urde einen
Grad von gr•o�er als d bekommen.
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Warum verbieten wir auch noch jA (X )j = d? Angenommen,wir h•atten eineaktive
Regionmit d Knoten. Dann h•atte jederKnoten der aktivenRegionbereitseineGrad
von d� 1, da sich alle Intervall der aktiven Region•uberschneiden.Die aktive Region
bildet alsoeined-Clique.Wennnun ein Knoten hinzukommt, wird er zu allenKnoten
der aktiven Region benachbart. Somit konstruieren wir eine (d + 1)-Clique, in der
jeder Knoten Grad d besitzt. W•urde die aktive Region also einmal aus d Knoten
bestehen,so m•ussteeine erfolgreiche Ausgabe desAlgorithmus eine (d + 1)-Clique
sein.Da wir voraussetzen,dassder Eingabegraph(V; M ) zusammenh•angendist und
somit auch der zu konstruierendeAusgabegraphzusammenh•angendseinmuss,kann
dies nur der Fall sein, wenn jV j = d + 1 ist. Andernfalls g•abe eseinenKnoten mit
Grad gr•o�er als d. Wir k•onnenalsovorher pr•ufen, ob der vollst•andigeGraph auf V
einezul•assigeAusgabe ist und hinterher diesenFall ausschlie�en.

Lemma 1.64 Sei X ein d-zul•assigerKern. Y = X [ f vg ist genaudann ein d-
zul•assiger Kern und erweitert X , wenn (v; w) =2 F f•ur alle w 2 A(X ) und X
ein d-Layout L besitzt, so dassI (u) h•ochstensd � jE(u; X )j � 1 andere Interval le
schneidet,f•ur alle u 2 A(X ) mit f u; vg =2 M , und jA (X )j � d � jE(v; Y)j.

Bew eis: ) : Nach Lemma 1.58wissenwir, dass(v; w) =2 F f•ur alle w 2 A(X ).

Sei Y = X [ f vg ein zul•assigerKern, der X erweitert. Sei L(Y) ein Layout von
Y und L(X ) das Layout f•ur X , das durch Entfernen des Intervalls f•ur v aus dem
Layout L(Y) entsteht. Seiweiter u 2 A(X ) mit f u; vg =2 M . Wir unterscheidenjetzt
zwei F•alle, je nachdem, ob u auch in der aktiven Regionvon Y ist oder nicht.

Fall 1 (u =2 A (Y )): Da u sich nicht mehr in der aktiven Regionvon Y be�ndet,
obwohl esin der aktiven Regionvon X war, mussv der letzte verbliebeneNachbar
von u au�erhalb von X gewesensein. Damit ist (u; v) 2 M und dieserFall kann
nach der Wahl von u gar nicht auftreten.

Fall 2 (u 2 A (Y )): Da L(Y) ein Layout von Y ist und sich u in der aktivenRegion
von Y be�ndet, schneidet I (u) maximal d � jE(u; Y)j andere Intervalle in L(Y).
Durch Hinzunahmevon v zu X bleibt die Mengeder Nachbarn von u au�erhalb von
X bzw. Y unver•andert, d.h. E(u; X ) = E(u; Y) (sieheauch Abbildung 1.43).

Nach De�nition der Erweiterung m•ussensich jedoch die Intervalle von u und v
schneiden,obwohl f u; vg =2 M . Damit schneidet dasIntervall I (u) im Layout von Y
maximal d � jE(u; Y)j = d � jE(u; X )j andereIntervalle. Da im Layout von L(X )
nun das Intervall von v nicht mehr enthalten ist, das sich mit dem Intervall von
u schneidet, gilt im Layout von X , dass I (u) maximal d � jE(u; X )j � 1 andere
Intervalle schneidet.
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X

E(u; X )
= E(u; Y)

vf u; vg =2 M

u

Abbildung 1.43:Skizze:Erweiterung von X um v

Es bleibt noch zu zeigen,dassjA (X )j � d � jE(v; Y)j gilt. Da Y ein zul•assigerKern
ist, schneidet dasIntervall von v maximal d � jE(v; Y)j andereIntervalle im Layout
L(Y) von Y. Die zu diesenIntervallen zugeh•origen Knoten bilden geradedie aktive
Regionvon X . Somit gilt jA (X )j � d � jE(v; Y)j.

( : Nach Lemma 1.58 folgt aus (v; w) =2 F f•ur alle w 2 A(X ) bereits, dassY eine
Erweiterung von X und die Bedingungen1 mit 3 f•ur dasLayout L(Y) f•ur Y gelten.
Wir m•ussenalsonur noch die Bedingungen4 und 5 •uberpr•ufen.

Zum Nachweis der Bedingung 4 halten wir zun•achst fest, dassKnoten aus X , die
in X nicht mehr aktiv sind, sicherlich auch in Y nicht aktiv sind, d.h. es gilt
X n A(X ) � Y n A(Y). F•ur alle Knoten aus X n A(X ) gilt also Bedingung 4.
Sei jetzt also y 2 Y n A(Y) n (X n A(X )). Daher wird v jetzt inaktiv und esmuss
daher f v; yg 2 M gelten. Aufgrund der Bedingung 5 f•ur das Layout L(X ) von X
schneidet dasIntervall von y maximal d andereIntervalle und die Bedingung4 gilt.

Es bleibt noch der Fall, dassauch der neue Knoten v nicht in Y nicht mehr zur
aktiven Regiongeh•ort. Dann schneidet v maximal d� 1 andereIntervalle, da immer
jA (X )j � d � 1 gilt

Zum Nachweis der Bedingung5 f•ur dasLayout L(Y) f•ur Y machen wir wieder eine
Fallunterscheidung und betrachten hierbei y 2 A(Y) � (A (X ) [ f vg):

Fall 1 (y 2 A (X )): Ist f y; vg 2 M , dann schneidet das Intervall I (y) im Lay-
out L(X ) von X nach Voraussetzungmaximal d � jE(y; X )j andereIntervalle. Da
E(y; Y) = E(y; X ) n f vg und somit jE(y; X )j = jE(y; Y)j + 1 ist, kann I (y) im
erweiterten Layout L(y) maximal

d � jE(y; X )j + 1 = d � (jE(y; Y)j + 1) + 1 = d � jE(y; Y)j

andereIntervalle schneiden.

Ist andererseitsf y; vg =2 M , dann schneidet I (y) im Layout L(X ) von X nach
Voraussetzungmaximal d � jE(y; X )j � 1 andere Intervalle. Somit kann I (v) im
erweiterten Layout L(Y) maximal d � jE(y; X )j � 1 + 1 = d � jE(y; X )j andere
Intervalle schneiden.
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Fall 2 (y = v): Da A(X ) � d� jE(v; Y)j ist, kann y = v im Layout L(Y) maximal
d � jE(y; Y)j andereIntervalle schneiden.

Somit haben wir auch wiedereineCharakterisierunggefunden,die eineErweiterung
von X zu Y beschreibt, ohneauf die konkreten Layouts einzugehen.Im Gegensatz
zum allgemeinenFall m•ussenwir hier jedoch die Grade der Knoten in der aktiven
Regionbzgl. desbereits konstruierten Intervall-Graphen kennen.

Lemma 1.65 Jeder d-zul•assigeKern Y erweitert mindestenseinen d-zul•assigen
Kern X ( Y.

Bew eis: SeiY ein zul•assigerKern und seiL(Y) ein zugeh•origesLayout. Seiy 2 Y
sogew•ahlt, dass`(I (y)) maximal ist. Weiter seiL(X ) dasLayout f•ur X = Y n f yg,
dasdurch Entfernen von I (y) ausL(Y) entsteht. Aus dem Beweisvon Lemma 1.59
folgt, dassdie Bedingungen1 mit 3 f•ur das Layout L(X ) erf•ullt sind. Wir m•ussen
jetzt nur noch zeigen,dassauch die Bedingungen4 und 5 gelten.

Zuerst zur Bedingung4. F•ur alle v 2 X nA(X ) gilt o�ensichtlich, dassI (v) maximal
d andere Intervalle schneidet. Ansonstenw•are L(Y) schon kein Layout f•ur Y, da
diesesdann ebenfallsdie Bedingung4 verletzten w•urde.

Kommen wir jetzt zum Beweis der G•ultigkeit von Bedingung 5. Zuerst stellen wir
fest, dassA(X ) � A (Y) n f yg gilt.

Fall 1 (v =2 A (Y )): Damit gilt, dass (v; y) 2 M sein muss. In L(Y) schnei-
det I (v) dann maximal d andereIntervalle. In L(X ) schneidet I (v) dann maximal
d � 1 = d� jE(v; x)j andereIntervalle, da sich I (v) und I (y) in L(Y) schneidenund
da E(v; Y) = f yg.

Fall 2 (v 2 A (Y )): Nach Voraussetzungschneidet I (v) maximal d � jE(v; Y)j
andere Intervalle im Layout L(Y). Da sich die Intervalle von v und y nach Wahl
von y schneidenm•ussen,schneidet I (v) maximal d � jE(v; Y)j � 1 = d � jE(v; X )j
andereIntervalle in L(X ), da E(v; Y) = E(v; Y) [ f yg.

Korollar 1.66 F•ur die Eingabe S = (V; M ; F ) desBounded Degree Interval Sand-
wich Problemsexistiert genaudann eine L•osung,wenn V ein d-zul•assigerKern ist.

Wir merken hier noch an, dassman X durchaus zu Y erweitern kann, obwohl ein
konkretesLayout f•ur X sich nicht zu einemLayout f•ur Y erweitern l•asst.Dennoch
haben wir auch hier wieder festgestellt,dasseseinebzgl. Mengeninklusionaufstei-
gendeFolge von zul•assigenKernen gibt, anhand derer wir von der leeren Menge
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als zul•assigenKern einen zul•assigenKern f•ur V konstruieren k•onnen, sofern das
Problem •uberhaupt eineL•osungbesitzt.

Da wir f•ur die Charakterisierungder Erweiterbarkeit nun auf die Gradeder der Kno-
ten der aktiven Regionbzgl. desbereitskonstruierten Intervall-Graphenangewiesen
sind, ist die folgendeDe�nition n•otig.

De�nition 1.67 F•ur ein d-Layout L(X ) von X ist der Grad von v 2 A(X ) de�-
niert als die Anzahl der Interval ls, die I (v) schneiden.

Ein Kern-Paar (X ; f ) ist ein d-zul•assigerKern X zusammenmit einer Gradfolge
f : A (X ) ! N, die jedemKnoten in der aktiven Region von X ihren Grad zuordnet.

Das vorherigeLemma impliziert, dasszwei Layouts mit demselben Grad f•ur jeden
Knoten v 2 A(X ) entweder beide erweiterbar sind oder keinesvon beiden. Damit
k•onnen wir unserengenerische Algorithmus aus dem vorigen Abschnitt wie folgt
f•ur dasBoundedDegreeInterval Sandwich Problem erweitern. Wenn ein Kern Paar
(X ; f ) betrachtet wird, wird jedesm•ogliche Kern-Paar (Y; g) hinzugef•ugt, das ein
Layout f•ur Y mit Gradfolgeg besitzt und ein Layout von X mit Gradfolgef erwei-
tert. Aus den vorherigenLemmata folgt bereits die Korrektheit. Wir wollen uns im
n•achsten Abschnitt nun noch um die Laufzeit k•ummern.

1.7.3 Laufzeitabsch•atzung

F•ur die Laufzeitabsch•atzung stellen wir zun•achst einmal fest, dasswir im Algorith-
mus eigentlich nichts anderestun, als einenso genannten Berechnungsgraphenz.B.
per Tiefensuche zu durchlaufen. Die Knoten diesesBerechnungsgraphensind die
Kern-Paareund zwei Kern-Paare(X ; f ) und (Y; g) sind mit einergerichteten Kante
verbunden,wenn sich (X ; f ) zu (Y; g) erweitern l•asst. Unser Startknoten ist dann
die leereMengeund unserZielknoten ist die MengeV.

Wir m•ussenalso nur noch (per Tiefen- oder Breitensuche oder einer anderenopti-
mierten Suchstrategie) feststellen,ob sich der Zielknoten vom Startknoten auserrei-
chen l•asst. Die Laufzeit ist dann proportional zur Anzahl der Knoten und Kanten
im Berechnungsgraphen.Daher werdenwir dieseals erstesabsch•atzen.

Lemma 1.68 Ein zul•assigerKern X ist durch das Paar (A (X ); � (X )) eindeutig
charakterisiert.

Bew eis: Wir m•ussenjetzt nur feststellen,wie wir anhand des gegebenenPaares
feststellen k•onnen, welche Knoten sich im zul•assigenKern be�nden. Dazu stellen
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wir fest, dassgenaudann x 2 X ist, wenn es einen Pfad von x zu einem Knoten
v 2 A(X ) der aktiven Regionim Graphen (V; M n � (X )) gibt.

Somit k•onnenwir jetzt die die Anzahl der zul•assigenKerne abz•ahlen, indem wir die
Anzahl der oben beschriebenencharakterisierendenPaareabz•ahlen.

Zuerst einmal stellen wir fest, dassesmaximal

d� 1X

i =0

�
n
i

�
�

d� 1X

i =0

ni �
nd � 1
n � 1

= O(nd� 1)

M•oglichkeiten gibt, eineaktive RegionausV auszuw•ahlen, da jA (X )j � d � 1.

F•ur die m•ogliche R•ander der aktiven Region gilt, dassderen Anzahl durch 2d(d� 1)

beschr•ankt ist. Wir m•ussenn•amlich von jedemder (d � 1) Knoten jeweils festlegen
welche ihrer maximal d Nachbarn bzgl. M im Rand liegen.

Jetzt m•ussenwir noch die Anzahl m•oglicher Gradfolgenabsch•atzen.Dieseist durch
dd� 1 < dd � 2" �d2

f•ur ein " > 0 beschr•ankt, da nur f•ur jedenKnoten ausder aktiven
Regionein Wert ausd m•oglichen Werten in [0 : d � 1] zu vergeben ist. Somit ist die
Anzahl der Kern-Paare ist beschr•ankt durch O(2(1+ " )d2

nd� 1).

Lemma 1.69 Die Anzahlder Kern-Paare, deren aktive Region maximal d� 1 Kno-
ten besitzt, ist beschr•ankt durch O(2(1+ " )d2

nd� 1) f•ur ein " > 0.

Nun m•ussenwir noch die Anzahl von Kanten im Berechnungsgraphenermitteln.
Statt dessenwerdenwir jedoch denmaximalenAusgangsgradder Knoten ermitteln.

Wir betrachten zuerst die Kern-Paare, deren aktive Region maximale Gr•o�e, also
d � 1 Knoten, besitzen.Wie viele andereKernpaare k•onnenein solchesKern-Paar
erweitern?Zuerstbemerkenwir, dasszu einemsolchenKern nur Knoten hinzugef•ugt
werden k•onnen, die zu Knoten der aktiven Region benachbart sind. Andernfalls
w•urde die aktive Regionauf d Knoten anwachsen,was nicht zul•assigist.

Wir m•ussenalso nur einen Knoten aus der Nachbarschaft der aktiven Region aus-
w•ahlen. Da dieseaus weniger als d Knoten besteht und jeder Knoten im Graphen
(V; M ) nur maximal d Nachbarn hat, kommennur d2 viele Knoten in Frage.

Nachdemwir einendieserKnoten ausgew•ahlt haben, k•onnenwir mit Hilfe desGra-
phen (V; M ) und der aktuell betrachteten aktiven Region sofort die aktive Region
sowie derenRand bestimmen.Ebenfallsdie Gradfolgeder aktiven Regionl•asstsich
leicht ermitteln. Bei allen Knoten, die in der aktiven Regionbleiben, erh•oht sich der
Grad um 1. Alle, die ausder aktiven Regionherausfallen,sind uninteressant, da wir
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uns hierf•ur den Grad nicht zu merken brauchen. Der Grad desneu hinzugenommen
Knotens ergibt sich ausder Kardinalit •at der alten aktiven Region.

Somit kann der Ausgangsgradder Kern-Paare mit eine aktiven Region von d � 1
Knoten durch d2 abgesch•atzt werden. Insgesamt gibt esalsoO(2(1+ " )d2

� nd� 1) viele
Kanten, die ausKern-Paarenmit eineraktivenRegionvon d� 1 Knoten herausgehen.

Jetzt m•ussenwir noch den Ausgangsgradder Kern-Paareabsch•atzen, derenaktive
Region weniger als d � 1 Knoten umfasst. Hier kann jetzt jeder Knoten, der sich
noch nicht im Kern be�ndet hinzugenommenwerden.Wiederum k•onnenwir sofort
die aktive Region und dessenRand mithilfe desGraphen (V; M ) berechnen. Auch
die Gradfolgefolgt unmittelbar.

Wie viele Kern-Paare, deren aktive Region maximal d � 2 Knoten umfasst, gibt
es denn •uberhaupt? Wir haben dies vorhin im Lemma 1.69 f•ur d � 1 angege-
ben. Also gibt es O(2(1+ " )d2

nd� 2). Da von all diesenjeweils maximal n Kanten in
unseremBerechnungsgraphenausgehen,erhalten wir also insgesamt gibt es also
O(2(1+ " )d2

� nd� 1) viele Kanten, die aus Kern-Paaren mit einer aktiven Region von
maximal d � 2 Knoten herausgehen.

Damit erhalten wir zusammenfassenddas folgendeTheorem.

Theorem 1.70 Das Bounded Degree Interval Sandwich Problem kann in Zeit
O(2(1+ " )d2

nd� 1) f•ur ein " > 0 gel•ost werden.

Da dasIntervalizing ColoredGraphsals Spezialfall desInterval Sandwich Problems
aufgefasstwerdenkann, erhaltenwir auch hier f•ur einegradbeschr•ankte L•osungeine
polynomielleLaufzeit.

Korollar 1.71 Das ICG Problem ist in P, wenn der maximale Grad der L•osung
beschr•ankt ist.

27. Mai
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Phylogenetische B•aume 2

2.1 Einleitung

In diesemKapitel wollen wir uns mit phylogenetischenB•aumen bzw. evolution•aren
B•aumen besch•aftigen. Wir wollen also die Entwicklungsgeschichte mehrerer ver-
wandter Speziesanschaulich als Baum darstellen bzw. das Auftreten von Unter-
schiedenin den Speziesdurch Verzweigungenin einemBaum wiedergeben.

De�nition 2.1 Ein phylogenetischer Baum f•ur eine MengeS = f s1; : : : ; sng von n
Speziesist ein ungeordneter gewurzelterBaum mit n Bl•attern und den folgenden
Eigenschaften:

� Jeder innere Knoten hat mindestenszwei Kinder;

� JedesBlatt ist mit genaueiner Speziess 2 S markiert;

� Jede Speziestaucht nur einmal als Blattmarkierung auf.

Ungeordnet bedeutet hier, dass die Reihenfolgeder Kinder eines Knotens ohne
Belang ist. Die bekannten und noch lebenden (zum Teil auch bereits ausgestor-
benen)Spezieswerdendabei an den Bl•attern dargestellt. Jeder(der maximal n � 1)
inneren Knoten entspricht dann einemAhnen der Spezies,die in seinemTeilbaum
die Bl•atter bilden. In Abbildung 2.1 ist ein Beispieleinesphylogenetischen Baumes
angegeben.

Noch ein paar Anmerkungenzur De�nition von phylogenetischen B•aumen:Manch-
mal werdenwir statt gewurzelterauch ungewurzelte,also freie B•aumeals phyloge-
netische B•aume betrachten, wir werden dies aber dann jeweils explizit erw•ahnen.
Da die Klassi�k ation mittels phylogenetischer B•aumeauch f•ur andereArten alsevo-
lution•are Stammb•aumeverwendet wird, wie etwa die Einteilung der Sprachfamilien
in der Linguistik, spricht man oft auch von Taxa anstatt von Spezies.Manchmal
erlaubt man auch, dassSpeziesbzw. Taxa nicht nur an den Bl•attern, sondernauch
an den inneren Knoten auftreten d•urfen.

Wir wollen uns hier mit der mathematischen und algorithmischen Rekonstruktion
von phylogenetischen B•aumen anhand der gegebenen biologischen Daten besch•af-
tigen. Die daraus resultierendenB•aume m•ussendaher nicht immer mit der biolo-
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Schakal Wolf Ko jote Am.Fuchs Eu.Fuchs Katze Ozelot L•owe Tiger

Abbildung 2.1: Beispiel:Ein phylogenetischer Baum

gischen Wirklic hkeit •ubereinstimmen.Die rekonstruierten phylogenetischen B•aume
m•ogenAhnen vorhersagen,die niemalsexistiert haben.

Dies liegt zum einendaran, dassdie biologischen Daten nicht in der Vollst•andigkeit
und Genauigkeit vorliegen,die f•ur eine mathematische Rekonstruktion n•otig sind.
Zum anderen liegt dies auch an den vereinfachenden Modellen, da in der Natur
nicht nur Spezi�zierungen(d.h. Verzweigungenin denB•aumen)vorkommenk•onnen,
sonderndassauch Vereinigungenbereits getrennter Speziesvorkommenk•onnen.

Biologisch w•urde man daherehernach einemgerichteten azyklischen Graphenstatt
einesgewurzeltenBaumessuchen. Da dieseVerschmelzungenaber eher vereinzelt
vorkommen,bilden phylogenetischer B•aumeeinenerstenAnsatzpunkt, in die dann
weiteresbiologischesWisseneingearbeitet werdenkann.

In der Rekonstruktion unterscheidet man drei prinzipiell unterschiedliche Verfah-
ren: distanzbasierte,charakterbasiertebzw. merkmalsbasierteund probabilistische
Methoden, die wir in den folgendenUnterabschnitten genauerer•ortern werden.

2.1.1 Distanzbasierte Verfahren

Bei den so genannten distanzbasierten Verfahren wird zwischen den Speziesein
Abstand bestimmt. Man kann dieseneinfach als die Zeitspannein die Vergangen-
heit interpretieren, vor der sich die beiden Speziesdurch Spezi�zierung aus einem
gemeinsamenUrahn auseinanderentwickelt haben.

F•ur solche Distanzen,alsoevolution•are Abst•ande,k•onnenbeispielsweisedie EDIT-
Distanzen von speziellen DNS-Teilstr•angen oder Aminos•auresequenzenverwendet
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werden.Hierbei wird angenommen,dasssich die Sequenzendurch Mutationen aus-
einanderentwickeln und dassdie Anzahl der sogenannten akzeptiertenMutationen
(alsoderer,die einemWeiterbestehender Art nicht im Wegestanden)zur zeitlichen
Dauer korreliert ist. Hierbei mussman vorsichtig sein,da unterschiedliche Bereiche
im Genomauch unterschiedliche Mutationsraten besitzen.

Eine andereM•oglichkeit ausfr •uherenTagensind Hybridisierungsexperimente. Dabei
werden durch vorsichtiges Erhitzen die DNS-Doppelstr•angezweier Speziesvonein-
ander getrennt. Bei der anschlie�enden Abk•uhlung hybridisieren die DNS-Str•ange
wieder miteinander. Da jetzt jedoch DNS-Einzelstr•angevon zwei Speziesvorliegen,
k•onnenauch zwei Einzelstr•angevon zwei verschiedenenSpeziesmiteinander hybri-
disieren,vorausgesetzt,die Str•angewaren nicht zu verschieden.

Beim anschlie�enden erneutenErhitzen trennensich diesegemischten Doppelstr•ange
umso schneller, je verschiedener die DNS-Sequenzensind, da dann entsprechend
weniger Wassersto�br•ucken aufzubrechen sind. Aus den Temperaturen, bei denen
sich dann diesegemischten DNS-Doppelstr•angewieder trennen, kann man dann ein
evolution•aresAbstandsma� gewinnen.

Ziel der evolution•aren Verfahren ist es nun, einen Baum mit Kantengewichten zu
konstruieren,sodassdasGewicht der Pfadevon denzwei Spezieszu ihrem niedrigs-
ten gemeinsamenVorfahren dem Abstand entspricht. Ein solcher phylogenetischer
Baum, der aufgrund von k•unstlichen evolution•aren Distanzenkonstruiert wurde, ist
in der Abbildung 2.2 illustriert.

1 1 2 24

3

4
2

1

7

Abbildung 2.2: Beispiel:Ein distanzbasierterphylogenetischer Baum

2.1.2 Merkmalsbasierte Metho den

Bei den sogenannten charakterbasierten Verfahren bzw. merkmalsbasiertenVerfah-
ren verwendet man gewisseEigenschaften, sogenannte Charaktere bzw. Merkmale,
der Spezies.Hierbei unterscheidetman bin•are Charaktere bzw. bin•are Merkmale, wie
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beispielsweise
"
ist ein S•augetier\,

"
ist ein Wirb eltier\,

"
ist ein Fisch\,

"
ist ein Vogel\,

"
ist ein Lungenatmer\, etc., numerischeCharaktere bzw. numerischeMerkmale, wie

beispielsweiseAnzahl der Extremit •aten, Anzahl der Wirb el, etc., und zeichenreihige
Charaktere bzw. zeichenreihigeMerkmale, wie beispielsweisebestimmte Teilsequen-
zen in der DNS. Bei letzterem werdenoft Teilsequenzenaus nicht-codierendenund
nicht-regulatorischen Bereichen der DNS betrachtet, da diesebei Mutationen in der
Regelunver•andert weitergegeben werdenund nicht durch Ver•anderungeiner lebens-
wichtigen Funktion sofort aussterben.

DasZiel ist auch hier wiederdie Konstruktion einesphylogenetischenBaumes,wobei
die Kanten mit Merkmalen und ihren •Anderungenmarkiert werden. Eine Markie-
rung einer Kante mit einem Merkmal bedeutet hierbei, dassalle Speziesin dem
Teilbaum nun eine •Anderung diesesMerkmals erfahren.Die genaue•Anderung die-
sesMerkmals ist auch an der Kante erfasst.

Bei merkmalbasiertenVerfahrenverfolgt man dasPrinzip der minimalen Mutations-
h•au�gkeit bzw.der maximalenParsimonie(engl.parsimony, Geiz,Sparsamkeit). Das
bedeutet,dassman einenBaum sucht, der sowenig Kantenmarkierungenwie m•og-
lich besitzt. Man geht hierbei davon aus,dassdie Natur keineunn•otigen Mutationen
verwendet.

In der Abbildung 2.3 ist ein Beispiel f•ur einen solchen merkmalbasiertenphyloge-
netischen Baum angegeben, wobei hier nur bin•are Merkmale verwendet wurden.
Au�erdem werdendie bin•arenMerkmalehier soverwendet,dasssienach einerKan-
tenmarkierung in den Teilbaum eingef•uhrt und nicht gel•oscht werden. Bei bin•aren
Merkmalen kann man dies immer annehmen,da man ansonstendasbin•aren Merk-
mal nur negierenmuss.
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Abbildung 2.3: Beispiel:Ein merkmalbasierterphylogenetischer Baum
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2.1.3 Probabilistische Metho den

Hierbei wird f•ur Mutationen bzw.Merkmals•anderungeneineWahrscheinlichkeit fest-
gelegt,mit der manannimmt, dassdieseMutationen auftreten. Basierendauf solchen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen gibt eszwei Anwendungen,zum einen die Berech-
nung der Kantenl•angeneinesgegebenenphylogenetischen Baumesund zum anderen
die Rekonstruktion der Topologiedesphylogenetischen Baumesselbst.

In jedemFall versucht man,die Wahrscheinlichkeit einesgegebenenphylogenetischen
Baumesunter dem zugrunde liegendenModell (im Wesentlichen die Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Mutationen, manchmal auch die Topologie) zu bestimmen.
Derjenige phylogenetische Baum, der die gr•o�te Wahrscheinlichkeit seinesAuftre-
tens unter dem betrachteten Modell besitzt, wird als der phylogenetische Baum
angesehen,der die Wirklic hkeit am bestenbeschreibt (daher der Name Maximum-
Likelihood).

Problematisch wird es bei diesemAnsatz, wenn man versucht die Topologie eines
phylogenetischen Baumeszu bestimmen.Da es f•ur n Taxa exponentiell viele phy-
logenetische B•aumemit einer unterschiedlichen Topologiegibt, ist dasProblem f•ur
gro�e n so nicht l•osbar.Daher werdenoft aus den Daten inkrementell verschiedene
phylogenetische B•aume aufgebaut und derjenige mit der gr•o�ten Wahrscheinlich-
keit bestimmt. Da hierbei nicht alle m•oglichen phylogenetischen B•aumebetrachtet
werden, kann die L•osung suboptimal sein. Oft bleibt man dabei in einem lokalen
Minimum stecken.

2.2 Perfekte Phylogenie

In diesemAbschnitt wollen wir uns jetzt um merkmalbasierteMethoden k•ummern.
Wir werden dazu allgemeineKriterien angeben, wann eine Merkmalsmatrix •uber-
haupt eineperfektePhylogeniebesitzt. Unter gewissenUmst•andenlassensich daraus
e�zien te Algorithmen zur Rekonstruktion der perfektenPhylogenieableiten.

2.2.1 Charakterisierung bin•arer perfekter Phylogenie

Wir beschr•anken uns hier auf den Spezialfall, dassdie Merkmale bin•ar sind, d.h.
nur zwei verschiedeneWerte annehmenk•onnen. Zun•achst ben•otigen wir noch ein
paar grundlegendeDe�nitionen, um dasProblemder Konstruktion phylogenetischer
B•aumeformulieren zu k•onnen.
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De�nition 2.2 Eine bin•are Charaktermatrix bzw. bin•are Merkmalsmatrix M ist
eine bin•are n � m-Matrix. Ein phylogenetischer Baum T f•ur eine bin•are n � m-
Merkmalsmatrix ist ein ungeordneter gewurzelterBaum mit genaun Bl•attern, so
dass:

1. Jedesder n Objekteaus [1 : n] markiert genaueinesder Bl•atter;

2. Jeder der m Merkmale aus [1 : m] markiert genaueine Kante;

3. F•ur jedes Objekt p 2 [1 : n] gilt f•ur die MengeCT der Kantenmarkierungen
auf dem Pfad von der Wurzel von T zu dem Blatt mit Markierung p, dass
CT (p) = f c : M p;c = 1g.

In Abbildung 2.4 ist einebin•are Merkmalsmatrix samt seineszugeh•origen phyloge-
netischen Baumesangegeben.

M 1 2 3 4 5 6 7
1 1 0 1 0 0 1 0
2 1 0 1 0 1 0 1
3 1 0 1 0 1 0 0
4 1 0 0 0 0 0 0
5 0 1 0 0 0 0 0
6 0 1 0 1 0 0 0 1 2 3 4 5 6

7 4
6

5

3 2

1

Abbildung 2.4: Beispiel: bin•are Merkmalsmatrix und zugeh•origer phylogenetischer
Baum

Somit k•onnenwir dasProblem der perfektenPhylogenieformulieren.

Perfekte bin •are Phylogenie

Eingab e: Eine bin•are n � m-Merkmalsmatrix M .
Gesucht: Ein phylogenetischer Baum T f•ur M .

Zun•achst ben•otigen wir noch eine weitere Notation bevor wir uns der L•osungdes
Problemszuwendenk•onnen.

Notation 2.3 Sei M eine bin•are n � m-Merkmalsmatrix, dann umfasstdie Menge
Oj = f i 2 [1 : n] : M i;j = 1g die Objekte,die dasMerkmal j besitzen.
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Wir geben zun•achst eine Charakterisierungan, wann eine bin•are Merkmalsmatrix
•uberhaupt einenphylogenetischen Baum besitzt.

Theorem 2.4 Eine bin•are n� m-Merkmalsmatrix M besitzt genaudann einen phy-
logenetischenBaum, wenn f•ur jedesPaar i; j 2 [1 : n] entweder Oi \ Oj = ; oder
Oi � Oj oder Oi � Oj gilt.

Bew eis: ) : Sei T ein phylogenetischer Baum f•ur M . Sei ei bzw. ej die Kante in
T mit der Markierung i bzw. j . Wir unterscheidenjetzt vier F•alle, je nachdem, wie
sich die Kanten ei und ej zueinanderim Baum T verhalten.

ei

ej

Fall 1: ei = ej

j i

ei

ej

Fall 2: ej < ei

j i

ej

ei

Fall 3: ei > ej

ji

eiej

Fall 4: ei 6� ej

j i

Abbildung 2.5: Skizze:Phylogenetischer Baum f•ur M

Fall 1: Wir nehmenzuerstan, dassei = ej ist (sieheauch Abbildung 2.5). In diesem
Fall gilt o�ensichtlich Oi = Oj und somit auch Oi � Oj .
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Fall 2: Nun nehmenwir an, dasssich im Teilbaum vom unteren Knoten vom ei die
Kante ej be�ndet (sieheauch Abbildung 2.5). Also sind alle Nachfahrendesunteren
Knotens von ej auch Nachfahrendesunteren Knoten von ei und somit gilt Oj � Oi .

Fall 3: Nun nehmenwir an, dasssich im Teilbaum vom unteren Knoten vom ej die
Kante ei be�ndet (sieheauch Abbildung 2.5). Also sind alle Nachfahrendesunteren
Knotens von ei auch Nachfahrendesunteren Knoten von ej und somit gilt Oi � Oj .

Fall 4: Der letzte verbleibendeFall ist, dasskeine Kante Nachfahre eine anderen
Kante ist (sieheauch Abbildung 2.5). In diesemFall gilt o�ensichtlich Oi \ Oj = ; .

( : Wir m•ussenjetzt ausder Matrix M einenphylogenetischen Baum konstruieren.
Zuerst nehmenwir ohne Beschr•ankung der Allgemeinheit an, dassdie Spalten der
Matrix M interpretiert als Bin•arzahlenabsteigendsortiert sind. Dabei nehmenwir
an, dassjeweils in der erstenZeile das h•ochstwertigste Bit und in der letzten Zeile
das niederwertigste Bit steht. Wir machen uns dies noch einmal anhand unserer
Beispiel aus der Einleitung klar und betrachten dazu Abbildung 2.6. Der besseren
•Ubersichtlichkeit wegen,bezeichnen wir die Spalten jetzt mit a{ g anstatt mit 1{7.

M a b c d e f g
1 1 0 1 0 0 1 0
2 1 0 1 0 1 0 1
3 1 0 1 0 1 0 0
4 1 0 0 0 0 0 0
5 0 1 0 0 0 0 0
6 0 1 0 1 0 0 0

M 0 a c f e g b d
1 1 1 1 0 0 0 0
2 1 1 0 1 1 0 0
3 1 1 0 1 0 0 0
4 1 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 1 0
6 0 0 0 0 0 1 1

Abbildung 2.6: Beispiel:Sortierte Merkmalsmatrix

Wir betrachten jetzt zwei beliebigeObjekte p und q. Sei k das gr•o�te gemeinsame
Merkmal, dassowohl p als auch q besitzt, d.h.

k = maxf j : M (p; j ) = M (q; j ) = 1g:

Hierbei setzenwir k = 0, wenn •uberhaupt kein solchesj existiert. Wir stellen jetzt
folgendeBehauptungauf:

Behauptung: Es gilt:

a) 8i � k : M (p; i ) = M (q; i );

b) 8i > k : M (p; i ) = M (q; i ) ) M (p; i ) = 0 = M (q; i ).
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Teil b) und der Fall k = i im Teil a) der Behauptung folgen unmittelbar aus der
De�nition (auch f•ur k = 0).

F•ur Teil a) gen•ugt es,die beidenfolgendenAussagenzu beweisen:

� 8i < k : M (p; i ) = 1 ) M (q; i ) = 1;

� 8i < k : M (p; i ) = 1 ( M (q; i ) = 1;

Dazu betrachten wir zuerst ein Merkmal i < k von p, d.h. M (p; i ) = 1. Falls es
kein solches i existiert, ist nichts zu zeigen.Andernfalls gilt p 2 Oi \ Ok und nach
Voraussetzunggilt entweder Oi � Ok oder Ok � Oi . Da die Spalten absteigend
sortiert sind, mussdie gr•o�ere Zahl (also die zur Spalte i korrespondierende)mehr
1-Bits besitzenund esgilt somit Ok � Oi . Da q 2 Ok gilt, ist nun auch q 2 Oi .

Analogesgilt f•ur ein i < k mit M (q; i ) = 1. Damit gilt f•ur alle Merkmalei � k (nach
der Spaltensortierung),dassentwederbeidedasMerkmal i besitzenoder keiner.Da
k der gr•o�te Index ist, sodassbeideein Merkmal gemeinsambesitzen,gilt f•ur i > k,
dass aus M (p; i ) = M (q; i ) folgt, dass beide das Merkmal i nicht besitzen, d.h.
M (p; i ) = M (q; i ) = 0.

Betrachten wir also zwei Objekte (also zwei Zeilen in der spaltensortiertenMerk-
malsmatrix), dann besitzenzu Beginn entwederbeideein Merkmal gemeinsamoder
keines.Sobaldwir ein Merkmal �nden, dasbeideObjekte unterscheidet, k•onnenwir
sp•ater kein gemeinsamesMerkmal mehr �nden.

Mit Hilfe dieserEigenschaft k•onnenwir jetzt einenphylogenetischen Baum konstru-
ieren.Dazu betrachten wir die Abbildung p 7! sp;1 � � � sp;`$, wobei wir jedemObjekt
eineZeichenkette •uber [1 : m] zuordnen,so dassjedesSymbol aus [1 : m] maximal
einmal auftaucht und ein i 2 [1 : m] nur dann auftaucht, wenn p dasentsprechende
Merkmal besitzt, also wenn M (p; i ) = 1. Die Reihenfolgeergibt sich dabei aus der
Spaltensortierungder Merkmalsmatrix. F•ur unser Beispiel ist dieseZuordnung in
der Abbildung 2.7 angegeben.

Wenn wir jetzt f•ur dieseZeichenreiheneinenTrie konstruieren(dies entspricht dem
Suchmuster-Baum ausdem Aho-Corasick-Algorithmus), so erhalten wir den phylo-
genetischenBaum f•ur unsereMerkmalsmatrix M . Wir m•ussennur noch Knoten mit
nur einemKind kontrahieren und die Kantenmarkierungenmit dem$ entfernen. Das
Terminalsymbol $ hatten wir nur eingef•uhrt, damit keine Taxa an inneren Knoten
verbleiben.

Aus der Konstruktion folgt, dassalle Bl•atter die ben•otigten Kantenmarkierungen
auf dem Pfad von der Wurzel zum Blatt besitzen.Nach der Spaltensortierungund
der daran anschlie�enden Diskussion kommt auch jedes Merkmal nur einmal als
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s1 = acf $

s2 = aceg$

s3 = ace$

s4 = a$

s5 = bd$

s6 = b$

4 6

5

1 3

2

a b

c $ d $

f e $

$ $g

$

Abbildung 2.7: Skizze:Trie f•ur die Zeichenreihender Merkmalsmatrix

Kantenmarkierungvor. Somit haben wir nachgewiesen,dassder konstruierte Baum
ein phylogenetischer Baum ist und der Beweis ist beendet.

3. Juni

2.2.2 Algorithmus zur perfekten bin•aren Phylogenie

Aus demvorherigenBeweiserhalten wir unmittelbar einenAlgorithmus zur Berech-
nung einer perfektenbin•aren Phylogenie,der in Abbildung 2.8 aufgelistet ist.

1. Sortierender Spalten der bin•aren Merkmalsmatrix. O(nm)

2. Konstruktion der Zeichenreihens1; : : : ; sn . O(nm)

3. Konstruktion desTries T f•ur s1; : : : ; sn . O(nm)

4. Kompakti�ziere den Trie T und teste, ob der kompakti�zierte Trie ein phylo-
genetischer Baum ist. O(nm)

Abbildung 2.8: Algorithmus: Konstruktion einer perfektenbin•are Phylogenie

Anstatt die Bedingung aus dem Lemma zu •uberpr•ufen, konstruieren wir einfach
einen kompakti�zierten Trie. Ist dieserein phylogenetischen Baum, so mussdieser
der gesuchte sein.Andernfallsgibt eskeinenphylogenetischenBaum f•ur die gegebene
bin•are Merkmalsmatrix.
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Theorem 2.5 F•ur eine bin•are n � m-Merkmalsmatrix M l•asstsich in Zeit O(nm)
entscheiden,ob sie eine perfekte Phylogenie besitzt. Falls eine perfekte Phylogenie
existiert, l•asst sich der zugeh•orige phylogenetischeBaum in Zeit O(nm) konstruie-
ren.

Bew eis: Wir m•ussennur noch den Beweis zur Laufzeit f•uhren. Zur Sortierung
der Spalten verwendenwir einen Radix- oder Bucket-Sort, der sich in Zeit O(nm)
implementieren l•asst. Die Zeichenreihenk•onnen sich anschlie�end trivialerweisein
Zeit O(nm) erzeugenlassen.Die Konstruktion deszugeh•origen Tries ist durch die
Anzahl der Zeichenin denZeichenreihen,alsoO(nm), beschr•ankt. Der Trie hat dann
eine Gr•o�e von O(nm). Die Kompakti�zierung l•asst sich mittels einer Tiefensuche
•uber den Trie in Zeit O(nm) ausf•uhren. F•ur die Entscheidung, ob der Trie einen
phylogenetischen Trie darstellt, muss nur noch festgestellt werden, ob jedesKan-
tenlabel maximal einmal vorkommt. Auch diesel•asstsich mit Hilfe eineBooleschen
Feldes f•ur die Kantenlabel und einer Tiefensuche durch den Trie in Zeit O(nm)
bewerkstelligen.

Der eben gezeigteAlgorithmus f•ur die perfektebin•are Phylogeniehatte zur Voraus-
setzung,dass •Uberg•angeeinesbin•aren Merkmals nur von 0 nach 1 erlaubt waren.
Jetzt seienbeide Richtungen einesZustandswechselserlaubt (wobei nat•urlich nur
eine der beiden Zustand•anderungeneinesMerkmals im zugeh•origen phylogeneti-
schen Baum auftreten darf).

Betrachte dazudie folgendeTransformationeinerbin•arenMerkmalsmatrix M in eine
bin•are Merkmalsmatrix M 0: In jeder Spalte, in der mehr 1en als 0en vorkommen,
komplementiere die Eintr •agedieserSpalte.

Man kann jetzt zeigen,dassder Algorithmus ausder Vorlesungangewendet auf die
transformierte Merkmalsmatrix M 0 eineperfekte bin•are Phylogenief•ur M konstru-
iert. Die Details •uberlassenwir dem Leserals •Ubung.

2.2.3 Charakterisierung allgemeiner perfekter Phylogenien

Im Folgendenwollen wir dasProblem der perfektenPhylogenien•aher untersuchen,
wenn die Merkmale nicht nur bin•ar sind, sondernjeweils beliebigeWerte aus [1 : r ]
annehmenk•onnen. Hierbei ist zu beachten, dass im Zustand nicht das Merkmal
kodiert ist. Der Zustand 2 des Merkmals 1 ist also etwas v•ollig anderesals der
Zustand 2 desMerkmals 2.

In der bin•arenPhylogeniehatten wir zun•achst nur angenommen,dassZustands•uber-
g•angeder Form 0 ! 1 auftreten. Sp•ater haben wir ohne Beweis erw•ahnt, dasses
m•oglich ist Zustands•uberg•angein beideRichtungen zuzulassen.Im allgemeinenFall
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k•onnen die Zustands•uberg•angeauch gewissenEinschr•ankungenunterliegen. Meis-
tens werden m•ogliche •Uberg•ange in einen Diagramm, wie in Abbildung 2.9 dar-
gestellt. Hier sind beispielsweisealle •Uberg•angem•oglich (wie im ersten Diagramm

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

Abbildung 2.9: Skizze:Zustands•uberg•ange

von links), die •Uberg•angebilden einelineareOrdnung (wie im zweiten Diagramm),
die •Uberg•ange bilden ein partielle Ordnung (wie im dritten Diagramm), oder die
•Uberg•ange sind ohne weitere Struktur (wie im vierten Diagramm). Im Folgenden
wollen wir annehmen,dasszwischen den Zust•anden alle •Uberg•angem•oglich sind.
Wir schr•ankennur ein, dassjederZustandnur einmal in der Evolution neugenerierte
wird. Dies f•uhrt zur folgendenDe�nition den allgemeinenperfektenPhylogenie.

Perfekte Phylogenie

Eingab e: Eine n � m-Merkmalsmatrix M mit Eintr •agenaus [1 : r ].
Gesucht: Ein ungewurzelterphylogenetischer Baum T f•ur M , sodassalle Knoten

mit Zustand j 2 [1 : r ] desMerkmals i 2 [1 : m] einenTeilbaum von T
bilden.

Ein Beispiel einessolchen phylogenetischen Baumeszu einer perfekten Phylogenie
ist in der folgendenAbbildung 2.10 angegeben. Hierbei bezeichen wir der •Uber-

xzz
A

xyz
B

xzz

yzx
C

yxy
D

yxx
E

yxx

yzx

xzx

xzx
F

Abbildung 2.10:Beispiel:Phylogenetischer Baum mit mehrwertigen Merkmalen
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sichtlichkeit die Zust•andeder verschiedenenMerkmale einfach mit x, y und z. Die
Merkmalsmatrix f•ur diesenBaum ist in der Tabelle in Abbildung 2.11angegeben.

c1 c2 c3

A x z z
B x y z
C y z x
D y x y
E y x x
F x z x

Abbildung 2.11:Beispiel:Merkmalsmatrix desphylogenetischen Baumes

DieseBaum k•onnen wir auch etwas andersdarstellen, indem wir den Baum durch
die Teilb•aumedarstellen, in denensich ein Merkmal in einemfestenZustand be�n-
det. Dies ist f•ur den phylogenetischen Baum ausAbbildung 2.10 in Abbildung 2.12
dargestellt. Der •Ubersichtlichkeit haben wir hier die Zust•ande mit dem Merkmal

y2

y3

x1

y1

z2

x2

x3

z3

Abbildung 2.12:Beispiel:Phylogenetischer Baum mit Merkmalen als Pfade

indiziert, zu dem siegeh•oren. Gleichzeitig wurden die drei verschiedenenMerkmale
auch noch farbig unterschienden.

Ziel wird es also sein, einen Baum zu rekonstruieren, wie beispielsweise in Abbil-
dung 2.12 angegeben. Zu so dargestellten B•aumen (als Menge von Teilb•aumen)
k•onnen wir einen anderenGraphen de�nieren, der uns im Folgendenhilfreich sein
wird.
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De�nition 2.6 Sei T = (W; F ) ein Baum und T = f T1; : : : ; T`g eine Mengevon
Teilb•aumenvon T. T hei�t BaumdarstellungdesGraphenG = (V; E) mit

� V = [1 : `] �= T ;

� E = ff i; j g : V (Ti ) \ V(Tj ) 6= ;g :

Ein Graph hei�t Durchschnittsgraph von B•aumen (bzw. tree intersection graph),
wenn er eine Baumdarstellung besitzt.

Wenn wir einenphylogenetischen Baum in einerBaumdarstellunghaben, dann sind
im zugeordnetenDurchschnittsgraph von diesen B•aumen die Knoten gerade die
verschiedenenZust•andeder vorhandenenMerkmale.

F•ur den in Abbildung 2.12angegebeneBaumdarstellungist der zugeh•orige Durch-
schnittsgraph von B•aumenin Abbildung 2.13angegeben.

x1 y1

z3

y3

x3 z2

y2

x2

Abbildung 2.13:Beispiel: zugeh•origer Durchschnittsgraph von B•aumen

Welchen Vorteil hat dieseDarstellung? Wir k•onnen versuchen aus der gegebenen
Merkmalsmatrix denDurchschnittsgraphenvon B•aumenzu rekonstruieren.Wennes
eineZuordnung zur Baumdarstellunggibt, haben wir einenphylogenetischen Baum
rekonstruiert. DieseIdeewerdenwir im Folgendenweiter verfolgen.Zun•achst geben
wir noch eineCharakterisierungvon Durchschnittsgraphen von B•aumenan, die uns
hilfreich seinwird. Dazuben•otigenerst noch die De�nition eineschordalenGraphen.

De�nition 2.7 SeiG = (V; E) ein Graph.Ein GraphG0 = (V 0; E 0) hei�t Teilgraph,
bezeichnetmit G0 � G, wenn V 0 � V und E 0 � E 0.

F•ur eine KnotenmengeV 0 � V bezeichnetG[V 0] = (V 0E 0) den induzierten Teil-
graph, wenn G[V] ein Teilgraph von G ist und wenn E 0 = E \

� V 0

2

�
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De�nition 2.8 Sei G = (V; E) ein Graph. G hei�t chordal oder trianguliert , wenn
f•ur jeden Kreis C � G mit jV(C)j � 4 gilt, dassjE(G[V(C)]) j > jV(C)j ist.

Anschaulich bedeutet die obigeDe�nition, dassmit jedem Kreis, der ein Teilgraph
ist, auch eineSehne(engl. chord) desKreisesim Graphenenthalten seinmuss.

Iteriert man dieseBeschreibung,sofolgt, dassKreiseohneSehneDreiecke seinm•us-
senund der Graph dann quasi aus Dreiecken bestehenmuss,also trianguliert sein
muss.Daher stammt auch der Nametriangulierter Graph.

F•ur deneigentlichen fundamentalen Satz fehlt unsnoch eineweitereDe�nition (Zur
Erinnerung: Cliquen hatten wir in De�nition 1.62auf Seite68 de�niert.)

De�nition 2.9 Sei G = (V; E) ein Graph. Eine Baumzerlegungin Cliquen von G
ist ein Baum T = (W; F ) mit

� C 2 W genaudann, wenn C eine Clique in G ist;

� f•ur jedesv 2 V ist der induzierte TeilgraphT[Cv] mit Cv = f C 2 W : v 2 Cg
eine Baum.

Anschaulich bedeutetdies,dassman denGraphendurch Aufz•ahlung seinerCliquen
beschreiben kann. Damit sind alle Knoten und Kanten (eben die in den Cliquen)
beschrieben. Dar•uber hinaus besitzen die einzelnenKnoten in den Cliquen noch
eine baumartige Struktur. Letztendlich versucht man bei einer Baumzerlegungin
Cliquen, die in dem GraphenvorhandeneBaumstruktur zu extrahieren.

Nun kommenwir f•ur uns zu der zentralen Charakterisierungvon Durchschnittgra-
phen von B•aumen(die ja als phylogenetische B•aumeeinerperfektenPhylogeniebei
uns im Mittelpunkt desInteressesstehen).

Theorem 2.10 SeiG = (V; E) ein Graph,dann sind folgendeAussagen•aquivalent:

i) G ist chordal.

ii) G ist ein Durchschnittsgraph von B•aumen.

iii) G besitzt eine Baumzerlegungin Cliquen.

Bew eis: Wir f•uhren den Beweis nur f•ur den Fall, dassG zusammenh•angendist,
ansonstenwerdendie Zusammenhangskomponenten einzelnbetrachtet.

iii ) ) ii ): Der BaumT derBaumzerlegungwird alsBaumf•ur dieBaumdarstellung
verwendet.F•ur jedenKnoten desGraphenG werdenalle Knoten desBaumesin den
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Teilbaumaufgenommen,derenCliquedenentsprechendenKnoten enth•alt. Aufgrund
derBaumzerlegungerhaltenwir tats•achlich Teilb•aume.Zwei Knoten deszugeh•origen
Graphen sind ja genaudann adjazent, wenn sie in einer Clique enthalten sind und
somit •uberlappen sich genaudann die zugeh•origen Teilb•aume.

ii ) ) i ): Wir betrachten einen Kreis C = f v1; : : : ; vkg der L•ange k � 4 im
Graphenund die zugeh•origenTeilb•aumef Ti 1 ; : : : ; Ti k g in der Baumdarstellung.Wir
Wurzeln den Baum der Baumdarstellungbeliebig und nehmenohneBeschr•ankung
der Allgemeinheit an, dasswir bei einer DFS zuerst auf den Teilbaum Ti 1 tre�en.
Die gem•a� desKreisesmit diesenBaum benachbarten Teilb•aumeseienTi k und Ti 2 .
•Uberlappen sich Ti 2 und Ti k , sohaben wir die gesuchte Sehnegefunden.

Seienalso Ti 2 und Ti k in T disjunkt. Dann sind Ti 2 und Ti k durch einen einfachen
Pfad verbunden,der keinenKnoten ausTi 2 und Ti k enth•alt und vollst•andig innerhalb
von Ti 1 , und somit auch T, verl•auft.

Um den Kreis zwischen Ti 2 und Ti k durch •uberlappende Teilb•aume schlie�en zu
k•onnen,musseiner der Teilb•aume,die zum Kreis C korrespondieren,sich aufgrund
der Baumstruktur mit Ti 1 •uberlappen und wir erhalten die gew•unschte Sehne.

i ) ) iii ): Wir f•uhren den Beweis durch Induktion •uber n = jV j:

Induktionsanfang (n = 1): Die Aussageist trivial.

Induktionssc hritt (n ! n + 1): Sei G = (V; E) ein zusammenh•angenderchor-
daler Graph auf n + 1 Knoten. Wir w•ahlen jetzt einen Knoten v 2 V so aus, dass
G0 := G[V nf vg] zusammenh•angendist. Es bleibt dem Leserzur •Ubung •uberlassen,
dassein solcher Knoten immer existierenmuss.Nach Induktionsvoraussetzungexis-
tiert f•ur G0 eine BaumzerlegungT in Cliquen. Mit N (v) = f w 2 V : f v; wg 2 Eg
bezeichnen wir die Mengender zu v adjazenten Knoten in G, alsodie Mengeseiner
Nachbarn in G.

Ist N (v) eineClique in G0, dann ist N (v) keineClique in G, aber N (v) [ f vg ist eine
Clique in G. Wir ersetzenin T den Knoten N (v) durch N (v) [ f vg und erhalten
somit die Baumzerlegungin Cliquen f•ur G.

Ist N (v) eine echte Teilmengeeiner Clique C in G0, dann sind sowohl C als auch
N (v) [ f vg Cliquen in G. Wir erweitern T um denKnoten N (v) [ f vg und verbinden
ihn mit dem Knoten C in T und wir erhalten somit die Baumzerlegungin Cliquen
f•ur G.

Seials letztesN (v) kein vollst•andigerTeilgraph in G0. Seienu; w 2 N (v) beliebig,so
dassf u; wg =2 E(G0). Da G0 nach Konstruktion zusammenh•angendist, gibt eseinen
Pfad (x1; : : : ; xk) von u nach w mit x1 = u und xk = w. Wir w•ahlen jetzt u und
w unter allen Paaren in N (v) so aus, dass(x1; : : : ; xk) ein k•urzester Pfad ist, der
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zwei beliebigeKnoten u mit w aus N (v) mit f u; wg =2 E(G0) verbindet. Somit ist
(x0; x1; : : : ; xk) mit x0 = v ein Kreis der L•angemindestens4 in G und da G chordal
ist, mussdieserKreis eineSehnex i ; x j in G besitzen.

Sind i; j 2 [1 : k], so mussesentweder eine k•urzerenVerbindungspfadvon u nach
w geben oder esmuss f u; wg 2 E (f •ur f i; j g = f 1; kg) sein, was aber beidesnicht
sein kann. Ist i = 0, dann mussx j 2 N (v) sein. Somit hat sowohl das Paar (u; x j )
als auch dasPaar (w; x j ) einenk•urzerenVerbindungspfadals (u; w), wasaber nach
unsererWahl von (u; w) ebenfalls nicht sein kann. Dieser Fall kann also gar nicht
erst auftreten und f•ur die Konstruktion der Baumzerlegungin Cliquen treten nur
die erstenbeidenF•alle auf.

8. Juni
Somit m•ussenwir ausder gegeben Merkmalsmatrix nur noch einenchordalen Gra-
phen de�nieren. Aus diesemk•onnenwir nach dem Satz eineBaumzerlegungin Cli-
quen konstruieren,die den gesuchten phylogenetischen Baum liefert. DieserGraph
wird der sogenannte State-Intersection-Graphsein.

De�nition 2.11 Sei M eine Merkmalsmatrix M mit r Zust•anden. Der State-
Intersection-GraphG(M ) = (V; E) ist wie folgt de�niert:

� V = f (j; k) : j 2 [1 : m]; k 2 [1 : r ]g,

� E = ff (j; k); (j 0; k0)g : 9i 2 [1 : n] : M (i; j ) = k ^ M (i; j 0) = k0g.

In Abbildung 2.14ist der State-Intersection-Graphf•ur die Merkmalsmatrix unseres
Eingangsbeispielsf•ur einenphylogenetischen Baum angegeben.

c1 c2 c3

A x1 z2 z3

B x1 y2 z3

C y1 z2 x3

D y1 x2 y3

E y1 x2 x3

F x1 z2 x3

x1

x2

x3 y1

y2

y3

z2

z3

Abbildung 2.14:Beispiel:State-Intersection-Graph

In der Regelsind im State-Intersection-Graphender Merkmalsmatrix nicht alle Kan-
ten desDurchschnittsgraphendeszugeh•origenphylogenetischenBaumesvorhanden.
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Somit mussder State-Intersection-Graphender Merkmalsmatrix zun•achst erst noch
trianguliert werden.Dabei ist zu beachten, dasseskeineKanten zwischenverschiede-
nen Zust•andeneinesMerkmals geben darf, da sich dieseim phylogenetischen Baum
ja auch nicht •uberlappen k•onnen: In einem Knoten des phylogenetischen Baumes
be�ndet sich ein Merkmal ja immer nur in einemund nicht in mehrerenZust•anden.

Somit ist der gegebeneEingabegraph,der State-Intersection-Graphder Merkmals-
matrix, gef•arbt: Knoten, die verschiedeneZust•andedesselben Merkmals darstellen,
sind in derselben Farbe gef•arbt. F•ur die De�nition einer zul•assigenF•arbung ver-
weisenwir auf De�nition 1.54 auf Seite62). Die Anzahl der Farben entspricht also
genauder Anzahl der Merkmale. Daher geben wir erst noch folgendeDe�nitionen
an.

De�nition 2.12 Sei G = (V; E) ein Graph. Ein Graph G0 � G hei�t eine
Triangulation von G, wenn G0 trianguliert ist.

De�nition 2.13 Sei G ein Graph und c eine zul•assigeF•arbung f•ur G. G hei�t c-
triangulierbar, wenn G eine zul•assigeTriangulierung G0 besitzt und c auch f•ur G0

eine zul•assigeF•arbungist.

Aus diesen •Uberlegungenund dem vorherigenSatz folgt unmittelbar der folgende
Satz.

Theorem 2.14 Eine n � m-Merkmalsmatrix besitzt genaudann einen phylogene-
tischen Baum, wenn der zugeh•orige State-Intersection-Graph mit seiner zul•assigen
F•arbungc auch c-triangulierbar ist.

Leider ist dasProblem der c-Triangulierbarkeit im Allgemeinenein N P-hartesPro-
blem. Somit k•onnen wir im Allgemeinen nicht auf eine e�zien te L•osung f•ur die
perfekte Phylogenieho�en. F•ur festeParameter m oder r gibt eswiederum �xed-
parameter-solutions.Eine •Ubersicht der Komplexit•aten f•ur die verschiedenenVari-

m = 2 m fest m beliebig
r = 2 O(nm)
r = 3 O(maxf nm2; n2mg)
r = 4 O(n2m)
r fest O(22r m2n)
r bel. O(n) O((rm)m+1 + nm2) NPC

Abbildung 2.15: •Ubersicht: Komplexit•at perfekter Phylogenie
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anten ist in Abbildung 2.15angegeben. Im folgendenAbschnitt werdenauf die per-
fekte Phylogeniemit zwei Zust•andennoch genauereingehen.F•ur Details verweisen
wir f•ur r 2 f 3; 4g auf die Originalarbeit von Kannan und Warnow aus dem Jahre
1992,f•ur festesr auf die Arbeit von Kannan und Warnow ausdem Jahre 1997,und
f•ur festesm auf die Arbeit von McMorris, Warnow und Wimer.

F•ur den allgemeinenFall kehren wir noch einmal zu unseremBeispiel zur•uck. Der
State-Intersection-GraphunsererMerkmalsmatrix in Abbildung 2.14 ist bereits c-
trianguliert. Wie man leicht sieht, bestehenalle Cliquen diesesGraphenaus je drei
Knoten. Die Baumzerlegungin Cliquen desState-Intersection-Graphenkann, wie in
Abbildung 2.16angegeben, leicht konstruiert werden.Aus dieserBaumzerlegungin

x1

x2

x3 y1

y2

y3

z2

z3 x1; y2; z3 x1; z2; z3

x1; z2; x3

y1; z2; x3

y1; x2; x3 y1; x2; y3

Abbildung 2.16: Beispiel: Baumzerlegungin Cliquen des c-triangulierten State-
Intersection-Graphen

Cliquen erhalten wir sofort die Baumzerlegung,wie in Abbildung 2.17 links ange-
geben. Wir haben hier bereits den zugeh•origen phylogenetischen Baum angegeben,
wobei wir dasZustandstripel durch das zugeh•orige Taxon angegeben haben, sofern

B A

F

C

D E

B A

F

C

D E

Abbildung 2.17: Beispiel: Baumdarstellung des c-triangulierten State-Intersection-
Graphen
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96 Kapitel 2. Phylogenetische B•aume

m•oglich (hier im Beispiel entspricht jeder Knoten einem Taxon, was in der Regel
nicht der Fall sein muss). Wir haben jetzt hier de�nitionswidrig einenphylogeneti-
schen Baum konstruiert, in dem auch die inneren Knoten mit Taxa markiert sind.
Um nun einen phylogenetischen Baum gem•a� der De�nition zu erhalten, werden
die Taxa, die innere Knoten markieren, in daran adjazente Bl•atter ausgelagert,wie
im rechten Teil von Abbildung 2.17 zu sehenist. Es sei dem Leser •uberlassenzu
veri�zieren, dassder rekonstruierte phylogenetische Baum in Abbildung 2.17rechts
isomorphzum urspr•unglichen phylogenetischen Bild in Abbildung 2.10auf Seite88
ist.

Wir wollen jetzt noch ein zweites Beispiel betrachten. In Abbildung 2.18 ist rechts
der State-Intersection-Graphf•ur die links angegebeneMerkmalsmatrix angegeben.
In diesemBeispielmussalsonoch die Kante f x2; x3g zur Triangulierung eingezogen

c1 c2 c3

A x1 x2 y3

B x1 y2 x3

C y1 x2 z3

D y1 z2 x3

y3 x1 y2

x3

z2y1z3

x2

Abbildung 2.18:Beispiel:State-Intersection-Graph

werden. Die Kante f x1; y1g w•urde zwar auch zu einer Triangulierung des State-
Intersection-Graphenf•uhren, jedoch w•urde die F•arbung, die durch die Merkmale
induziert wird, dabei zerst•ort.

Auch hier erkennt man nach der Triangulierung,dassalle Cliquen destriangulierten
State-Intersection-Graphenaus jeweils drei Knoten bestehen.Somit ergibt sich die
Baumzerlegungin Cliquen, die links in Abbildung 2.19 angegeben ist. Vergleicht
man die Merkmale der einzelnenKnoten mit der urspr•unglichen Merkmalsmatrix,
so erh•alt man sofort den zugeh•origen phylogenetischen Baum, der rechts in der
Abbildung 2.19angegeben ist.

2.2.4 Perfekte Phylogenien mit zwei Zust•anden

Nun betrachten wir noch denSpezialfall, dassdie Merkmalsmatrix nur zwei verschie-
deneMerkmale besitzt, die aber jeweils beliebig viele Zust•andeannehmend•urfen.

Theorem 2.15 Eine n � 2-Merkmalsmatrix besitzt genaudann eine perfektePhy-
logenie,wenn der zugeh•orige State-Intersection Graph azyklischist.
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y1x2z3 y1z2x3

y1x2x3

x1x2x3

x1x2y3 x1y2x3

C D

A B

Abbildung 2.19:Beispiel:State-Intersection-Graph

Bew eis: ( : Wenn der State-Intersection-Graph einer n � 2-Merkmalsmatrix
azyklisch ist, dann handelt essich um einenWald und dieserist bereits trianguliert.
Da ein Wald o�ensichtlich ein bipartiter Graph ist, ist dieser bereits auch schon
zul•assigauch 2-gef•arbt. Mit dem Satz 2.14folgt die Behauptung.

) : Mit Satz 2.14 folgt sofort, dassder zugeh•orige State-Intersection-Grapheine
2-Triangulierung besitzt. Somit ist dieser State-Intersection-Graph ein bipartiter
Graph.

Wir betrachten jetzt einenk•urzestenKreis der L•angek � 4 in einemsolchen bipar-
titen Graphen,der einegeradeL•angehabenmuss.Da der Graph ja chordal ist, muss
dieserGraph eineSehnediesesKreisesenthalten. Die Endpunkte m•usseneineunter-
schiedliche Farbe besitzen,da die F•arbung desGraphenja nach Voraussetzungeine
2-F•arbung ist. Dann k•onnenwir denKreis jedoch an dieserKante in zwei Kreiseder
L•anger und s mit r + s = k + 2 aufteilen. Somit mussmindestenseiner der beiden
Kreise eineL•angek•urzer als k besitzen,was unsererAnnahme widerspricht.

Somit k•onnenwir einfach einenAlgorithmuszur Konstruktion einerperfektenPhylo-
genief•ur zwei Merkmaleangeben,dassich Azyklit •at von Graphenin Zeit O(jV(G)j)
testenl•asst.F•ur einenazyklischenGraphenG = (V; E) gilt, dassjE j < jV j ist. Somit
k•onnenwir bei Graphenmit mindestensjV j Kanten sofort sagen,dasser nicht azy-
klisch ist. Ansonstenk•onnenwir mit Hilfe einerTiefen- oder Breitensuche in linearer
Zeit feststellen,ob der Graph azyklisch ist.

Ist der Graph azyklischem,soist er trivialerweisetrianguliert und wir k•onnengem•a�
dem Beweis von Satz 2.10 sofort eine Baumzerlegungin Cliquen (das sind hier 2-
Cliquen, alsodie Kanten desWaldes)konstruierenund somit gleichzeitig die Baum-
darstellung des Graphen angeben, die ja genau dem gesuchten phylogenetischen
Baum entspricht.
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98 Kapitel 2. Phylogenetische B•aume

Theorem 2.16 Eine perfekte Phylogenie f•ur eine n � 2-Merkmalsmatrix kann in
Zeit O(n) bestimmt werden, sofern •uberhaupt eine existiert.

2.2.5 Minimale Anzahl von Zust•anden perfekter Phylogenien

Am Ende diesesAbschnitts wollen wir noch festhalten, dasssich jeder bin•are phy-
logenetische Baum mathematisch durch 5 verschiedeneMerkmale beschreiben l•asst.

Theorem 2.17 Jeder (bin•are) phylogenetischeBaum l•asst sich durch eine n � 5-
Merkmalsmatrix eindeutigbeschreiben.

F•ur den Beweis verweisen wir auf die Originalarbeit von Sempleund Steel. Wir
merken hier nur noch an, dassdabei die Anzahl der Zust•ande sehr gro� werden
kann. Daraus folgt nat•urlich nicht, dasssich jeder evolution•are Baum aus der Bio-
logie aus5 verschiedenenMerkmalen rekonstruierenl•asst (insbesonderedann nicht,
wenndie Anzahl der Zust•andesehrklein ist). Da esjedoch mathematisch prinzipiell
m•oglich ist, besteht die Ho�n ung, dasses prinzipiell m•oglich ist, dassman evolu-
tion•are B•aume aus wenigenMerkmalen mit vielen verschiedenenZust•anden (also
beispielsweisel•angerenDNA-Sequenzen)rekonstruierenkann.

Mittlerw eilegibt esnoch eineVerbesserung,die besagt,dass4 Merkmaleausreichen.
Man kann sich auch •uberlegen,dass3 Merkmale zu wenig sind.

Theorem 2.18 Jeder (bin•are) phylogenetischeBaum l•asst sich durch eine n � 4-
Merkmalsmatrix eindeutigbeschreiben.

15. Juni

2.3 Ultrametrik en und ultrametrische B•aume

Wir wollen uns nun mit distanzbasiertenMethoden besch•aftigen. Dazu stellen wir
zuersteinigesch•oneund einfacheCharakterisierungenvor, ob einegegebeneDistanz-
matrix einenphylogenetischen Baum besitzt oder nicht.

2.3.1 Metrik en und Ultrametrik en

Zuerstm•ussenwir noch ein paarEigenschaften von Distanzenwiederholenund einige
hier n•utzliche zus•atzliche De�nitionen angeben. Zuerst wiederholenwir die De�ni-
tion einer Metrik.
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De�nition 2.19 Eine Funktion d : M 2 ! R+ hei�t Metrik auf M , wenn gilt:

(M1) 8x; y 2 M : d(x; y) = 0 , x = y (De�nitheit),

(M2) 8x; y 2 M : d(x; y) = d(y; x) (Symmetrie),

(M3) 8x; y; z 2 M : d(x; z) � d(x; y) + d(y; z) (Dreiecksungleichung).

Im Folgendenwerdenwir auch die folgendeversch•arfte Variante der Dreiecksunglei-
chung ben•otigen.

De�nition 2.20 Eine Metrik hei�t Ultrametrik , wenn zus•atzlich die so genannte
ultrametrische Dreiecksungleichung gilt:

8x; y; z 2 M : d(x; z) � maxf d(x; y); d(y; z)g:

Eine andereCharakterisierungder ultrametrischenUngleichung wird uns im Folgen-
den ausbeweistechnischen Gr•unden n•utzlich sein.

Lemma 2.21 Sei d eine Ultrametrik auf M . Dann sind f•ur alle x; y; z 2 M die
beiden gr•o�ten Zahlen aus d(x; y), d(y; z) und d(x; z) gleich.

Bew eis: Zuerst gelte die ultrametrische Dreiecksungleichung f•ur alle x; y; z 2 M :

d(x; z) � maxf d(x; y); d(y; z)g:

Ist d(x; y) = d(y; z), dann ist nichts zu zeigen.Sei also ohne Beschr•ankung der
Allgemeinheit d(x; y) < d(y; z). Dann ist auch d(x; z) � d(y; z).

Aufgrund der ultrametrischen Ungleichung gilt ebenfalls:

d(y; z) � maxf d(y; x); d(x; z)g = d(x; z):

Die Gleichung in der letzten Ungleichung folgt aus der oben bewiesenenTatsache,
dassd(y; z) > d(y; x).

Zusammengilt also d(x; z) � d(y; z) � d(x; z). Also gilt d(x; z) = d(y; z) > d(x; y)
und dasLemma ist bewiesen.

Nun zeigenwir auch noch die umgekehrte Richtung.

Lemma 2.22 Sei d : M 2 ! R+ , wobei f•ur alle x; y 2 M genaudann d(x; y) = 0
gilt, wenn x = y. Weiter gelte, dassf•ur alle x; y; z 2 M die beiden gr•o�ten Zahlen
aus d(x; y), d(y; z) und d(x; z) gleichsind. Dann ist d eine Ultrametrik.
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Bew eis: Die De�nitheit (M1) gilt nach Voraussetzung.

F•ur die Symmetrie (M2) betrachten wir beliebigex; y 2 M . Aus der Voraussetzung
folgt mit z = x, dassvon d(x; y), d(y; x) und d(x; x) die beidengr•o�ten Werte gleich
sind. Da nach Voraussetzungd(x; x) = 0 sowie d(x; y) � 0 und d(y; x) � 0 gilt, folgt,
dassd(x; y) und d(y; x) die beidengr•o�ten Werte sind und somit nach Voraussetzung
gleich sein m•ussen.Also gilt d(x; y) = d(y; x) f•ur alle x; y 2 M und die Symmetrie
ist gezeigt.

F•ur die ultrametrische Dreiecksungleichung ist Folgendeszu zeigen:

8x; y; z 2 M : d(x; z) � maxf d(x; y); d(y; z)g:

Wir unterscheiden drei F•alle, je nachdem, welche beidenWerte der drei Distanzen
die gr•o�ten sind und somit nach Voraussetzunggleich sind.

Fall 1 (d(x; z) � d(x; y ) = d(y ; z)): Die Behauptung l•asst sich sofort veri�zie-
ren.

Fall 2 (d(y ; z) � d(x; y ) = d(x; z)): Die Behauptung l•asst sich sofort veri�zie-
ren.

Fall 3 (d(x; y ) � d(x; z) = d(y ; z)): Die Behauptung l•asst sich sofort veri�zie-
ren.

Da die beidenLemmatabewiesenhaben,dassvon drei Abst•andendie beidengr•o�ten
gleich sind, nennt man dieseEigenschaft auch 3-Punkte-Bedingung.

Zum Schluss diesesAbschnittes de�nieren wir noch so genannte Distanzmatrizen,
ausdenenwir im Folgendendie evolution•aren B•aumenkonstruierenwollen.

De�nition 2.23 Sei D = (di;j ) eine symmetrischen � n-Matrix mit di;i = 0 und
di;j > 0 f•ur alle i; j 2 [1 : n]. Dann hei�t D eine Distanzmatrix.

2.3.2 Ultrametrische B•aume

Zun•achst einmal de�nieren wir spezielleevolution•are B•aume, f•ur die sich, wie wir
sehenwerden,sehre�zien t die gew•unschten B•aumekonstruieren lassen.Bevor wir
diesede�nieren k•onnen,ben•otigenwir noch denBegri� desniedrigstengemeinsamen
Vorfahren von zwei Knoten in einemBaum.
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De�nition 2.24 SeiT = (V; E) ein gewurzelterBaum. Seienv; w 2 V zweiKnoten
von T. Der niedrigste gemeinsameVorfahr von v und w, bezeichnetmit lca(v; w)
(engl. least commonancestor), ist der Knoten u 2 V, so dassu sowohlein Vorfahr
von v als auch von w ist und es keinen echten Nachfahren von u gibt, der ebenfalls
ein Vorfahr von v und w ist.

Mit Hilfe desBegri�s desniedrigstengemeinsamenVorfahrenk•onnenwir jetzt ultra-
metrische B•aumede�nieren.

De�nition 2.25 Sei D eine n � n-Distanzmatrix. Ein (strenger) ultrametrischer
Baum T f•ur D ist ein Baum T = T(D) mit

1. T besitzt n Bl•atter, die bijektiv mit [1 : n] markiert sind;

2. Jeder innere Knoten von T besitzt mindestens2 Kinder, die mit Werten aus
D markiert sind;

3. Entlang einesjeden Pfadesvon der Wurzel von T zu einem Blatt ist die Folge
der Markierungen an den inneren Bl•attern (streng) monoton fallend;

4. F•ur je zwei Bl•atter i und j von T ist die Markierung desniedrigsten gemein-
samenVorfahren gleichdij .

Besitzt D einen (streng) ultrametrischenBaum, so hei�t D auch (streng) ultrame-
trisch.

In Folgendenwerden wir haupts•achlich strengeultrametrische B•aume betrachten.
Wir werden jedoch der Einfachheit wegenimmer von ultrametrischen B•aumespre-
chen. In Abbildung 2.20 ist ein Beispiel f•ur eine6 � 6-Matrix angegeben, die einen
ultrametrischen Baum besitzt.

D 1 2 3 4 5 6
1 0 7 6 7 7 3
2 0 7 4 4 7
3 0 7 7 6
4 0 4 7
5 0 7
6 0

7

6 4

2 4 53 3

6 1

lca(1; 4) ; 7 lca(3; 6) ; 6

Abbildung 2.20:Beispiel:ultrametrischer Baum

Wir wollen an dieserStelle noch einige Bemerkungenzu ultrametrischen B•aumen
festhalten.
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� Nicht jede Matrix D besitzt einen ultrametrischen Baum. Dies folgt aus der
Tatsache,dassjederBaum, in demjederinnereKnoten mindestenszwei Kinder
besitzt, maximal n � 1 innereKnoten besitzenkann. Diesgilt daher insbeson-
deref•ur ultrametrische B•aumeAlso k•onnenin Matrizen, die einenultrametri-
schen Baum besitzen,nur n � 1 von Null verschiedeneWerte auftreten.

� Der Baum T(D) f•ur D hei�t auch kompakte Darstellung von D, da sich eine
Matrix mit n2 Eintr •agendurch einenBaum der Gr•o�e O(n) darstellen l•asst.

� Die Markierung an den inneren Knoten k•onnenals Zeitspannein die Vergan-
genheit interpretiert werden.Vor diesemZeitraum haben sich die Spezies,die
in verschiedenenTeilb•aumenauftreten, auseinanderentwickelt.

Unser Ziel wird es jetzt sein, festzustellen,ob eine gegebene Distanzmatrix einen
ultrametrischen Baum besitzt oder nicht. Zuerst einmal •uberlegenwir uns, dasses
es sehr viele gewurzelteB•aume mit n Bl•attern gibt. Somit scheidet ein einfaches
Ausprobierenaller m•oglichen B•aumeaus.

Lemma 2.26 Die Anzahlder ungeordnetenbin•aren gewurzeltenB•aumemit n Bl•at-
tern betr•agt

nY

i =2

(2i � 3) =
(2n � 3)!

2n� 2 � (n � 2)!
:

Um ein besseresGef•uhl f•ur diesesAnzahl zu bekommen, rechnet man leicht nach,
dass

nY

i =2

(2i � 3) � (n � 1)! � 2n� 2

gilt. Eine bessereAbsch•atzung l•asstsich nat•urlich mit Hilfe der StirlingschenFormel
bekommen.

Bew eis: Wir f•uhren den Beweis durch vollst•andigeInduktion •uber n.

Induktionsanfang (n = 2): Hierf•ur gilt die Formel o�ensichtlich, das es genau
einemBaum mit zwei markierten Bl•attern gibt.

Induktionsanfang (n � 1 ! n ): Sei T ein ungeordneterbin•arer gewurzelter
Baum mit n Bl•attern. Der Einfachheit halber nehmenwir im Folgendenan, dass
unser Baum noch eine Superwurzel besitzt, deren einzigesKind die urspr•ungliche
Wurzel von T ist.

Wir entfernen jetzt das Blatt v mit der Markierung n. Der Elter w davon hat jetzt
nur noch ein Kind und wir entfernen esebenfalls. Dazu wird das andereKind von
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w jetzt ein Kind des Elters von w (anstatt von w). Den so konstruierten Baum
nennenwir T0. Wir merken noch an, dassgenaueine Kante eine

"
Erinnerung\ an

das Entfernen von v und w hat. Falls w die Wurzel war, so bleibt die Superwurzel
im Baum und die Kante von der Superwurzelhat sich dasEntfernen

"
gemerkt\.

Wir stellen fest, dassT0 ein ungeordneterbin•arer gewurzelterBaum ist. Davon gibt
esnach Induktionsvoraussetzung

Q n� 1
i=2 (2i � 3) viele. Darin kann an jeder Kante v

mit seinemElter w entfernt worden sein.

Wie viele Kanten besitzt ein bin•arer gewurzelter Baum mit n � 1 Bl•attern? Ein
bin•arer gewurzelterBaum mit n � 1 Bl•attern besitzt genaun � 2 innereKnoten plus
die von uns hinzugedachte Superwurzel.Somit besitzt der Baum

(n � 1) + (n � 2) + 1 = 2n � 2

Knoten. Da in einem Baum die Anzahl der Kanten um einesniedriger ist als die
Anzahl der Knoten, besitzt unserBaum 2n� 3 Kanten, die sich an einenVerlust eines
Blattes

"
erinnern\ k•onnen. Somit ist die Gesamtanzahl der ungeordnetenbin•aren

gewurzeltenB•aumemit n Bl•attern genau

(2n � 3) �
n� 1Y

i =2

(2i � 3) =
nY

i =2

(2i � 3)

und der Induktionschluss ist vollzogen.

Wir f•ugennoch eine•ahnliche Behauptung f•ur die Anzahl ungewurzelterB•aumean.
Der Beweis ist im Wesentlichen •ahnlich zu dem vorherigen.

Lemma 2.27 Die Anzahl der ungewurzelten(freien) B•aumemit n Bl•attern, deren
innere Knoten jeweils den Grad 3 besitzen,betr•agt

nY

i =3

(2i � 5) =
(2n � 5)!

2n� 3 � (n � 3)!
:

Wir ben•otigen jetzt noch eine kurze De�nition, die Distanzmatrizen und Metriken
in Beziehung setzen.

De�nition 2.28 Eine n � n-Distanzmatrix M induziert eine Metrik bzw.Ultrame-
trik auf [1 : n], wenn die Funktion d : [1 : n]2 ! R+ mit d(x; y) = M x;y eine Metrik
bzw.Ultrametrik auf M ist.
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2.3.3 Charakterisierung ultrametrischer B•aume

Wir geben jetzt eine weitere Charakterisierungultrametrischer Matrizen an, deren
Beweissogareinene�zien ten Algorithmuszur Konstruktion ultrametrischer B•aume
erlaubt.

Theorem 2.29 Eine symmetrischen� n-Distanzmatrix D besitztgenaudann einen
(strengen)ultrametrischenBaum, wenn D eine Ultrametrik induziert.

Bew eis: ) : Die De�nitheit und Symmetrie folgt unmittelbar aus der De�nition
einer Distanzmatrix. Wir m•ussenalso nur noch die ultrametrische Dreiecksunglei-
chung zeigen:

8i; j; k 2 [1 : n] : dij � maxf dik ; dj kg:

Wir betrachten dazudenultrametrischenBaum T = T(D). Wir unterscheidendazu
drei F•alle in Abh•angigkeit, wie sich die niedrigstengemeinsamenVorfahrenvon i , j
und k zueinanderverhalten. Sei dazu x = lca(i; j ), y = lca(i; k) und z = lca(j; k).
In einemBaum mussdabei gelten, dassmindestenszwei der drei Knoten identisch
sind. Die erstenbeidenF•alle sind in Abbildung 2.21dargestellt.

i j k

x

y = z

dik = dj k > dij

dij

i j k

x = y

z

dik = dij > dj k

dj k

Abbildung 2.21:Skizze:Fall 1 und Fall 2

Fall 1 (y = z 6= x ): Damit folgt aus dem rechten Teil der Abbildung 2.21sofort,
dassd(i; j ) � d(i; k) = d(j; k).

Fall 2 (x = y 6= z): Damit folgt aus dem linken Teil der Abbildung 2.21 sofort,
dassd(j; k) � d(i; k) = d(i; j ).

Fall 3 (x = z 6= y ): DieserFall ist symmetrisch zu Fall 2 (einfachesVertauschen
von i und j ).

Fall 4 (x = y = z): Aus der Abbildung 2.22folgt auch hier, dassdie ultrametrische
Dreiecksungleichung gilt, da alle drei Abst•andegleich sind.
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i j k

dik = dij = dj k d

i j k

d

i
d

j k

Abbildung 2.22:Skizze:Fall 4 und bin•are Neukonstruktion

Wenn man statt einesstrengenultrametrischen Baumeslieber einenbin•aren ultra-
metrischen Baum haben m•ochte, sokann man ihn beispielsweisewie im rechten Teil
der Abbildung 2.22umbauen.

( : Wir betrachten zuerst die Abst•andevon Blatt 1 zu allen anderenBl•attern. Sei
also f d11; : : : ; d1ng = f � 1; : : : ; � kg, d.h. � 1; : : : ; � k sind die paarweiseverschiedenen
Abst•ande, die vom Blatt 1 aus auftreten. Ohne Beschr•ankung der Allgemeinheit
nehmenwir dabei an, dass� 1 < � � � < � k . Wir partitionieren dann [2 : n] wie folgt:

D i = f ` 2 [2 : n] : d1` = � i g:

Es gilt dann o�ensichtlich [2 : n] = ] k
i=1 D i . Wir bestimmen jetzt f•ur die Mengen

D i rekursiv die entsprechendenultrametrischen B•aume.Anschlie�end konstruieren

1

� 1

� 2

� k� 1

� k

T(D1)

T(D2)

T(Dk)

Abbildung 2.23:Skizze:Rekursive Konstruktion ultrametrischer B•aume

wir einenPfad von der Wurzel zum Blatt 1 mit k innerenKnoten, an die die rekur-
siv konstruierten Teilb•aume T(D i ) angeh•angt werden. Dies ist in Abbildung 2.23
schematisch dargestellt.

Wir m•ussenjetzt nachpr•ufen, ob der konstruierte Baum ultrametrisch ist. Dazu
m•ussenwir zeigen,dassdie Knotenmarkierungenauf einemPfad von der Wurzel zu
einemBlatt streng monoton fallend sind und dassder Abstand von den Bl•attern i
und j geradedie Markierung von lca(i; j ) ist.
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F•ur den erstenTeil •uberlegenwir uns,dassdie Monotonie der Knotenmarkierungen
sowohl auf dem Pfad von der Wurzel zu Blatt 1 gilt als auch auf allen Pfaden
innerhalb der Teilb•aume T(D i ) von der jeweiligen Wurzel zu eine beliebigenBallt
von T(D i ). Wir m•ussennur noch die Verbindungspunkte •uberpr•ufen. Dies ist in
Abbildung 2.24illustriert. Hier sindx und y zwei Bl•attern in T(D i ), derenniedrigster

1

� i

T(D i )

x y

Abbildung 2.24:Skizze:Abst•andevon x und y und geforderteMonotonie

gemeinsamerVorfahregeradedie Wurzel von T(D i ) ist. Wir m•ussenals zeigen,dass
dx;y < � i gilt. Es gilt zun•achst aufgrund der ultrametrischen Dreiecksungleichung:

dxy � maxf d1x ; d1yg = d1x = d1y = � i :

Gilt jetzt dxy < � i , dann ist alles gezeigt.Andernfalls gilt � xy = � i und wir werden
den Baum noch ein wenig umbauen,wie in der folgendenAbbildung 2.25illustriert.
Dabei wird die Wurzel desTeilbaums T(D i ) mit dem korrespondierendenKnoten

x1 x3x2

x2x1 x3

Abbildung 2.25:Skizze:Umbau im Falle nicht-strenger Monotonie

desPfadesvon der Wurzel desGesamtbaumeszum Blatt 1 miteinander identi�ziert
und die Kante dazwischen gel•oscht. Damit haben wir die strenge Monotonie der
Knotenmarkierungenauf denPfadenvon der Wurzel zu denBl•attern nachgewiesen.

Es ist jetzt noch zu zeigen,dassdie Abst•andevon zwei Bl•attern x und y den Kno-
tenmarkierungenentsprechen. Innerhalb der Teilb•aume T(D i ) gilt dies nach Kon-
struktion. Ebenfalls gilt dies nach Konstruktion f•ur das Blatt 1 mit allen anderen
Bl•attern.

Wir m•ussendieseEigenschaft nur noch nachweisen,wennsich zwei Bl•atter in unter-
schiedlichen Teilb•aumenbe�nden. Seidazux 2 V(T(D i )) und y 2 V(T(D j )), wobei
wir ohne Beschr•ankung der Allgemeinheit annehmen,dass� i > � j gilt. Dies ist in
der Abbildung 2.26illustriert.
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1

� i

� j

y

x

Abbildung 2.26:Skizze:Korrektheit derAbst•andezweierBl•atter in unterschiedlichen
rekursiv konstruierten Teilb•aumen

Nach Konstruktion gilt: � i = d1x und � j = d1y . Mit Hilfe der ultrametrischen Drei-
ecksungleichung folgt:

dxy � maxf d1x ; d1yg

= maxf � i ; � j g

= � i

= d1x

� maxf d1y ; dyxg

da d1y = � j < � i = d1x

= dxy

Daraus folgt also dxy � � i � dxy und somit � i = dxy . Damit ist der Beweis abge-
schlossen.

Mit Hilfe der obenerw•ahnten CharakterisierungeinerUltrametrik, dassvon dendrei
Abst•andenzwischen drei Punkten, die beidengr•o�ten gleich sind, k•onnenwir sofort
eineneinfachen Algorithmus zur Erkennung ultrametrischer Matrizen angeben. Wir
m•ussendazu nur alle dreielementigen Teilmengenaus [1 : n] untersuchen, ob von
den drei verschiedenenAbst•anden, die beiden gr•o�ten gleich sind. Falls ja, ist die
Matrix ultrametrisch, ansonstennicht.

DieserAlgorithmus hat jedoch eineLaufzeit O(n3). Wir wollen im Folgendeneinen
e�zien teren Algorithmus zur Konstruktion ultrametrischer Matrizen angeben, der
auch gleichzeitig noch die zugeh•origen ultrametrischen B•aumemitb erechnet.

Aus dem Beweis folgt weiter unter Annahme der strengen Monotonie (d.h. f•ur
strengeultrametrische B•aume), dassder konstruierte ultrametrische Baum eindeu-
tig ist. Die Konstruktion desultrametrischen Baumesist ja bis auf die Umordnung
der Kinder einesKnoten eindeutig festgelegt.
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Korollar 2.30 Sei D eine streng ultrametrische Matrix, dann ist der zugeh•orige
strengeultrametrischeBaum eindeutig.

F•ur nicht-strenge ultrametrische B•aume kann man sich •uberlegen,wie die Knoten
mit gleicher Markierung umgeordnetwerden k•onnen, so dassder Baum ein ultra-
metrischer bleibt. Bis auf diesekleinen Umordnungensind auch nicht-streng ultra-
metrische B•aumeim Wesentlichen eindeutig.

2.3.4 Konstruktion ultrametrischer B•aume

Wir versuchen jetzt aus dem Beweis der Existenz einesultrametrischen Baumes
einen e�zien ten Algorithmus zur Konstruktion einesultrametrischen Baumes zu
entwerfen und dessenLaufzeit zu analysieren.

Wir erinnern noch einmal an die Partition von [2 : n] durch D i = f ` : d1` = � i g
mit ni := jD i j. Dabei war f d11; : : : ; d1ng = f � 1; : : : ; � kg, wobei � 1 < � � � < � k . Wir
erinnern hier auch noch einmal an Skizze der Konstruktion des ultrametrischen
Baumes,wie in Abbildung 2.27.

1

� 1

� 2

� k� 1

� k

T(D1)

T(D2)

T(Dk� 1)

T(Dk)

Abbildung 2.27:Skizze:Konstruktion einesultrametrischen Baumes

Darausergibt sich der erstenaive Algorithmus,der in Abbildung 2.28aufgelistetist.
Da jeder Schritt Zeitbedarf O(n log(n)) und esmaximal n rekursive Aufrufe geben
kann (mit jedem rekursiven Aufruf wird ein Knoten des ultrametrischen Baumes
explizit konstruiert), ist die Laufzeit insgesamt O(n2 log(n)).

17. Juni
Wir werden jetzt noch einen leicht modi�zierten Algorithmus vorstellen, der eine
Laufzeit von nur O(n2) besitzt. Dies ist optimal, da die Eingabe, die gegebene
Distanzmatrix, bereits eine Gr•o�e von �( n2) besitzt. Dazu beachten wir, dassder
aufwendigeTeil des Algorithmus das Sortieren der Elemente in f d11; : : : ; d1ng ist.
Insbesondereist diessehr teuer, wenn esnur wenigeverschiedenElemente in dieser
Mengegibt, da dann auch nur entsprechend wenig rekursive Aufrufe folgen.
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1. Sortiere die Menge f d11; : : : ; d1ng und bestimme anschlie�end � 1; : : : ; � k mit
f � 1; : : : ; � kg = f d11; : : : ; d1ng und partitioniere [2 : n] = ] k

i=1 D i . O(n log(n))

2. Bestimme f•ur D1; : : : Dk ultrametrische B•aume T(D1); : : : ; T(Dk) mittels
Rekursion.

P k
i=1 T(nj )

3. Setzedie Teill•osungenund den Pfad von der Wurzel zu Blatt 1 zur Gesamtl •o-
sungzusammen. O(k) = O(n)

Abbildung 2.28:Algorithmus: Naive Konstruktion einesultrametrischen Baumes

Daherwerdenwir zuerstfeststellen,wie vieleverschiedeneElemente esin der Menge
f d11; : : : ; d1ng gibt und bestimmendiese.Die paarweiseverschiedenenElemente die-
serMengek•onnenwir in einer linearenListe (oder auch in einembalanciertenSuch-
baum) aufsammeln.Dies l•asstsich in Zeit O(k � n) (bzw. in Zeit O(n log(k)) bei Ver-
wendung balancierter B•aume) implementieren. Anschlie�end m•ussenwir nur noch
k Elemente sortieren.Der Algorithmus selbst ist in Abbildung 2.29aufgelistet.

1. Bestimmezuerst k = jf d11; : : : ; d1ngj und f � 1; : : : ; � kg = f d11; : : : ; d1ng.

Dies kann mit Hilfe linearer Listen in Zeit O(k � n) erledigt werden.Mit Hilfe
balancierter B•aumek•onnenwir diessogarin Zeit O(n log(k)) realisieren.

2. Sortiere die k paarweiseverschiedenenWerte f � 1; : : : ; � kg.

Dies kann in Zeit O(k log(k)) erledigt werden.

3. Bestimmedie einzelnenTeilb•aumeT(D i ) rekursiv.

4. Setzedie Teill•osungenund den Pfad von der Wurzel zu Blatt 1 zur Gesamtl •o-
sungzusammen.

Dies l•asstsich wiederumin Zeit O(k) realisieren.

Abbildung 2.29:Algorithmus: Konstruktion einesultrametrischen Baumes

Damit erhalten wir als Rekursionsgleichung f•ur diesenmodi�zierten Algorithmus:

T(n) = d � k � n +
kX

i =1

T(ni )

mit
P k

i=1 ni = n � 1, wobei ni � 1 f•ur i 2 [1 : n], und einer geeignetgew•ahlten
Konstanten d. Hierbei ist zu beachten, dassO(k log(k)) = O(k � n) ist, da k < n ist.
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Lemma 2.31 Ist D eine ultrametrischen � n-Matrix, dann kann der zugeh•orige
ultrametrischeBaum in Zeit O(n2) konstruiert werden.

Bew eis: Es ist nur noch zu zeigen,dassT(n) � c � n2 f•ur eine geeignetgew•ahlte
Konstante c gilt. Wir w•ahlen c jetzt so, dasszum einen c � 2d und zum anderen
T(n) � c � n2 f•ur alle n � 3 gilt. Den Beweis selbst f•uhren wir mit vollst•andiger
Induktion •uber n.

Induktionsanfang (n � 3): Nach Wahl von c gilt dieso�ensichtlich.

Induktionssc hritt ( ! n ): Es gilt dann nach Konstruktion desAlgorithmus mit
n � 1 =

P k
i=1 ni :

T(n) � d � k � n +
kX

i =1

T(ni )

nach Induktionsvoraussetzungist T(ni ) � c � n2
i

� d � k � n +
kX

i =1

c � n2
i

= d � k � n + c
kX

i =1

ni (n � n + ni )

= d � k � n + c
kX

i =1

ni � n � c
kX

i =1

ni (n � ni )

da x(n � x) > 1(n � 1) f•ur x 2 [1 : n � 1], sieheauch Abbildung 2.30

� d � k � n + cn2 � c
kX

i =1

1(n � 1)

� d � k � n + c � n2 � c � k(n � 1)

da c � 2d

� d � k � n + c � n2 � 2d � k(n � 2)

da 2(n � 1) � n f•ur n � 3

� d � k � n + c � n2 � d � k � n

= c � n2:

Damit ist der Induktionsschlussvollzogenund der Beweis beendet.

Korollar 2.32 Es kann in Zeit O(n2) entschieden werden, ob eine gegebenen � n-
Distanzmatrix (streng) ultrametrisch ist oder nicht.
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x(c � x)

(0; 0) c

Abbildung 2.30:Skizze:Die Funktion [0; c] ! R+ : x 7! x(c � x)

Bew eis: Wir wendeneinfach den Algorithmus zu Rekonstruktion ultrametrischer
B•aume an. Wir testen dabei beim Anh•angen des rekursiv konstruierten Baumes
T(D i ), ob die Markierung seinerWurzel kleiner (gleich) der Markierung desKno-
tens,an den T(D � I ) angeh•angt wird, auf dem Weg von der Wurzel zu dem aus-
gew•ahlten Blattes ist. Ist dies nicht der Fall, so ist die Matrix nicht (streng) ultra-
metrisch, da wir ja sonst nach Lemma 2.31 einen (streng) ultrametrischen Baum
konstruierenm•ussen.Andernfalls konstruierenwir f•ur D einen(streng) ultrametri-
schen Baum, alsomussD (streng) ultrametrisch sein

2.4 Additive Distanzen und B•aume

Leider sind nicht alle Distanzmatrizen ultrametrisch. Wir wollen jetzt ein gr•o�ere
Klassevon Matrizen vorstellen,zu denensich evolution•are B•aumekonstruierenlas-
sen,sofernwir auf eineexplizite Wurzel in diesenB•aumenverzichten k•onnen.

2.4.1 Additive B•aume

Zun•achst einmal de�nieren wir, waswir unter additiven B•aumen,d.h. evolution•aren
B•aumenohneWurzel, verstehenwollen.

De�nition 2.33 Sei D eine n � n-Distanzmatrix. Sei T ein Baum mit mindestens
n Knoten und positiven Kantengewichten,wobei einige Knoten bijektiv mit Werten
aus [1 : n] markiert sind. Dann ist T ein additiver Baum f•ur D, wenn der Pfad
vom Knoten mit Markierung i zum Knoten mit Markierung j in T dasGewicht dij

besitzt.

Wie bei den ultrametrischen B•aumen besitzt auch nicht jede Distanzmatrix einen
additivenBaum. DesWeiterensind nicht markierte Bl•atter in einemadditivenBaum
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•uber •ussig,da jeder Pfad innerhalb einesBaum nur dann ein Blatt ber•uhrt, wenn
diesesein Endpunkt desPfadesist. Dahernehmenwir im FolgendenohneBeschr•an-
kung der Allgemeinheit an, dassein additiver Baum nur markierte Bl•atter besitzt.
In der folgendenAbbildung 2.31ist noch einmal ein BeispieleinerMatrix samt ihres
zugeh•origen additiven Baumesangegeben.

D 1 2 3 4 5 6
1 0 9 7 8 3 5
2 0 6 3 8 4
3 0 5 6 2
4 0 7 3
5 0 4
6 0 1

2

3 4

5

6

1

2 3
2

2
2

1

Gewicht desPfadeszwischen 5 und 4: ) 1 + 3 + 2 + 1 = 7
Gewicht desPfadeszwischen 1 und 5: ) 2 + 1 = 3

Abbildung 2.31:Beispiel:Eine Matrix und der zugeh•orige additive Baum

De�nition 2.34 Sei D eine Distanzmatrix. Besitzt D einen additiven Baum, so
hei�t D eine additive Matrix . Ein additiver Baum hei�t kompakt, wenn alle Kno-
ten markiert sind (insbesondere auch die inneren Knoten). Die zugeh•orige additive
Matrix hei�t dann auch kompakt additiv . Ein additiver Baum hei�t extern, wenn
nur Bl•atter markiert sind. Die zugeh•orige additive Matrix hei�t dann auch extern
additiv .

In der Abbildung 2.31 ist der Baum ohne Knoten 6 (und damit die Matrix ohne
Zeile und Spalte 6) ein externer additiver Baum. Durch Hinzuf•ugenvon zwei Mar-
kierungen(und zwei entsprechendenSpaltenund Zeilenin der Matrix) k•onnte dieser
Baum zu einemkompakten additiven Baum gemacht werden.

Lemma 2.35 Sei D eine additive Matrix, dann induziert D eine Metrik.

Bew eis: Da D eineDistanzmatrix ist, geltendie De�nitheit und Symmetrieunmit-
telbar. Die Dreiecksungleichung sieht man leicht, wenn man sich die entsprechenden
Pfade im zu D geh•origen additiven Baum betrachtet.

Die Umkehrung gilt •ubrigensnicht, wie wir sp•ater noch zeigenwerden.
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2.4.2 Charakterisierung additiver B•aume

Wir wollen nun eineCharakterisierungadditiver Matrizen angeben, mit derenHilfe
sich auch gleich ein zugeh•origer additiver Baum konstruierenl•asst.Zun•achst einmal
zeigenwir, dassultrametrische B•aumespezielleadditive B•aumesind.

Lemma 2.36 Sei D eine additive Matrix. D ist genaudann ultrametrisch, wenn
es einen additiven Baum T f•ur D gibt, so dasses in T einen Knoten v (zentraler
Knoten) gibt, der zu allen markierten Knoten denselben Abstandbesitzt.

Bew eis: ) : Sei T ein ultrametrischer Baum f•ur D mit Knotenmarkierungen� .
Wir erhalten daraus einen additiven Baum T 0, indem wir als Kantengewicht einer
Kante (v; w) folgendesw•ahlen:

 (v; w) =
1
2

(� (v) � � (w)):

Man rechnet jetzt leicht nach, dassf•ur zwei Bl•atter i und j sowohl dasGewicht des
Wegesvon i nach lca(i; j ) als auch das Gewicht von j nach lca(i; j ) gerade 1

2 � dij

betr•agt. Die L•angedesWegesvon i nach j betr•agt daher im additiven Baum wie
gefordert dij .

Falls einenKnoten mit Grad 2 in einemsolchen additiven Baum st•oren (wie siebei-
spielweisevon der Wurzel konstruiert werden),der kann diese,wie in Abbildung 2.32
illustriert, eliminieren.In dieserAbbildung stellt der rote Knoten denzentralen Kno-
ten desadditiven Baumesdar.

� � � � � �

a b

c1 ck

...
...

a
b+ c1

b+ ck

Abbildung 2.32:Skizze:Elimination von Knoten mit Grad 2

( : Sei D additiv und sei v der Knoten des additiven Baums T, der von allen
Bl•attern den gleichen Abstand hat. Man •uberlegt sich leicht, dassT dann extern
additiv seinmuss.

Betrachtet man v als Wurzel, so gilt f•ur beliebigeBl•atter i , j , dassder Abstand
zwischen dem kleinstengemeinsamenVorfahr ` f•ur beideBl•atter gleich ist. (Da der
Abstand d`v fest ist, w•areandernfallsder Abstand der Bl•atter zu v nicht gleich). Wir
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zeigenjetzt, dassf•ur drei beliebigeBl•atter i; j; k die ultrametrische Dreiecksunglei-
chung dik � maxf dij ; dj kg gilt. Sei dazu lca(i; j ) der kleinste gemeinsameVorfahre
von i; j .

Falls lca(i; j ) = lca(i; k) = lca(j; k) die gleichen Knoten sind, so ist dik = dij = dj k

und die Dreiecksungleichung gilt mit Gleichheit.

Daher sei jetzt ohne Beschr•ankung der Allgemeinheit lca(i; j ) 6= lca(i; k) und dass
lca(i; k) n•aher an der Wurzel liegt. Da lca(i; j ) und lca(i; k) auf dem Wegvon i zur
Wurzel liegen,gilt entweder lca(j; k) = lca(j; i ) oder lca(j; k) = lca(i; k).

Sei ohne Beschr•ankung der Allgemeinheit lca(j; k) = lca(i; k) = lca(i; j; k). Dann
gilt:

dij = w(i; lca(i; j )) + w(j; lca(i; j ))

= 2 � w(j; lca(i; j )) ;

dik = w(i; lca(i; j )) + w(lca(i; j ); lca(i; j; k)) + w(lca(i; j; k); k)

= 2 � w(lca(i; j; k); k);

dj k = w(j; lca(i; j )) + w(lca(i; j ); lca(i; j; k)) + w(lca(i; j; k); k)

= 2 � w(lca(i; j; k); k)

Daher gilt unter anderemdij � dik , dik � dj k und dj k � dik . Somit ist die Dreiecks-
ungleichung immer erf•ullt.

Wie k•onnenwir nun f•ur eineDistanzmatrix entscheiden,ob sieadditiv ist, und falls
ja, beschreiben, wie der zugeh•orige additive Baum aussieht? Im vorherigenLemma
haben wir gesehen,wie wir das Problem auf ultrametrische Matrizen zur•uckf•uhren
k•onnen.

Wir wollen diesnoch einmal mir einer anderenCharakterisierungtun. Wir betrach-
ten zuerst die gegebene Matrix D. Diese ist genau dann additiv, wenn sie einen
additiven Baum TD besitzt. Wenn wir diesenBaum wurzeln und die Kanten zu
den Bl•attern soverl•angern,dassalle Pfadevon der Wurzel zu den Bl•attern gleiches
Gewicht besitzen,dann ist T0

D ultrametrisch. Darausk•onnenwir dann eineDistanz-
matrix D(T0

D ) ablesen,die ultrametrisch ist, wenn D additiv ist. Dies ist in der
folgendenAbbildung 2.33schematisch dargestellt.

Wir wollen also die gegebene Matrix D so modi�zieren, dass daraus eine ultra-
metrische Matrix wird. Wenn dieseIdee funktioniert, k•onnen wir eine Matrix auf
Additivit •at hin testen, indem wir die zugeh•orige,neukonstruierte Matrix auf Ultra-
metrik hin testen. F•ur Letztereshaben wir ja bereits einene�zien ten Algorithmus
kennengelernt.
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add. Matrix
D

add. Baum
T zu D

ultrametrischer
Baum T0

D

ultrametrische
Matrix D 0(T0

D )

Abbildung 2.33:Skizze:Schemader Transformation einer additiven Matrix in eine
ultrametrische Matrix

Sei im FolgendenD eineadditive Matrix und dij ein maximaler Eintrag, d.h.

dij � maxf dk` : k; ` 2 [1 : n]g :

Weiter seiTD der additive Baum zu D. Wir wurzeln jetzt diesenBaum am Knoten
i . Man beachte, dassi ein Blatt ist. Wir kommen sp•ater noch darauf zur•uck, wie

i

j

Alle Bl •atter auf denselben Abstand bringen

Abbildung 2.34:Skizze:Wurzeln von TD am Blatt i

wir daf•ur sorgen,dassi ein Blatt bleibt. Dies ist in der folgendenAbbildung 2.34
illustriert.

Unser n•achster Schritt besteht jetzt darin, alle Bl•atter (au�er i ) auf denselben
Abstand zur neuenWurzel zu bringen. Wir betrachten dazu jetzt ein Blatt k des
neuengewurzeltenBaumes.Wir versuchen die zu k inzidente Kante jetzt sozu ver-
l•angern,dassder Abstand von k zur Wurzel i auf dij anw•achst. Dazu setzenwir das
Kantengewicht auf dij und verk•urzen esum das Gewicht desrestlichen Pfadesvon
k zu i , d.h. um (dik � d), wobei d das Gewicht der zu k inzidenten Kante ist. Dies
ist in Abbildung 2.35 noch einmal illustriert. War der Baum vorher additiv, so ist
er jetzt ultrametrisch, wennwir als Knotenmarkierung jetzt dasGewicht desPfades
einenKnotens zu einemseinerBl•atter (die alle gleich seinm•ussen)w•ahlen.

Somit haben wir auseinemadditiven einenultrametrischen Baum gemacht. Jedoch
haben wir dazu den additiven Baum ben•otigt, den wir eigentlich erst konstruieren
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Blatt k Blatt k

� d � dij � (dik � d)
= d � dik + dij

= d + (dij � dik )

Abbildung 2.35:Skizze:Verl•angernder zu Bl•attern inzidenten Kanten

wollen. Es stellt sich nun die Frage,ob wir die entsprechendeultrametrische Matrix
aus der additiven Matrix direkt ohne Kenntnis deszugeh•origen additiven Baumes
berechnenk•onnen.Betrachten wir dazunoch einmalzwei Bl•atter im additivenBaum
und versuchendenentsprechendenAbstand im ultrametrischenBaum zu berechnen.
Dazu betrachten wir die Abbildung 2.36.

k ` j

i

w

T̂
�

� 

Abbildung 2.36:Skizze:Abst•ande im gewurzeltenadditiven Baum T̂

Seienk und ` zwei Bl•atter, f•ur die wir den Abstand in der entsprechendenultrame-
trischen Matrix bestimmenwollen. Seiw der niedrigstegemeinsameVorfahre von k
und ` im gewurzeltenadditiven Baum T̂ und � , � bzw.  die Abst•ande im gewur-
zelten additiven Baum T̂ zwischen der Wurzel und w, w und k bzw. w und `. Es
gilt dann

� = dik � �

 = dil � �

Im ultrametrischen Baum T0
D gilt dann:

dT 0(w; k) = dT 0(w; `)

= � + (dij � dik )

=  + (dij � di` ):

Damit gilt:

dT 0(w; k) = � + dij � dik

= dik � � + dij � dik
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= dij � �

und analog:

dT 0(w; `) =  + dij � di`

= di` � � + dij � di`

= dij � � :

Wir m•ussenjetzt nur noch � bestimmen. Aus der Skizzein Abbildung 2.36 folgt
sofort, wenn wir die Gewichte der Pfade von i nach k sowie ` addierenund davon
dasGewicht desPfadesvon k nach ` subtrahieren:

2� = dik + di` � dk` :

Darausergibt sich:

dT 0(w; k) = dij �
1
2

(dik + di` � dk`);

dT 0(w; `) = dij �
1
2

(dik + di` � dk`):

Somit k•onnenwir jetzt die ultrametrischeMatrix D 0 direkt ausder additivenMatrix
D berechnen:

d0
k` := dT 0(w; k) = dT 0(w; `) = dij �

1
2

(di` + dik � dk`):

Wir m•ussenuns jetzt nur noch •uberlegen,dass dies wirklich eine ultrametrische
Matrix ist, da wir denadditivenBaum ja am Blatt i gewurzelthaben.Damit w•urden
wir sowohl ein Blatt verlieren, n•amlich i , als auch keinen echten ultrametrischen
Baum generieren,da dessenWurzel nur ein Kind anstatt mindestenszweier besitzt.
In Wirklic hkeit wurzeln wir den additiven Baum am zu i adjazenten Knoten, wie in
Abbildung 2.37illustriert. Damit erhalten wir einenechten ultrametrischen Baum.

i i

i

dij

Abbildung 2.37:Skizze:Wirklic hesWurzeln desadditiven Baumes

Damit haben wir das folgendeLemma bewiesen.
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Lemma 2.37 Sei D eine extern additive Matrix, deren maximaler Eintr ag dij ist,
dann ist D 0 mit

d0
kl =

�
dij � 1

2(di` + dik � dkl `) f•ur k 6= `
0 sonst

eine ultrametrischeMatrix.

Es w•are sch•on, wenn auch die umgekehrte Richtung gelten w•urde, n•amlich, dass
wenn D 0 ultrametrisch ist, dassdann bereits D additiv ist. Dies ist leider nicht der
Fall, auch wenndiesin vielenLehrb•uchern und Skripten f•alschlicherweisebehauptet
wird. Wir geben hierf•ur ein Gegenbeispiel in Abbildung 2.38.Man sieht leicht, dass

D 1 2 3
1 0 8 4
2 0 2
3 0

D 0 1 2 3
1 0 8 8
2 0 3
3 0

d0
12 = 8 � 1

2(0 + 8 � 8) = 8
d0

13 = 8 � 1
2(0 + 4 � 4) = 8

d0
23 = 8 � 1

2(8 + 4 � 2) = 3

1 2 3

8

3

Abbildung 2.38:Gegenbeispiel:D nicht additiv, aber D 0 ultrametrisch
.

D 0 ultrametrisch ist. D ist hingegennicht additiv, weil d(1; 2) = 8, aber

d(1; 3) + d(3; 2) = 4 + 2 = 6 < 8

gilt. Im Baum mussalsoder Umweg•uber 3 gr•o�er seinalsder direkte Weg,wasnicht
sein kann (sieheauch Abbildung 2.39), denn im additiven Baum gilt die normale
Dreiecksungleichung (sieheLemma 2.35).

8

4 2
1

3

2

3

Abbildung 2.39:Gegenbeispiel:
"
Unm•oglicher\ additiver Baum
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Dennoch k•onnen wir mit einer weiteren Zusatzbedingung daf•ur sorgen,dass das
Lemma in der von uns gew•unschten Weisegerettet werdenkann.

Lemma 2.38 Sei D eine Distanzmatrix und sei dij ein maximaler Eintr ag von D.
Weiter sei D 0 durch d0

k` = dij � 1
2(dik + di` � dk`) f•ur k 6= ` 2 [1 : n] und d0

kk = 0
f•ur k 2 [1 : n] de�niert. Wenn D 0 eine ultrametrischeMatrix ist und wenn f•ur jedes
Blatt b im zugeh•origen ultrametrischen Baum T(D 0) f•ur das Gewicht  der zu b
inzidenten Kante gilt:  � (dij � dbi), dann ist D additiv.

Bew eis: SeiT0 := T(D 0) ein ultrametrischer Baum f•ur D 0. Weiter sei(v; w) 2 E(T0)
und esseienp;q; r; s Bl•atter von T0, sodasslca(p;q) = v und lca(r; s) = w. Dies ist
in Abbildung 2.40illustriert. Hierbei ist q zweimal angegeben, da a priori nicht klar
ist, ob q ein Nachfolgervon w ist oder nicht. Wir de�nieren dann dasKantengewicht

p qr q s

v

w

T0

Abbildung 2.40:Skizze:Kante (v; w) in T 0

von (v; w) durch:
 (v; w) = d0

pq � d0
r s:

Damit ergibt sich f•ur

dT 0(k; `) = 2 � d0
k;`

= 2(dij �
1
2

(dik + di` � dk`))

= 2dij � dik � di` + dk`

Wenn wir jetzt f•ur jedes Blatt b das Gewicht der inzidenten Kante um dij � dbi

erniedrigen,erhalten wir einen neuenadditiven Baum T. Da nach Voraussetzung,
dasGewicht einer solchen zu b inzidenten Kante gr•o�er als dij � dbi ist, bleiben die
Kantengewichte von T positiv. Weiterhin gilt in T:

dT (k; `) = dT 0(k; `) � (dij � dik ) � (dij � di` )

= (2dij � dik � di` + dk` ) � dij + dik � dij + di`

= dk` :

Somit ist T ein additiver Baum f•ur D und dasLemma ist bewiesen.
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Gehenwir noch einmalzur•uck zu unseremGegenbeispiel,dasbesagte,dassdie Ultra-
metrik von D 0 nicht ausreicht, um die Additivit •at von D zu zeigen.Wir schauen
einmal washier beim K•urzen der Gewichte von zu Bl•attern inzidenten Kanten pas-
sierenkann. Dies ist in Abbildung 2.41 illustriert. Wir sehenhier, dassder Baum
zwar die gew•unschten Abst•ande besitzt, jedoch negative Kantengewichte erzeugt,
die bei additiven B•aumennicht erlaubt sind.

D 1 2 3
1 0 8 4
2 0 2
3 0

D 0 1 2 3
1 0 8 8
2 0 3
3 0

8

1 2 3

38 � 8
) 0

5

3 � 4
) � 1

3 � 0
) 3

1

2

3

5 � 1

3

Abbildung 2.41:Gegenbeispiel:D nicht additiv und D 0 ultrametrisch (Fortsetzung)

Korollar 2.39 Sei D eine Distanzmatrix und sei dij ein maximaler Eintr ag von D.
Weiter sei D 0 durch d0

k` = dij � 1
2(dik + di` � dk`) f•ur k 6= ` 2 [1 : n] und d0

kk = 0
f•ur k 2 [1 : n] de�niert. Wenn D 0 eine ultrametrischeMatrix ist und wenn f•ur jedes
Blatt b im zugeh•origen ultrametrischen Baum T(D 0) f•ur das Gewicht  der zu b
inzidenten Kante gilt:  � (dij � dbi), dann und nur dann ist D additiv.

Bew eis: Wir m•ussenim Vergleich zum Lemma 2.38 nur die R•uckrichtung zei-
gen. Nach unsererKonstruktion einesultrametrischen Baumesaus einer additiven
Matrix D ist aber klar, dassdie Bedingungan die Kantengewichte der zu den Bl•at-
tern inzidenten Kanten eingehaltenwird.

Wir gebenjetzt noch eineandereFormulierung desKorollars ohneVerwendungeines
ultrametrischen Baumesan.

Korollar 2.40 Sei D eine Distanzmatrix und sei dij ein maximaler Eintr ag von D.
Weiter sei D 0 durch d0

k` = dij � 1
2(dik + di` � dk` ) f•ur k 6= ` 2 [1 : n] und d0

kk = 0 f•ur
k 2 [1 : n] de�niert. Wenn D 0 eine ultrametrischeMatrix ist und wenndi` � dib + db`

f•ur alle b;` 2 [1 : n] gilt, dann und nur dann ist D additiv.

Bew eis: Wir m•ussennur zeigen,dass f•ur jedesBlatt b die Bedingung, dass im
zugeh•origen ultrametrischen Baum T(D 0) f•ur das Gewicht  der zu b inzidenten
Kante  � (dij � dbi) gilt, •aquivalent zu di` � dib + db` f•ur b;` 2 [1 : n] ist.
O�ensichtlich gilt f•ur jedesBlatt b im ultrametrischen Baum T(D 0):

 = min f d0
b` : ` 2 [1 : n] ^ ` 6= bg:
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Mit der Gleichung d0
b` = dij � 1

2(dib + di` � db`) folgt, dassdie folgende•aquivalente
Ungleichung erf•ullt seinmuss

(dij � dbi) � min
�

dij �
1
2

(dib + di` � db`) : ` 2 [1 : n] ^ ` 6= b
�

:

Das ist •aquivalent zu

dbi �
1
2

maxf dib + di` � db` : ` 2 [1 : n] ^ ` 6= bg:

Dies ist wiederum•aquivalent zu

dbi � maxf di` � db` : ` 2 [1 : n] ^ ` 6= bg:

Da immer dbi � db` � db` gilt, kann diesauch zu

dbi � maxf di` � db` : ` 2 [1 : n]g :

vereinfacht werden.Dies ist weiterhin •aquivalent zu

0 � min f dib + db` � di` : ` 2 [1 : n]g :

Dies ist aber •aquivalent, dassf•ur alle b;` gilt: di` � dib + db`. Somit ist dasKorollar
bewiesen.

Wir wollen an dieserStelle noch anmerken, dassdieseCharakterisierungauch f•ur
gew•ohnliche additive Matrizen funktioniert. Im Beweismussman dann jedoch Kan-
tengewichte gleich 0 zulassen,damit der Beweis durchgeht. Hinterher werdendann
im additivenBaum solcheKanten wiederkontrahiert und die Markierung einesBlat-
tesmit Kantegewicht 0 der inzidenten Kanten werdenzu MarkierungeninnererKno-
ten.

22. Juni

2.4.3 Algorithmus zur Erkennung additiver Matrizen

Aus der Charakterisierungder additiven Matrizen mit Hilfe ultrametrischer Matri-
zen l•asst sich der folgendeAlgorithmus zur Erkennung additiver Matrizen und der
Konstruktion zugeh•origer additiver B•aume herleiten. Dieser ist in Abbildung 2.42
aufgelistet. Es l•asst sich leicht nachrechnen, dassdieserAlgorithmus eine Laufzeit
von O(n2) besitzt.

Wir m•ussenunsnur noch kurz um die Korrektheit k•ummern.Nach Lemma2.37wis-
senwir, dassin Schritt 2 die richtige Entscheidunggetro�en wird. Nach Lemma2.38
wird auch im Schritt 4 die richtige Entscheidunggetro�en. Also ist der Algorithmus
korrekt. Fassenwir dasErgebnisnoch zusammen.
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1. Konstruiere aus der gegebenen n � n-Matrix D eine neue n � n-Matrix D 0

mittels d0
k` = dij � 1

2(dik + di` � dk` ) f•ur k 6= `, wobei dij ein maximaler Eintrag
von D ist.

2. TesteD 0 auf Ultrametrik. Ist D 0 nicht ultrametrisch, dann ist D nicht additiv.

3. Konstruiere den zu D 0 geh•origen ultrametrischen Baum T0.

4. Teste,ob sich die Kantengewichte f•ur jedesBlatt b um dij � dib erniedrigen
lassen.Falls diesnicht geht, ist D nicht additiv, andernfallserhalten wir einen
additiven Baum T f•ur D.

Abbildung 2.42:Algorithmus: Erkennung additiver Matrizen

Theorem 2.41 Es kann in Zeit O(n2) entschiedenwerden, ob eine gegebenen � n-
Distanzmatrix additiv ist oder nicht. Falls die Matrix additiv ist, kann der zugeh•orige
additive Baum in Zeit O(n2) konstruiert werden.

2.4.4 4-Punkte-Bedingung

Zum Abschlusswollen wir noch eineandereCharakterisierungvon additiven Matri-
zenangeben, die sogenannte 4-Punkte-Bedingungvon Buneman.

Lemma 2.42 (Bunemans 4-Punkte-Bedingung) Eine n � n-Distanzmatrix D
ist genaudann additiv, wenn f•ur je vier Punkte i; j; k; ` 2 [1 : n] mit

di` + dj k = minf dij + dk` ; dik + dj ` ; di` + dj kg

gilt, dassdij + dk` = dik + dj ` .

Diese4-Punkte-Bedingungist in Abbildung 2.43noch einmal illustriert

i j

k `

di` + dj k = minf dij + dk` ; dik + di` ; di` + dj kg
) dij + dk` = dik + dj `

Abbildung 2.43:Skizze:4-Punkte-Bedingung

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik I I I SS2004



2.4. Additiv e Distanzenund B•aume 123

Bew eis: ) : Sei T ein additiver Baum f•ur D. Wir unterscheiden jetzt drei F•alle,
je nachdem, wie die Pfade in T verlaufen.

Fall 1: Im ersten Fall nehmenwir an, die Pfade von i nach j und k nach ` kno-
tendisjunkt sind. Dies ist in Abbildung 2.44illustriert. Dann ist aber di` + dj k nicht
minimal und somit ist nichts zu zeigen.

i

k

j

`

> 0 mind. 1 Kan te
als Verbindung

Abbildung 2.44:Skizze:Die Pfade i ! j und k ! ` sind knotendisjunkt

Fall 2: Im zweiten Fall nehmen wir an, die Pfade von i nach k und j nach `
knotendisjunkt sind. Dies ist in Abbildung 2.45illustriert. Dann ist jedoch ebenfalls
di` + dj k nicht minimal und somit ist nichts zu zeigen.

i

k

j

`

> 0

Abbildung 2.45:Skizze:Die Pfade i ! k und j ! ` sind knotendisjunkt

Fall 3: Im dritten und letzten Fall nehmenwir an, die Pfadevon i nach ` und j nach
k kantendisjunkt sind und sich daherh•ochstensin einemKnoten schneiden.Dies ist
in Abbildung 2.46 illustriert. Nun gilt jedoch, wie man leicht der Abbildung 2.46

i

l

j

k

� 0

Abbildung 2.46:Skizze:Die Pfade i ! ` und j ! k sind kantendisjunkt

entnehmenkann: dij = dik + dj ` � dk` und somit dij + dk` = dik + dj ` :
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( : Betrachte D 0 mit d0
k` := dij � 1

2(dik + di` � dk` ), wobei dij ein maximaler Eintrag
von D ist. Es gen•ugt zu zeigen,dassD 0 ultrametrisch ist und dassgilt:

dbi � maxf di` � db` : ` 2 [1 : ng:

Betrachte p;q; r 2 [1 : n] mit d0
pq � d0

pr � d0
qr . Es ist dann zu zeigen:d0

pr = d0
qr . Aus

d0
pq � d0

pr � d0
qr folgt dann:

2dij � dip � diq + dpq � 2dij � dip � dir + dpr � 2dij � diq � dir + dqr :

Daraus folgt:

dpq � dip � diq � dpr � dip � dir � dqr � diq � dir

und weiter
dpq + dir � dpr + diq � dqr + dip :

Aufgrund der 4-Punkt-Bedingungfolgt unmittelbar

dpr + diq = dqr + dip :

Nach Addition von (2dij � dir ) folgt:

(2dij � dir ) + dpr + diq = (2dij � dir ) + dqr + dip :

Nach kurzer Rechnung folgt:

2dij � dir � dip + dpr = 2dij � dir � diq + dqr

und somit gilt
2d0

pr = 2d0
qr :

Also ist D 0 nach Lemma 2.21 ultrametrisch. Wir m•ussenjetzt noch zeigen,dass
di` � dib + db` f•ur alle b;` 2 [1 : n] gilt. Setzenwir in der Voraussetzungf•ur
j = k := b ein, dann folgt, dassdasMaximum der drei folgendenWerte

dib + db`; dib + db`; di` + dbb = di`

nicht eindeutig ist. Das kann nur sein,wenn di` � dib + db` gilt. Somit ist sowohl D 0

ultrametrisch als auch die in Lemma 2.38 geforderteBedingungerf•ullt. Also ist D
additiv.

Mit Hilfe dieserCharakterisierungwerdenwir noch zeigen,dassesMatrizen gibt, die
eineMetrik induzieren,aber keinenadditiven Baum besitzen.DiesesGegenbeispiel
ist in Abbildung 2.47 angegeben. Man sieht leicht, dassdie 4-Punkte-Bedingung
nicht gilt und somit die Matrix nicht additiv ist. Man •uberpr•uft leicht, dass f•ur
jedesDreieck die Dreiecksungleichung gilt, die Abst•ande also der De�nition einer
Metrik gen•ugen.
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i j

k`

4

2

3

5
1 3

dij + dk` = 6

dik + dj ` = 8

di` + dj k = 4

Abbildung 2.47:Gegenbeispiel:Metrische Matrix, die nicht additiv ist

2.4.5 Charakterisierung kompakter additiver B•aume

In diesemAbschnitt wollen wir einesch•one Charakterisierungkompakter additiver
B•aumeangeben. Zun•achst ben•otigen wir noch einigegrundlegendeDe�nitionen aus
der Graphentheorie.

De�nition 2.43 Sei G = (V; E) ein ungerichteter Graph. Ein Teilgraph G0 � G
hei�t aufspannend, wenn V(G0) = V(G) und G0 zusammenh•angendist.

Der aufspannendeTeilgraph enth•alt also alle Knoten des aufgespannten Graphen.
Nun k•onnenwir den Begri� einesSpannbaumesde�nieren.

De�nition 2.44 Sei G = (V; E) ein ungerichteter Graph. Ein Teilgraph G0 � G
hei�t Spannbaum, wennG0 ein aufspannenderTeilgraphvon G ist und G0 ein Baum
ist.

F•ur gewichtete Graphen brauchen wir jetzt noch das Konzept eines minimalen
Spannbaumes.

De�nition 2.45 Sei G = (V; E;  ) ein gewichteterungerichteterGraph und T ein
Spannbaum von G. Das Gewicht desSpannbaumesT von G ist de�niert durch

 (T) :=
X

e2 E (T )

 (e):

Ein SpannbaumT f•ur G hei�t minimal, wenner unter allen m•oglichenSpannb•aumen
f•ur G minimales Gewicht besitzt, d.h.

 (T) � min f  (T0) : T0 ist ein Spannbaum von Gg:

Version0.32 Fassungvom 5. Januar 2005



126 Kapitel 2. Phylogenetische B•aume

Im Folgendenwerden wir der K•urze wegeneinen minimalen Spannbaum oft auch
mit MST (engl. minimum spanning tree) abk•urzen.

De�nition 2.46 Sei D eine n � n-Distanzmatrix. Dann ist G(D) = (V; E) der zu
D geh•orige gewichtete Graph, wobei

V = [1 : n];

E =
�

V
2

�
:= ff v; wg : v 6= w 2 Vg;

 (v; w) = D(v; w):

Nach diesenDe�nitionen kommenwir zu dem zentralen LemmadiesesAbschnittes,
der kompakte additive B•aumecharakterisiert.

Theorem 2.47 Sei D eine n � n-Distanzmatrix. Besitzt D einen kompakten addi-
tiven Baum T, dann ist T der minimale Spannbaum von G(D) und ist eindeutig
bestimmt.

Bew eis: Sei T ein kompakter additiver Baum f•ur D (dieser muss nat•urlich nicht
gewurzelt sein). Wir betrachten ein Knotenpaar (x; y), das durch keine Kante in

T

x y

Abbildung 2.48:Skizze:Pfad von x nach y in T

T verbunden ist. Sei p = (v0; v1; : : : ; vk) mit v0 = x und vk = y sowie k � 2
der Pfad von x nach y in T.  (p) entspricht D(x; y), weil T ein additiver Baum
f•ur D ist (sieheauch Abbildung 2.48). Da nach De�nition einer Distanzmatrix alle
Kantengewichte positiv sind und der Pfad ausmindestenszwei Kanten besteht, ist
 (vi � 1; vi ) < D(x; y) =  (x; y) f•ur alle Kanten (vi � 1; vi ) desPfadesp.

Sei jetzt T0 ein minimaler Spannbaum von G(D). Wir nehmenjetzt an, dassdie
Kante (x; y) eineKante desminimalen Spannbaumesist, d.h. (x; y) 2 E(T 0). Somit
verbindet die Kante (x; y) zwei Teilb•aumevon T0. Dies ist in Abbildung 2.49 illus-
triert.
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T0

x

x0

y

y0

p = (v0 ; : : : ; vk )
mit v0 = x und vk = y

Abbildung 2.49:Skizze:Spannbaum T0 von D(G)

Da (x; y) keineKante im Pfad von x nach y im kompakten additiven Baum von T
ist, verbindet der Pfad p die beiden durch Entfernen der Kante (x; y) separierten
Teilb•aumedesminimalen SpannbaumesT0. Sei(x0; y0) die ersteKante auf demPfad
p von x nach y, die nicht innerhalbeinerder beidensepariertenSpannb•aumeverl•auft.
Wie wir oben gesehenhaben, gilt  (x0; y0) <  (x; y).

Wir konstruieren jetzt einenneuenSpannbaum T 00f•ur G(D) wie folgt:

V(T00) = V(T0) = V

E(T00) = (E(T0) n ff x; ygg) [ ff x0; ygg

F•ur dasGewicht desSpannbaumesT00gilt dann:

 (T00) =
X

e2 E (T 00)

 (e)

=
X

e2 E (T 0)

 (e) �  (x; y) +  (x0; y0)

=
X

e2 E (T 0)

 (e) + ( (x0; y0) �  (x; y))
| {z }

< 0

<  (T0):

Somit ist  (T00) <  (T) und dies liefert den gew•unschten Widerspruch zu der
Annahme,dassT0 ein minimaler Spannbaum von G(D) ist.

Somit gilt f•ur jedesKnotenpaar (x; y) mit (x; y) =2 E(T), dassdann die Kante (x; y)
nicht im minimalen Spannbaum von G(D) sein kann, d.h. (x; y) =2 T 0. Also ist eine
Kante, die sich nicht im kompaktenadditiven Baum be�ndet, auch keineKante des
Spannbaums.

Dies gilt sogarf•ur zwei verschiedeneminimale Spannb•aume f•ur G(D). Somit kann
esnur einenminimalen Spannbaum geben.
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128 Kapitel 2. Phylogenetische B•aume

2.4.6 Konstruktion kompakter additiver B•aume

Die Information aus dem vorherigenLemma kann man dazu ausnutzen, um einen
e�zien ten Algorithmus zur Erkennung kompakter additiver Matrizen zu entwickeln.
SeiD die Matrix, f•ur den der kompakteadditive Baum konstruiert werdensoll, und
somit G(D) = (V; E;  ) der gewichtete Graph, f•ur den der minimale Spannbaum
berechnet werdensoll.

Wir beginnenmit der KnotenmengeV 0 = f vg f•ur eine beliebigesv 2 V und der
leerenKantenmengeE 0 = ; . Der Graph (V 0; E 0) soll letztendlich der gesuchte mini-
male Spannbaum werden.Wir verwendenhier Prims Algorithmus zur Konstruktion
einesminimalen Spannbaumes,der wieder ein Greedy-Algorithmus sein wird. Wir
versuchen die MengeV 0 in jedemSchritt um einenKnoten ausV nV 0 zu erweitern.
Von allen solchen Kandidaten w•ahlen wir eineKante minimalen Gewichtes. Dies ist
schematisch in Abbildung 2.50dargestellt.

V

V 0

f (v; w) : v 2 V 0^ w 2 (V n V 0)g

Abbildung 2.50:Skizze:Erweiterung von V 0

Den Beweis,dasswir hiermit einenminimalen Spannbaum konstruieren,wollen wir
an dieserStellenicht f•uhren.Wir verweisenhierzuauf die einschl•agigeLiteratur. Den
formalen Algorithmus haben wir in Abbildung 2.51 angegeben. Bis auf die blauen
Zeilenist diesgenauder Pseudo-Codef•ur Prims Algorithmuszur Konstruktion eines
minimalen Spannbaums.

Die blauefor-Schleife ist dazuda, um zu testen,ob der konstruierte minimale Spann-
baum wirklich ein kompakter additiver Baum f•ur D ist. Zum einensetzenwir den
konstruierten Abstand dT f•ur den konstruierten minimalen Spannbaum. Der nach-
folgendeTest •uberpr•uft, ob dieserAbstand dT mit der vorgegebenenDistanzmatrix
 •ubereinstimmt.

Wir m•ussenuns jetzt nur noch die Laufzeit •uberlegen.Die while-Schleife wird genau
n = jV j Mal durchlaufen. Danach ist V 0 = V. Die Minimumsbestimmung l•asst
sich sicherlich in Zeit O(n2) erledigen,da maximal n2 Kanten zu durchsuchen sind.
Daraus folgt eineLaufzeit von O(n3).
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Modified Prim
f

E 0 := ; ;
V 0 := f vg f•ur ein beliebigesv 2 V;
/* (V 0; E 0) wird am Ende der minimale Spannbaum sein*/

while (V 0 6= V)
f

Seie = (x; y), so dass (x; y) = min f  (v; w) : v 2 V 0^ w 2 V n V 0g;
/* oBdA sei x 2 V 0 */
E 0 := E 0[ f eg;
V 0 := V 0[ f xg;
for all (v 2 V 0);
f

dT (v; y) := dT (v; x) +  (x; y);
if (dT (v; y) 6=  (v; y)) reject ;

g
g
return (V 0; E 0);

g

Abbildung 2.51:Algorithmus: Konstruktion eineskompakten additiven Baumes

Implementiert man Prims-Algorithmus ein wenig geschickter, z.B. mit Hilfe von
Priorit y-Queues,sol•asstsich dieLaufzeit auf O(n2) senken.F•ur die Details verweisen
wir auch hier auf die einschl•agigeLiteratur. Auch die blaue Schleife kann insgesamt
in Zeit O(n2) implementiert werden,da jedefor-Schleifemaximal n-mal durchlaufen
wird und die for-Schleife selbstmaximal n-mal ausgef•uhrt wird.

Theorem 2.48 Sei D eine n � n-Distanzmatrix. Dann l•asst sich in Zeit O(n2)
entscheiden,ob ein kompakter additiver Baum f•ur D existiert. Falls dieserexistiert,
kann dieserebenfalls in Zeit O(n2) konstruiert werden.

24. Juni

2.5 Exkurs: Priorit y Queues & Fibonacci-Heaps

In diesemAbschnitt gehenwir in einen kurzen Exkurs auf eine Realisierungvon
Priorit y Queuesmittels Fibonacci-Heapsein.
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2.5.1 Priorit y Queues

Ein Priority Queueist eineDatenstruktur auf einer total geordnetenMengemit den
folgendenOperationen:

empt y() erzeugteine leerePriorit y Queue.

insert(elt, key) f•ugt ein Element elt in die Priorit y Queuemit dem Schl•usselkey
ein.

in t size() gibt die Anzahl Elemente in der Priorit y Queuezur•uck.

elt delete min() liefert ein Element mit dem kleinsten Schl•ussel,das in der Prio-
rit y Queueenthalten ist, und entfernt diesesausder Priorit y Queue.

decrease key(elt,k ey) erniedrigt den Schl•usseldes Elements elt in der Priorit y
Queueauf den Wert key, sofernder gespeicherte Schl•usselgr•o�er war.

delete(k ey) l•oscht dasElement elt ausder Priorit y Queue.

Meist wird die Operation delete nicht explizit gefordert und auch nicht ben•otigt.
Wir werdensie im Folgendendaher auch au�er Acht lasen.

2.5.2 Realisierung mit Fibonacci-Heaps

Ein Heap ist ein Baum, in dem in den Knoten Elemente mit Schl•usselgespeichert
sind, wobei auf den Schl•usselneine totale Ordnung gegeben ist. Dabei muss ein
Heap die Heap-Bedingung erf•ullen, die besagt,dassf•ur jeden Knoten des Baumes
mit Ausnahmender Wurzel gilt, dassder Schl•usseldesElements im Elter-Knoten
kleiner gleich demSchl•usseldesbetrachteten Knotensseinmuss.Ein Fibonacci-Heap
ist ein Wald, derenB•aumeHeapssind.

0

1 3

MIN 2

6 5 8

9

7
zyklisch doppelt
verkettete Liste

Abbildung 2.52:Beispiel:Fibonacci-Heap
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De�nition 2.49 Der Rang eines Knoten in einem Fibonacci-Heap ist die Anzahl
seiner Kinder.

2.5.3 Implementierung

F•ur die Implementierung von Fibonacci-Heapsvereinbaren wir dasFolgende:

� Die Wurzeln der HeapseinesFibonacci-Heapswerden in einer doppelt ver-
ketteten zyklischen Liste gehalten. Diese Liste wird im Folgendenauch als
Wurzelliste bezeichnet.

� Ebensowerdendie Kinder einesKnotens in einerdoppelt verketten zyklischen
Liste gehalten.

� Die Wurzel einesHeapsmit dem Element mit einemkleinsten Schl•usselwird
mit dem sogenannten Min-Zeiger memoriert.

� JederKnoten mit Ausnahmeder Wurzeln von Heapshaben einenVerweisauf
ihren Elter.

� JederKnoten besitzt eineVerweisauf einesseinerKinder (nicht auf alle, denn
die sind ja dann •uber die doppelt verkettete zyklische Kette der Geschwister-
Knoten zug•anglich).

� Die Knoten einesFibonacci-Heapsk•onnenmarkiert sein (die Wurzeln werden
dabei niemalsmarkiert sein).

Nun gebenwir eineRealisierungeinerPriorit y Queuebasierendauf einemFibonacci-
Heapan.

size Die Anzahl der Elemente der Priorit y Queuewird in einer Variablen gespei-
chert. Diesewird zu Beginnmit 0 initialisiert und wird bei insert's um 1 erh•oht
und bei delete min's um 1 erniedrigt.

insert F•uge ein neuesElement als einelementigen Baum in die Wurzelliste ein.
Aktualisiere dann den Min-Pointer.

empt y Gib eine leereWurzelliste zur•uck.

decrease key Die Realisierungerfolgt wie folgt:

� H•angedenTeilbaumgewurzeltam gegebenenElement ab und f•ugediesen
Teilbaum in die Wurzelliste ein.
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132 Kapitel 2. Phylogenetische B•aume

MIN MIN

x x

Abbildung 2.53:Skizze:Operation decreasekey

� Erniedrige den Wert in der Wurzel diesesTeilbaumes,dabei bleibt die
Heap-Bedingungo�ensichtlich erf•ullt.

� Aktualisiere den Min-Pointer.

� Markiere denElter desabgeh•angtenElements (au�er eswar eineWurzel)

� War dieserKnoten bereitsmarkiert, sowiederholeVerfahrendesAbh•an-
gensmit diesemKnoten.
Dieskann ein mehrfachesAbh•angenvon Teilb•aumenzur Folgehabenund
wird als kaskadenartigerSchnitt bezeichnet.

decreasekey

Abbildung 2.54:Skizze:kaskadenartigerSchnitt bei einer decreasekey-Operation

delete min Die Realisierungerfolgt wie folgt:

� Gib das Element, auf das der Min-Pointer zeigt, aus und l•osche es aus
dem Heap.

� F•uge die doppelt verkettet Liste der Kinder des gel•oschten Knotens in
die Wurzelliste ein.

� Aufr •aumen der Wurzelliste: VerschmelzeB•aume, deren Wurzel gleichen
Rangbesitzen.Beim Verschmelzenist dabei zu beachten, dassdie Wurzel
mit dem kleineren Schl•usselzum Elter der Wurzel desanderenBaumes
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MIN

Abbildung 2.55:Skizze:Operation delete min

gemacht wird. Somit bleibt die Heap-Bedingungf•ur denneuentstandenen
Baum erhalten.

�

Rang 0 Rang 1 Rang 2
: : : : : : : : :

Rang k

Abbildung 2.56:Skizze:Aufr •aumender Wurzelliste

Die Aufr •aumaktion selbstwird mit Hilfe einesFeldesder Gr•o�e O(log(n))
gef•uhrt, das in jedem Eintrag einen Heap aufnehmenkann. Die Heaps
werden der Reihe nach in das Feld eingebracht, wobei ein Heap, deren
Wurzel Rangk hat, in denIndex k desFeldesgeschriebenwird. Ist bereits
ein Heapin einemIndex, sowerdendiesebeidenHeapsgem•a� der Heap-
Bedingungverschmolzen.Dann wird wiederversucht den neuenHeapim
Feld an der richtigen Indexposition abzuspeichern.

Zum Schluss wird das Feld geleertund gleichzeitig sukzessive eine neue
Wurzelliste aufgebaut.

� Bestimmebeim sukzessiven Aufbau der neuenWurzelliste nebenbei den
neuenMin-Zeiger.

2.5.4 Worst-Case Analyse

Zun•achst einmal wollen wir die worst-caseKosten der einzelnenPriorit y Queue
Operationenabsch•atzen.
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Lemma 2.50 Seiv ein Knoten desFibonacci-Heapsund seienv1; : : : ; vk seineKin-
der in der Reihenfolge,wie sie Kinder von v wurden. Dann ist der Rang von vi

mindestensi � 2.

Bew eis: (durc h Induktion)

Induktionsanfang ( i � 2): Es ist nichts zu zeigen

Induktionssc hritt ( ! i ): Betrachte den Zeitpunkt als vi ein Kind von v wurde.
Dann hatte v bereits die Kinder v1; : : : ; vi � 1 (eventuell auch mehr). Somit war der
Rangvon v zu diesemZeitpunkt mindestensi � 1. Da vi ein Kind von v wurde,muss-
ten beideKnoten denselben Ranggehabthaben. Somit musstezu diesemZeitpunkt
der Rang von vi ebenfallsmindestensi � 1 gewesensein,

Wie viele Kinder kann vi seitdemverlorenhaben?Maximal eines,da vi nach einem
decreasekey auf einemKind von vi markiert wird. Jedesweiteredecreasekey h•atte
vi von seinemElter v getrennt, was ja nach Voraussetzungnicht seinkann.

Somit ist der Rang von vi mindestens(i � 1) � 1 = i � 2.

29. JuniF•ur die weitere Analyse m•ussenwir zun•achst die Fibonacci-Zahlende�nieren.

De�nition 2.51 Die Fibonacci-Zahlensind wie folgt de�niert: f 0 = 0, f 1 = 1 und
f n+2 = f n+1 + f n f•ur n � 2.

F•ur die folgendeAnalyse ben•otigen wir noch die folgendenbemerkenswerte Eigen-
schaft der Fibonacci-Zahlen.

Lemma 2.52 Es gilt f•ur alle k 2 N:

f k+2 = 1 +
kX

i =1

f i :

Bew eis: •Ubungsaufgabe.

Mit Hilfe dieserEigenschaft der Fibonacci-Zahlenund dem vorhergehendenLemma
•uber Fibonacci-Heapsk•onnen wir die folgende Eigenschaft von Fibonacci-Heaps
beweisen,die ihnen ihren Namengegeben haben.

Lemma 2.53 Sei v ein Knoten eines Fibonacci-Heaps mit Rang k, dann ist die
Gr•o�e desan v gewurzeltenTeilbaumesmindestensf k+2 .
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Bew eis: (durc h Induktion)

Induktionsanfang (k 2 f 0; 1g):

� Ist der Rang= 0, dann ist die Gr•o�e deszugeh•origenTeilbaumesgenau1 = f 2.

� Ist der Rang = 1, dann ist die Gr•o�e deszugeh•origen Teilbaumesmindestens
2 = f 3.

Induktionssc hritt ( ! k ): Sei v ein Knoten mit Rang k. Nach Lemma 2.50 hat
das i -te Kind Rang mindestensi � 2. Nach Induktionsvoraussetzungist die Gr•o�e
des Teilbaumesvon i -ten Kind mindestensf (i � 2)+2 = f i . Somit gilt f•ur die Gr•o�e
desTeilbaumesvon v:

jT(v)j � 1|{z}
Wurzel

+
kX

i =2

f i

| {z }
2:;::: ;k : Kind

+ 1|{z}
1:Kind

= 1 +
kX

i =1

f i = f k+2

Daraus folgt f•ur die Analyse: f (n) = �( ' n ) mit ' = 1+
p

5
2 . Damit ist der Rang der

Knoten durch O(log(n)) beschr•ankt.

Operation Aufwand (worst-case)
empty O(1)
size O(1)
insert O(1)
decreasekey O(#cuts) = O(n)
delete min O(#heaps) = O(n)

Abbildung 2.57:Tabelle: Worst-CaseLaufzeiten der Priorit y-QueueOperationen

2.5.5 Amortisierte Kosten bei Fibonacci-Heaps

Die worst-caseKosten sind also sehr teuer. Man •uberlegt sich jedoch leicht, dass
teure Operationen(wie delete min's mit gro�en kaskadenartigenSchnitten) nicht zu
oft hintereinandervorkommenk•onnen.Daheranalysierenwir noch die amortisierten
Kosten der Priorit y QueueOperationen.Dies sind die Kosten im Mittel, wenn wir
den gesamten Lebenszykluseiner Priorit y Queuebetrachten.
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Ziel: Wir versuchen mit Hilfe einesSparkontos die Kosten abzusch•atzen. Wir wer-
denbei billigen Operationenschon etwasvorwegsparen,um sp•ater teure Ope-
rationen vom Sparkonto bezahlenzu k•onnen.

Als amortisierte Kosten bezeichnenwir dabei die Kosten, die f•ur jedenSchritt
bezahlt werden.Das sind zum einendie Kosten, die wir direkt aus der Geld-
b•orsebezahlen,und das, was wir auf das Sparkonto einzahlen.Das Abheben
vom Sparkonto betrachten wir nicht, da wir dieseKosten bereitsbeim Einzah-
len ber•ucksichtigt haben.

Im Folgendenbeschreibenwir, bei welchenOperationenwir wieviel sparenund
versuchen eine intuitiv e Beschreibung zu geben, warum.

insert: 1 Kosteneinheitauf Sparkonto.

Wir sparenschon einmaleineKosteneinheitf•ur dasAufr •aumender Wurzelliste
f•ur den Fall, dassder eingef•ugte Knoten einmal in der Wurzelliste steht und
bei einer Aufr •aumaktion beteiligt ist.

decrease key: 3 Kosteneinheitenauf Sparkonto.

Wir spareneineKosteneinheitf•ur dasAufr •aumender Wurzellisteund zwar f•ur
die WurzeldesTeilbaumes,denwir in die Wurzellisteeinf•ugen.Dar•uber hinaus
spartenwir zwei kosteneinheitenf•ur den markierten Knoten, damit wir sp•ater
zum einendie Kosten f•ur den Schnitt zum Elter als Teil eineskaskadenartigen
Schnittes bezahlenk•onne,wennder Knoten ein zweitesKind verliert. Dar•uber
hinaus sparenwir eine weitere Einheit, da ja dann der markierte Knoten in
die Wurzelliste eingef•ugt wird und wir somit auch f•ur ein sp•ateresAufr •aume
noch genug auf dem Sparkonto haben.

decreasekey

Teilbaum in Wurzelliste

decreasekey teuer,
weil schon markiert.

Abbildung 2.58:Skizze:Vorsorge-Kostenbei decreasekey

delete min() m Kosteneinheitenauf Sparkonto, wobei m die Anzahl der Heapsin
der neu konstruierten Wurzelliste ist (dabei gilt m = O(log(n))).

Wir sparenalsof•ur jedenneukonstruierten Heapder neuenWurzelliste jeweils
eineKosteneinehit, um f•ur zuk•unftige Aufr •aumarbeiten gewappnet zu sein.
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Zusammenfassenk•onnenwir sagen,dasszu jedemZeitpunkt Folgendesgilt:

F•ur jeden Knoten in der Wurzelliste haben wir eine Einheit auf dem
Sparkonto und f•ur jeden markierten Knoten haben wir zwei Einheiten
auf dem Sparkonto.

Kostenanalyse: Wir untersuchen jetzt die anfallendenamortisierten Kosten f•ur
die einzelnenOperationen (au�er f•ur size und empty, da diesetrivialerweise
konstante Kosten haben).

insert: F•ur die insert-Operation gilt:
Einf•ugenin die Wurzelliste und Aktualisieren MIN-Pointer O(1)
Einzahlung aufs Sparkonto O(1)
amortisierte Kosten O(1)

decrease key: f•ur die decreasekey Operation gilt:

Umh•angenin Wurzelliste

decreasekey

echte Kosten = proportional zur # der Schnitte
ein Schnitt = konstante Zeit

Abbildung 2.59:Skizze:Kosten f•ur decreasekey

Erster Schnitt O(1)
kaskadenartigerSchnitt (durch Abheben vom Sparkonto) 0
Einzahlung aufs Sparkonto O(3)
amortisierte Kosten O(1)

delete min: Verschmelzenvon B•aumenmit gleichem Rang
BezahleVerschmelzenvom Sparkonto (vom neuenKind der Wurzel).
Die Kosten f•ur das Aufr •aumenm•ussendirekt aus der Geldb•orsebezahlt
werden.
verschmelzender Heaps(durch Abheben vom Sparkonto) 0
Konstruktion der neuenWurzelliste) O(log(n))
Einzahlung auf dasSparkonto O(log(n))
amortisierte Kosten O(log(n))
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Heap-Bedingung

Rang 0 Rang 1 Rang 2 Rang 3
: : : : : : : : :

Rang k

Abbildung 2.60:Skizze:Kosten f•ur dasAufr •aumender Wurzelliste

Damit erhalten wir die in Tabelle 2.61 angegebenen amortisierten Laufzeiten f•ur
die einzelnenOperationeneinerPriorit y Queue,die mit Hilfe einesFibonacci-Heaps
implementiert wurden.

Operation Aufwand (amortisiert)
empty O(1)
size O(1)
insert O(1)
decreasekey O(1)
delete min O(log(n))

Abbildung 2.61:Tabelle: Amortisierte Laufzeiten der Priorit y-QueueOperationen

Zusammenfassendk•onnenwir den folgendenSatz •uber die Laufzeit einer Folgevon
Operationeneiner Priorit y Queuebasierendauf einemFibonacci-Heapangeben.

Theorem 2.54 Beginnendmit einem leeren Fibonacci-Heap kann eine Folgevon `
Operationen (insert, decrease key, deletemin, size) in Zeit O(` + k � log(m)) ausge-
f•uhrt werden, wobei m die maximale Anzahl von Elementenim Fibonacci-Heap ist
und k � ` die Anzahl der deletemin-Operationen.

Die erweiterte Version des Prim-Algorithm us basierendauf Priorit y-Queuesist in
Abbildung 2.62auf Seite139 angegeben. Dabei ist der blaue teil wiederum nur die
Erweiterungzur Erkennungkompakt additiver Matrizen bzw.zur Konstruktion eines
kompakt additiven Baumes,der ja dann dem minimalen Spannbaum entspricht.

Laufzeit PQ-Prim: Zur Analyse des Algorithmus von Prim basierendauf Prio-
rit y Queuesstellen wir zun•achst f•ur die Anzahl der Aufrufe von Priorit y Queue
Operationenfest:

� Anzahl insert's: = n � 1 � n
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PQ-Prim (set V , int  [][])
f

set E 0 = ; ;
set V 0 = f vg; // (for somev 2 V)
node pred[V ];
real dT [V ][V ]
PQ q = new PQ:empty();

for all (w 2 V n f vg)
f

q:insert(w;  (v; w));
pred[w] = v;

g

while (V 0 6= V)
f

y := q:delete min();
x = pred[y];
E 0 = E 0[ f x; yg;
V 0 = V 0[ f yg;

for all (v 2 V 0n f yg)
f

dT (v; y) = dT (v; x) +  (x; y);
if (dT (v; y) 6=  (v; y)) reject ;

g

for all (w 2 V n V 0)
if ( (y; w) < q:key(w))
f

q:decreasekey(w;  (y; w));
pred[w] = y;g

g
g

g

Abbildung 2.62: Algorithmus: Algorithmus von Prim mit Priorit y Queuesund der
Erweiterung zur Erkennung kompakt additiver Matrizen
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� Anzahl delete min's: = n � 1 � n

� Anzahl decreasekey's: � n2

Somit ist die Laufzeit O(n2 + 2n + n log(n)) = O(n2). (Die Eingabegr•o�e ist ja schon
n2, somit ist die Laufzeit eigentlich linear). Wir rezitieren hier der Vollst•andigkeit
halber noch einmal dasGesamtergebnis.

Theorem 2.55 Sei D eine n � n-Distanzmatrix. Dann l•asst sich in Zeit O(n2)
entscheiden,ob ein kompakter additiver Baum f•ur D existiert. Falls dieserexistiert,
kann dieserebenfalls in Zeit O(n2) konstruiert werden.

2.6 Sandwich Probleme

Hauptproblem bei denbishervorgestelltenVerfahrenwar, dasswir dazudie Distan-
zen genauwissenmussten,da beispielsweiseeine leicht modi�zierte ultrametrische
Matrix in der Regelnicht mehr ultrametrisch ist. Aus diesemGrund werdenwir in
diesemAbschnitt einigeProblemestellungenvorstellen und l•osen,die Fehler in den
Eingabedatenmodellieren.

2.6.1 Fehlertolerante Mo dellierungen

Bevor wir zur Problemformulierung kommen,ben•otigen wir noch einigeNotationen,
wie wir Matrizen zwischen zwei anderenMatrizen einschachteln k•onnen.

Notation 2.56 Seien M und M 0 zwei n � n-Matrizen, dann gilt M � M 0, wenn
M i;j � M 0

i;j f•ur alle i; j 2 [1 : n] gilt. F•ur drei Matrizen M , M 0 und M 00 gilt
M 2 [M 0; M 00], wenn M 0 � M � M 00gilt.

Nun k•onnenwir die zu untersuchendenSandwich-Problemeangeben.

Additives Sandwich Pr oblem

Eingab e: Zwei n � n-Distanzmatrizen D ` und Dh.
Gesucht: Eine additive Distanzmatrix D 2 [D ` ; Dh], soferneineexistiert.
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Ul trametrisches Sandwich Pr oblem

Eingab e: Zwei n � n-Distanzmatrizen D ` und Dh.
Gesucht: Eine ultrametrische Distanzmatrix D 2 [D ` ; Dh], soferneineexistiert.

Im Folgendenbezeichnet jjM jj eine Norm einer Matrix. Hierbei wird dieseNorm
jedoch nicht eine Abbildungsnorm der durch M induzierten Abbildung sein, son-
dern wir werden Normen verwenden, die eine n � n-Matrix als einen Vektor mit
n2 Eintr •ageninterpretieren. Beispielsweisek•onnen wir die so genannten p-Normen
verwenden:

jjD jjp =

 
nX

i =1

nX

j =1

jM i;j jp
! 1=p

;

jjD jj1 = maxf jM i;j j : i; j 2 [1 : n]g :

Damit k•onnenwir die folgendenApproximationsproblemede�nieren.

Additives Appr oximationspr oblem

Eingab e: Eine n � n-Distanzmatrix D.
Gesucht: Eine additive Distanzmatrix D 0, die jjD � D 0jj minimiert.

Ul trametrisches Appr oximationspr oblem

Eingab e: Eine n � n-Distanzmatrix D.
Gesucht: Eine ultrametrische Distanzmatrix D 0, die jjD � D 0jj minimiert.

F•ur die weiteren Untersuchungenben•otigen wir noch einigeNotationen.

Notation 2.57 Sei M eine n � n-Matrix, dann ist MAX( M ) der maximaleEintr ag
von M , d.h. MAX (M ) = maxf M i;j : i; j 2 [1 : n]g.

Sei T ein additiver Baum mit n markierten Knoten (mit Markierungen aus [1 : n])
und dT (i; j ), der durch denadditiven Baum induzierte AbstandzwischendenKnoten
mit Markierung i und j , dann ist MAX (T) = maxf dT (i; j ) : i; j 2 [1 : n]g.

Sei M eine n � n-Matrix und T ein additiver Baum mit n markierten Knoten, dann
schreiben wir T � M bzw. T � M , wenn dT (i; j ) � M i;j bzw. dT (i; j ) � M i;j f•ur
alle i; j 2 [1 : n] gilt.

F•ur zweiMatrizen M und M 0 sowieeinen additiven Baum T gilt T 2 [M ; M 0], wenn
M � T � M 0 gilt.
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Wir wollen noch einmal kurz daran erinnern, wie man aus einem ultrametrischen
Baum T = (V; E; � ) mit der Knotenmarkierung � : V ! R+ einenadditiven Baum
T = (V; E;  ) mit der Kantengewichtsfunktion  : E ! R+ erh•alt, indem man  wie
folgt de�niert:

8(v; w) 2 E :  (v; w) :=
� (v) � � (w)

2
> 0:

Somit k•onnenwir ultrametrische B•aumeimmer auch als additive B•aumeau�assen.

2.6.2 Minimale Spannb•aume und ultrametrische Sandwiches

In diesemAbschnitt wollenwir zeigen,wie man wir mit Hilfe einesminimalenSpann-
baumesdasultrametrischen Sandwich-Problem e�zien t l•osenkann.

De�nition 2.58 Sei Dh eine obere Schrankenmatrix. Ein ultrametrischer Baum
T � Dh hei�t h•ochster ultrametrischerBaum f•ur Dh, wenn f•ur alle ultrametrischen
B•aumeT0 mit T0 � Dh gilt, dassT0 � T.

F•ur den folgendenBeweis ist die folgendeCharakterisierungeiner ultrametrischen
Matrix hilfreich.

Lemma 2.59 Eine n � n-Distanzmatrix D ist genaudann ultrametrisch, wenn es
in jedem Kreis in G(D) mindestenszwei Kanten maximalenGewichtesgibt.

Bew eis: •Ubungsaufgabe.

1. Juli
Wir geben in Abbildung 2.63 einen Algorithmus zur Konstruktion einesh•ochsten
ultrametrischen Baumesf•ur einegegebeneobereSchrankenmatrix Dh an.

In Abbildung 2.64 ist die rekursive Konstruktion desultrametrischen Baumesaus
T1 und T2 noch einmal illustriert.

F•ur die Rekursionerw•ahnenwir hier noch daswichtige Resultat, daswir im Folgen-
den stillschweigendverwendenwerden.

Lemma 2.60 Sei G = (V; E;  ) ein gewichteterungerichteter Graph und T ein
minimaler Spannbaum f•ur G. Sei V 0 � V und G0 = G[V 0] der durch V 0 induzierte
Teilgraph von G. Wenn T[V 0] zusammenh•angendist, dann ist auchT[V 0] ein mini-
maler Spannbaum f•ur G0.
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1. Erzeugeeinenminimalen Spannbaum S f•ur G(Dh).

2. Sortiere die Kanten in E(S) absteigendnach ihrem Gewicht.

3. Konstruiere rekursiv ausS einenultrametrischen Baum T wie folgt:

a) Ist jV(S)j = 1, dann konstruiereeinenBaum mit genaueinemKnoten, der
mit dem Label s 2 V(S) markiert ist.

b) Sonst entferne die Kante e = f a;bg mit h•ochstem Gewicht aus S und
bestimme (beispielsweise mit Hilfe einer Tiefensuche) die beiden Zusam-
menhangskomponenten in (V(S); E(S) n f eg); dieseseienS1 und S2.

c) Konstruiere rekursiv ultrametrische Teilb•aume Ti f•ur V(Si ) mit Hilfe von
Si f•ur i 2 [1 : 2].

d) Konstruiere T, indem an eine neue Wurzel r die beiden Wurzeln von T1

und T2 als Kinder angeh•angt werden. Das Gewicht der Kante zur Wurzel
des Baumes Ti ist dabei 1

2Dh(a;b) � h(Ti ), wobei h(Ti ) die Summe der
Kantengewichte auf einemeinfachen Pfad von der Wurzel von Ti zu einem
beliebigenBlatt von Ti ist.

Abbildung 2.63:Algorithmus: Konstruktion einesh•ochstenultrametrischen Baumes

1
2Dh(a;b) � h(T1) 1

2Dh(a;b) � h(T2)

T1 T2

r

Abbildung 2.64:Skizze:Rekursive Konstruktion einesultrametrischen Baumesmit
Hilfe eineminimalen Spannbaumes

Bew eis: •Ubungsaufgabe.

Nun k•onnen wir uns an den Korrektheitsbeweis des Algorithmus heranwagen,der
in folgendemSatz formalisiert ist.

Theorem 2.61 F•ur eine gegebene n � n-Distanzmatrix D konstruiert der angege-
beneAlgorithmus in Zeit O(n2) einen h•ochstenultrametrischenBaum T f•ur D.

Version0.32 Fassungvom 5. Januar 2005



144 Kapitel 2. Phylogenetische B•aume

Bew eis: Wir beweisenzun•achst die Aussage•uber die Laufzeit des Algorithmus.
Schritt 1 ben•otigt mit dem Algorithmus von Prim basierendauf Priorit y Queues
realisiert mit Fibonacci-HeapsZeit O(n2). Das Sortieren der Kantengewichte des
minimalen Spannbaumsin Schritt 2 l•asstsich in Zeit O(n log(n)) realisieren,da ein
Spannbaum auf n Knoten genaun � 1 Kanten besitzt. In Schritt 3 l•asst sich jeder
rekursive Aufruf in Zeit O(n) mit Hilfe einer Tiefensuche durchf•uhren. Da maximal
n � 1 rekursive Aufrufe n•otig sind, ben•otigt Schritt 3 als insgesamt auch Zeit O(n2).

Als erstes beweisen wir, dass der Algorithmus •uberhaupt einen ultrametrischen
Baum konstruiert. Dazu bemerken wir, dassdie entsprechendeMarkierung an der
Wurzel desrekursiv konstruierten ultrametrischen BaumesgeradeD(a;b) ist, wobei
f a;bg die entfernte Kante aus dem minimalen Spannbaum ist. Da wir die Kanten
absteigendnach Gewicht entfernen, konstruieren wir somit einen (nicht notwendi-
gerweisestrengen)ultrametrischen Baum.

Als n•achstesbeweisenwir, dassder konstruierte ultrametrischenBaum T die Bedin-
gung T � D erf•ullt. Wir betrachten dazu zwei beliebigeBl•atter x und y in T. Sei
z = lca(x; y) der niedrigste gemeinsameVorfahre von x und y in T. Dies ist in
Abbildung 2.65schematisch dargestellt.

ex ey

T1 T2

z

x0 y0

x y

Abbildung 2.65:Skizze:Abstand zwischen x und y in T

Im Folgendenbezeichne dT (x; y) den Abstand zwischen zwei Knoten x und y im
additiven Baum T, das ist die Summe der Kantengewichte der Kanten auf dem
einfachen Pfad, der x und y in T verbindet. Seie die Kante, die ausdem minimalen
Spannbaum entfernt wird, um die Kantengewichte von ex und ey zu bestimmen,d.h.
 (ex ) = 1

2D(e) � h(T1) und  (ey) = 1
2D(e) � h(T2), wobei D(e) := D(a;b) f•ur eine

Kante e = f a;bg ist. Dann gilt:

dT (x; y) = dT1 (x; x0) +  (ex ) +  (ey) + dT2 (y
0; y)

= h(T1) +
1
2

D(e) � h(T1) +
1
2

D(e) � h(T2) + h(T2)

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik I I I SS2004



2.6. Sandwich Probleme 145

= D(e)

� D(x; y)

Die letzte Ungleichung l•asst sich wie folgt begr•unden. In einem minimalen Spann-
baum T muss der Abstand von zwei nicht in T benachbarten Knoten x und y
mindestenssogro� seinmuss,wie dasGewicht jeder Kante deseinfachenPfadesder
x und y in T verbindet.

Somit wird alsoein ultrametrischer Baum konstruiert, der die obereSchrankenma-
trix D einh•alt.

Wir m•ussenalso nur noch zeigen,dassein h•ochster ultrametrischer Baum T mit
T � D konstruiert wird. Seienwieder x und y beliebigeBl•atter desBaumesT und
z = lca(x; y) der niedrigstegemeinsameVorfahrevon x und y in T. Seie = f a;bg die
Kante, die aus dem minimalen Spannbaum entfernt wird, um die Kantengewichte
von ex und ey zu bestimmen,d.h.  (ex ) = 1

2D(e) � h(T1) und  (ey) = 1
2D(e) � h(T2).

Es gilt dann also, wie eben gezeigt, dT (x; y) = D(a;b). Betrachte im minimalen
Spannbaum S den einfachen Pfad p von x nach y, in dem nach Annahmedie Kante
e enthalten seinmuss.

Nach Konstruktion desAlgorithmus, wird auf diesemPfad die Kante f a;bg als erste
entfernt, alsomussD(r; s) � D(a;b) f•ur alle Kanten f r; sg im Pfad p gelten.

Sei jetzt U ein beliebigerultrametrischen Baum mit U � D. Nach Lemma2.59gilt,
dassauf dem Kreis, der aus p und der Kante f x; yg besteht, die Kante maximalen
Gewichtes mit den Kantengewichten, die mit dU induziert werden, nicht eindeutig
ist. Also gilt:

dU (x; y) � max
f r ;sg2p

f dU (r; s)g

da nach Annahme U � D

� max
f r ;sg2p

f D(r; s)g

da D(a;b) auf p maximalesGewicht hat

� D(a;b)

wie wir vorhin gezeigthaben

= dT (x; y)

Damit gilt alsoU � T und der Satz ist bewiesen.

Theorem 2.62 Sei Dh eine n � n-Distanzmatrix, dann l•asstsich der h•ochsteultra-
metrischeBaum f•ur Dh in Zeit O(n2) konstruieren.
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Man •uberlegesich, dasseszu jeder Distanzmatrix D mindestenseinenultrametri-
schen Baum T mit T � D gibt.

Korollar 2.63 SeienD ` � Dh zwein � n-Distanzmatrizen, dann l•asstsich in Zeit
O(n2) entscheiden,ob es einen ultrametrischenBaum T 2 [D ` : Dh] gibt. Falls es
einen solchengibt, so kann dieserebenfalls in Zeit O(n2) konstruiert werden.

Bew eis: Zuerst konstruieren wir einen h•ochsten ultrametrischen Baum T f•ur Dh.
Nach demvorhergehendenSatzkann diesin Zeit O(n2) geschehen.Dann •uberpr•ufen
wir, ob T � D ` gilt. Falls ja, dann ist T der gesuchte ultrametrische Baum. Falls
nicht, dann kann eskeinenultrametrischen Baum f•ur dasultrametrische Sandwich-
Problem geben. Angenommenes g•abe einen ultrametrischen Baum U 2 [D ` ; Dh].
Da T ein h•ochster ultrametrischer Baum f•ur Dh ist, gilt alsoD ` � U � T � Dh und
somit T 2 [D ` ; Dh]. Dies ist der gew•unschte Widerspruch.

2.6.3 Asymmetrie zwischen oberer und unterer Schranke

In diesemAbschnitt wollenwir noch kurz daraufeingehen,dassmannicht sinnvoller-
weiseanalogzu h•ochsten ultrametrischen B•aumen,die eineobereSchrankenmatrix
erf•ullen, auch niedrigste ultrametrische B•aume, die eine untere Schrankenmatrix
erf•ullen, de�nieren kann.

De�nition 2.64 Sei D ` eine untere Schrankenmatrix. Ein ultrametrischer Baum
T � D ` hei�t niedrigsterultrametrischerBaum f•ur D ` , wennf•ur alle ultrametrischen
B•aumeT0 mit T0 � D ` gilt, dassT0 � T.

Wir werdenjetzt zeigen,dasseseine(und damit auch unendlich viele) untereSchran-
kenmatrizengibt, die keinenniedrigstenultrametrischen Baum erlauben. Diessteht
v•ollig im Gegensatzzum ErgebnisdesvorherigenAbschnittes, dasseszu jeder obe-
ren Schrankenmatrix einenh•ochsten ultrametrischen Baum gibt.

L a b c
a 0 x y
b 0 z
c 0

H1 a b c
a 0 x x
b 0 z
c 0

H2 a b c
a 0 x y
b 0 x
c 0

Abbildung 2.66:Beispiel:Distanzmatrizenzum Beweisder Nichtexistenzniedrigster
ultrametrischer B•aume(x > y > 0 und x > z > 0)
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Dazu sind in Abbilddung 2.66drei 3 � 3-Distanzmatrizende�niert. Hier gilt sowohl
x > y > 0 als auch x > z > 0. Wie man sofort sieht, gilt L � H1 und L � H2. Des
Weiteren lassensich f•ur H1 und H2 sofort ultrametrische B•aumeangeben, d.h. H1

und H2 sind ultrametrische Matrizen.

WegenLemma2.59mussf•ur jedeultrametrischeMatrix U � L gelten,dassim Kreis
(a;b;c;a) das Maximum auf mindestenszwei verschiedenenKanten angenommen
wird. Da die Kante f a;bg das Gewicht  � x > maxf y; zg besitzt, muss in U
entweder U(a;c) =  � x oder U(b;c) =  � x gelten. Die kleinsten solchen
Matrizen mit U � L sind dann aber geradeH1 und H2. Da aber o�ensichtlich weder
H1 � H2 noch H1 � H2 gilt, kann eskeine niedrigsteultrametrische Matrix U mit
U � L geben.

2.6.4 Ultrametrisches Approximationsproblem

Wir wollen nun noch dasultrametrischeApproximationsproblemf•ur die Maximums-
norm l•osen.Zun•achst einmal zeigenwir das folgendeResultat.

Lemma 2.65 Sei G = (V; E;  ) ein gewichteter ungerichteter Graph. T ist
genaudann ein minimaler Spannbaum G, wenn T ein minimaler Spannbaum von
G0 = (V; E;  + c) f•ur ein c 2 R+ ist, wobei  + c : E ! R+ : e 7!  (e) + c ist.

Bew eis: •Ubungsaufgabe.

De�nieren wir nun noch f•ur die folgenden•Uberlegungendie sogenannte Translation
einer Distanzmatrix.

De�nition 2.66 Sei D eine n � n-Distanzmatrix und sei c > � MIN (D) , wobei
MIN (D) := min f D(i; j ) : i 6= j 2 [1 : n]g, dann ist die Translation einer Distanz-
matrix um c wie folgt de�niert:

D (c) (i; j ) =
�

D(i; j ) falls i = j;
D(i; j ) + c falls i 6= j:

Man m•ogesich •uberlegen,dassnach der obigenDe�nitionen jede Translation einer
Distanzmatrix wieder eineDistanzmatrix liefert.

Wir zeigennun, dasssich durch eine Translation die zugeh•origen ultrametrischen
B•aumekaum •andern.
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Lemma 2.67 Sei D eine eine Distanzmatrix und c 2 R+ Der h•ochsteultrametri-
scheBaum f•ur D c l•asstsich aus D konstruieren, indem die Kantengewichtezu den
zu den Bl•attern inzidenten Kanten um c=2 erh•oht werden.

Bew eis: Nach Lemma 2.65 ist die Struktur eines minimalen Spannbaumes f•ur
die verschobene Distanzmatrix unver•andert. Einzig und allein die Kantengewichte
•andern sich.

Im Schritt 3d) desAlgorithmus •andern sich nur die Kantengewichte zu neu hinzu-
konstruierten Wurzel. Diesewurde mittels  (ei ) := 1

2D(e) � h(Ti ) gesetzt.Da f•ur
jeden Baum T, der nur aus einem Blatt besteht, h(T) = 0 gilt, werde die zu den
Bl•attern inzidenten Kanten um denWert c=2 erh•oht. An denGewichten der inneren
Kanten •andert sich hingegennichts.

F•ur dasultrametrische Approximationsproblemin der Maximumsnormm•ussenwir
jetzt nur einetranslatierte Distanzmatrix D 0 �nden, sodassjjD � D 0jj1 = " minimal
wird. Das ist •aquivalent dazuein minimales" zu �nden, sodassD 0 2 [D � " : D + "]
gilt. Wir konstruierenalso weiterhin eineh•ochsten ultrametrischen Baum T f•ur D.
Dann bestimmenwir den maximalen Abstand von T und D und setzen

" :=
jjD � dT jj1

2
:

Dann ist der zu D (" ) geh•orige h•ochste ultrametrische Baum der gesuchte.

Theorem 2.68 Sei D eine n � n-Distanzmatrix, dann l•asst sich eine ultrametri-
scheMatrix D 0 mit minimalen Abstandzu D in der Maximumsnorm in Zeit O(n2)
konstruieren, d.h. eine ultrametrischeMatrix D, die jjD � D 0jj1 minimiert.

2.6.5 Komplexit •atsresultate

Fassenwir die positiven Ergebnissenoch einmal in der folgendenAbbildung 2.67
zusammenund erw•ahnen,dassdie nicht behandeltenProblemealle N P-Hart sind.

Problem ultrametrisch additiv

Sandwich O(n2) NPC
Approximation (jj � jj1 ) O(n2) NPC
Approximation (jj � jjp) NPC NPC

Abbildung 2.67: •Ubersicht: Komplexit•aten der Approximationsprobleme

6. Juli
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2.7 Alternative L•osung f•ur das Sandwich-Problem1

2.7.1 Eine einfache L•osung

In diesemAbschnitt wollenwir noch eineandereL•osungangeben,um dasultrametri-
sche Sandwich-Problem zu l•osen.Wir beginnenmit einer einfachen, nicht allzu e�-
zienten L•osung,um die Ideenhinter der L•osungzu erkennen.Im n•achstenAbschnitt
werdenwir dann einee�zien tere L•osungangeben, die von der Idee her im Wesent-
lichen gleich seinwird, aber dort nicht so leicht bzw. kaum zu erkennenseinwird.

Zuerst zeigenwir, dasswenneseinenultrametrischenBaum gibt, der der Sandwich-
Bedingung gen•ugt, es auch einen ultrametrischen Baum gibt, dessenWurzelmar-
kierung gleich dem maximalem Eintrag der Matrix D ` ist. Dies liefert einenersten
Ansatzpunkt f•ur einenrekursiven Algorithmus.

Lemma 2.69 SeienD ` und Dh zwein � n-Distanzmatrizen. Wenn ein ultrametri-
scherBaum T mit T 2 [D ` ; Dh] existiert, dann gibt eseinen ultrametrischenBaum
T0 mit T0 2 [D ` ; Dh] und MAX (T0) = MAX( D ` ).

Bew eis: Wir beweisendie Behauptung durch Widerspruch. Wir nehmenalso an,
dasseskeinenultrametrischen Baum T 0 2 [D ` ; Dh] mit MAX( T0) = MAX (D ` ) gibt.

Sei T0 2 [D ` ; Dh] ein ultrametrischer Baum, der s := MAX (T 0) � MAX (D `) mini-
miert. Nach Voraussetzunggibt esmindestenseinensolchenBaum und nach unserer
Annahme f•ur den Widerspruchsbeweis ist s > 0.

Wir konstruieren jetzt aus T0 einen neuen Baum T00, indem wir nur die Kanten-
gewichte der Kanten in T00•andern, die zur Wurzel von T0 bzw. T00 inzident sind.
Zuerst de�nieren wir � := 1

2 minf  (e); sg > 0. Wir bemerken, dassdann � �  (e)
2

und � � s
2 gilt.

Seialsoe ein Kante, die zur Wurzel von T 00inzident ist. Dann setzenwir

 00(e) =  0(e) � � :

Hierbei bezeichnet  0 bzw.  00die Kantengewichtsfunktion von T 0 bzw. T00. Zuerst
halten wir fest, dassdie Kantengewichte der Kanten, die zur Wurzel inzident sind,

1DieserAbschnitt wurde nicht in der Vorlesungbehandelt und ist nur der Vollst•andigkeit halber
aufgenommenworden.
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weiterhin positiv sind, da

 (e) � � �  (e) �
 (e)

2
=

 (e)
2

> 0:

Da wir Kantengewichte nur reduzieren,gilt o�ensichtlich weiterhin T 00� Dh. Wir
m•ussenalso nur noch zeigen,dass auch D ` � T00 weiterhin gilt. Betrachten wir
hierzu zwei Bl•atter v und w in T00und die Wurzel r (T00) von T00. Wir unterscheiden
jetzt zwei F•alle, je nachdem, ob der k•urzesteWeg von v nach w •uber die Wurzel
f•uhrt oder nicht.

Fall 1 (lca( v; w ) 6= r (T 00)): Dann wird der Abstand von dT 00 gegen•uber dT 00 f•ur
dieseBl•atter nicht ver•andert und esgilt:

dT 00(v; w) = dT 0(v; w) � D ` (v; w):

Fall 2 (lca( v; w ) = r (T 00)): Dann werdendie beidenKantengewichte der Kanten
auf dem Weg von v zu w die inzident zur Wurzel sind um jeweils � erniedrigt und
wir erhalten:

dT 00(v; w) = dT 0(v; w) � 2�

da dT 0(v; w) = s + MAX (D ` )

= s + MAX( D ` ) � 2�

da 2� � s

� s + MAX( D ` ) � s

= MAX( D ` )

� D ` (v; w):

Also ist D ` � T00. Somit haben wir einen ultrametrischen Baum T 00 2 [D ` ; Dh]
konstruiert, f•ur den

MAX (T00) � MAX (D ` ) � MAX (T0) � 2� � MAX (D ` )

da � > 0

< MAX (T0) � MAX( D ` )

= s:

gilt. Dies ist o�ensichtlich ein Widerspruch zur Wahl von T 0 und das Lemma ist
bewiesen.

Das vorherigeLemma legt die De�nition niedriger ultrametrische B•aumenahe.
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De�nition 2.70 Ein ultrametrischer Baum T 2 [D ` ; Dh] hei�t niedrig, wenn
MAX (T) = MAX( D ` ).

Um uns im weiterenetwas leichter zu tun, ben•otigen wir einigeweitere Notationen.

Notation 2.71 Sei T = (V; E) ein gewurzelterBaum. Dann bezeichnetL (T) die
Mengeder Bl•atter von T. F•ur v 2 L (T) bezeichnet

L (T; v) := f w 2 L (T) : lca(v; w) 6= r (T)g

die Mengealler Bl•atter die sich im selben Teilbaum der Wurzel von T be�nden wie
v selbst.

Aus demvorherigenLemmaund denNotationen folgt jetzt unmittelbar dasfolgende
Korollar.

Korollar 2.72 F•ur jeden niedrigen ultrametrischenBaum T 2 [D ` ; Dh] gilt:

8x; y 2 L (T) : (D ` (x; y) = MAX (D ` )) ) (dT (x; y) = MAX (D ` )) :

Bevor wir zum zentralen Lemma kommen, m•ussenwir noch eine weitere grundle-
gendeDe�nition festlegen.

De�nition 2.73 SeienD ` � Dh zwein � n-Matrizen und seienk; ` 2 [1 : n], dann
ist der Graph Gk;` = (V; Ek;` ) wie folgt de�niert:

V := [1 : n];

Ek;l := f (i; j ) : Dh(i; j ) < D ` (k; `)g:

Mit C(Gk;` ; v) bezeichnenwir die Zusammenhangskomponente von Gk;` , die den
Knoten v enth•alt.

Nun kommenwir zu dem zentralen Lemma f•ur unsereneinfachen Algorithmus, das
uns beschreibt, wie wir mit Kenntnis desGraphen Gk` (oder besserdessenZusam-
menhangskomponenten) den gew•unschten ultrametrischen Baum konstruierenk•on-
nen.
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Lemma 2.74 SeienD ` � Dh zwein� n-Matrizen und seienk; ` 2 [1 : n] sogew•ahlt,
dassD ` (k; `) = MAX( D ` ). Wenn ein niedriger ultrametrischer Baum T 2 [D ` ; Dh]
existiert, dann gibt esaucheinen niedrigen ultrametrischenBaum T 0 2 [D ` ; Dh] mit

L (T0; v) = V(C(Gk;` ; v))

f•ur alle v 2 L (T).

Bew eis: Wir beweisenzuerst die folgendeBehauptung:

8T 2 [D ` ; Dh] : V (C(Gk;l ; v)) � L (T; v):

Wir f•uhren diesenBeweisdurch Widerspruch. Seidazu x 2 V(C(Gk;` ; v)) n L (T; v).
Da x 2 V(C(Gk;` ; v)) gibt es einen Pfad p von v nach x in Gk` (siehedazu auch
Abbildung 2.68). Sei (y; z) 2 p die erste Kante desPfadesvon v nach x in Gk` , so
dassy 2 L (t; v), aber z =2 L (T; v) gilt. Da (y; z) 2 E(C(Gk;` ; v)) � Ek;` ist, gilt
Dh(y; z) < D ` (k; `).

L (v; T) C(Gk;` ; v)v

y

z

x

Abbildung 2.68:Skizze:L (T; v) und C(Gk;` ; v)

Da y 2 L (T; v), aber z =2 L (T; v) ist, gilt lca(y; z) = r (T). Somit ist

dT (y; z) � MAX (D ` ) = D ` (k; `):

Daraus folgt unmittelbar, dass

dT (y; z) � D ` (k; `) > Dh(y; z):

Dies ist aber o�ensichtlich ein Widerspruch zu T 2 [D ` ; Dh] und somit ist die
Behauptunggezeigt.

Wir zeigenjetzt, wie ein Baum T umgebautwerdenkann, sodasser die gew•unschte
Eigenschaft desLemmaserf•ullt. Sei also T ein niedriger ultrametrischer Baum mit
T 2 [D ` ; Dh]. Sei weiter S := L (T; v) n V(C(Gk;` ; v)). Ist S leer, so ist nichts mehr
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zu zeigen.Sei also s 2 S und x 2 V(C(Gk;` ; v)). Nach Wahl von s und x gibt esin
Gk;` keinenPfad von s nach x. Somit gilt

Dh(x; s) � D ` (k; `) = MAX( D ` ) = MAX (T) � dT (x; s) � D ` (x; s):

Wir bauenjetzt T zu T0 wie folgt um. Betrachte den Teilbaum T1 der Wurzel r (T)
von T der sowohl x als auch s enth•alt. Wir duplizieren T1 zu T2 und h•angen an
die Wurzel von T00sowohl T1 als auch T2 an. In T1 entfernen wir alle Bl•atter aus S
und in T2 entfernen wir alle Bl•atter ausV(C(Gk;` ; v)) (sieheauch Abbildung 2.69).
Anschlie�end r•aumenwir in denB•aumennoch auf, indem wir Kanten entfernen, die
zu keinenechten Bl•attern mehr f•uhren. Ebensol•oschenwir Knoten, die nur noch ein
Kind besitzen,indem wir diesesKind zum Kind desElters desgel•oschten Knoten
machen. Letztendlich erhalten wir einenneuenultrametrischen Baum T 00.

r (T0)

T1 T2

r (T00)

Abbildung 2.69:Skizze:Umbau desniedrigenultrametrischen Baumes

Wir zeigenjetzt, dassT002 [D ` ; Dh] ist. Da wir die Knotenmarkierung der •uber-
lebendenKnoten nicht •andern, bleibt der ultrametrische Baum niedrig. Betrachten
wir zwei Bl•atter x und y , die nicht zu T1 oder T2 geh•oren.Da der Pfad in T00derselbe
wie in T0 ist, gilt weiterhin

D ` (x; y) � dT 00(x; y) � Dh(x; y):

Geh•ort ein Knoten x zu T1 oder T2 und der andereKnoten y nicht zu T1 und T2,
so ist der Pfad nach die Duplikation bez•uglich desAbstands derselbe. Es gilt also
wiederum

D ` (x; y) � dT 00(x; y) � Dh(x; y):

Geh•oren beideKnoten v und w entweder zu T1 oder zu T2, dann hat sich der Pfad
nach der Duplikation bzgl. desAbstands auch wieder nicht ge•andert, alsogilt

D ` (x; y) � dT 00(x; y) � Dh(x; y):

Es bleibt der Fall zu betrachten, dassein Knoten zu T1 und einerzu T2 geh•ort. Hier
hat sich der Pfad de�nitiv ge•andert, da er jetzt •uber die Wurzel von T00f•uhrt. Seis

Version0.32 Fassungvom 5. Januar 2005



154 Kapitel 2. Phylogenetische B•aume

der Knoten in T1 und x der Knoten in T2. Wir haben aber bereits gezeigt,dassf•ur
solche Knoten gilt:

Dh(x; s) � dT 00(x; s) � D ` (x; s):

Somit ist der Satz bewiesen.

Aus diesemBeweis ergibt sich unmittelbar die folgendeIdee f•ur unserenAlgorith-
mus. Aus der Kenntnis des Graphen Gk` f•ur eine gr•o�te untere Schranke D ` (k; `)
f•ur zwei Speziesk und ` beschreiben uns die Zusammenhangskomponenten die Par-
tition der Spezies,wie diesein den verschiedenenTeilb•aumen an der Wurzel des
ultrametrischenBaumesh•angenm•ussen,sofernes•uberhaupt einengibt. Somit k•on-
nen wir die Speziespartitionieren und f•ur jede Mengeder Partition einen eigenen
ultrametrischen Baum rekursiv konstruieren, deren Wurzeln dann die Kinder der
Gesamtwurzel des zu konstruierendenultrametrischen Teilbaumeswerden. Damit
ergibt sich der folgende,in Abbildung 2.70angegebeneAlgorithmus.

� Bestimmek; ` 2 [1 : n], so dassD ` (k; `) = MAX (D ` ). O(n2)

� Konstruiere Gk;` . O(n2)

� Bestimmedie Zusammenhangskomponenten C1; : : : ; Cm von Gk;` . O(n2)

� Konstruiere rekursiv ultrametrische B•aumef•ur die einzelnenZusammenhangs-
komponenten.

P m
i =1 T(jCi j)

� Baue aus den Teill•osungenT1; : : : ; Tm f•ur C1; : : : ; Cm einen ultrametrischen
Baum, indem man die Wurzeln der T1; : : : ; Tm als Kinder an eineneueWurzel
h•angt, die als Knotenmarkierung MAX (D ` ) erh•alt. O(n)

Abbildung 2.70:Algorithmus:Algorithmusf•ur dasultrametrischeSandwich-Problem

F•ur die Korrektheit m•ussenwir nur noch zeigen,dassdie Partition nicht trivial ist,
d.h., dassder Graph Gk;` nicht zusammenh•angendist.

Lemma 2.75 SeienD ` � Dh zwei n � n-Distanzmatrizen und seienk; ` 2 [1 : n]
so gew•ahlt, dassD ` (k; `) = MAX (D ` ) gilt. Wenn Gk;` zusammenh•angendist, dann
kann es keine ultrametrischeMatrix U 2 [D ` ; Dh] geben.

Bew eis: Angenommen,esg•abe eine ultrametrische Matrix U 2 [D ` ; Dh]. Da Gk;`

zusammenh•angendist, gibt eseinenPfad p = (v1; : : : ; vm ) mit v1 = k und vm = ` in
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Gk;` . Aufgrund derultrametrischenMatrix U gilt dann(da dieseja dieultrametrische
Dreiecksungleichung erf•ullt):

U(k; `) � maxf U(k; v2); U(v2; `)g

� maxf U(k; v2); maxf U(v2; v3); U(v3; `)gg

= maxf U(k; v2); U(v2; v3); U(v3; `)g

� maxf U(k; v2); U(v2; v3); maxf U(v3; v4); U(v4; `)gg

= maxf U(k; v2); U(v2; v3); U(v3; v4); U(v4; `)g

�
...

� maxf U(k; v2); U(v2; v3); : : : ; U(vm� 1; `)g

da ja k = v1 und ` = vm

= maxf U(v1; v2); U(v2; v3); : : : ; U(vm� 1; vm )g

da U 2 [D ` ; Dh]

� maxf Dh(v1; v2); Dh(v2; v3); : : : ; Dh(vm� 1; vm )g

nach Konstruktion von Gk;`

< D ` (k; `)

Damit erhalten wir also U(k; `) < D ` (k; `). Dies ist aber o�ensichtlich ein Wider-
spruch dazu, dassU 2 [D ` ; Dh].

Damit ist die Korrektheit bewiesen.In Abbildung 2.71ist ein Beispielzur Illustration
der Vorgehensweisedeseinfachen Algorithmus angegeben.

F•ur die Laufzeit erhalten wir

T(n) = O(n2) +
mX

i =1

T(ni )

mit
P m

i=1 ni = n. Wir •uberlegenuns, was bei einem rekursiven Aufruf geschieht.
Bei jedemrekursiven Aufruf wird einePartition der Menge[1 : n] verfeinert. Da wir
mit der trivialen Partition f [1 : n]g starten und mit ff 1g; : : : ; f ngg enden,kann es
alsomaximal n � 1 rekursive Aufrufe geben. Somit ist die Laufzeit durch O(n � n2)
beschr•ankt.

Theorem 2.76 Seien D ` � Dh zwei n � n-Distanzmatrizen. Ein ultrametrischer
Baum T 2 [D ` : Dh] kann in Zeit O(n3) konstruiert werden, sofern •uberhaupt einer
existiert.
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D ` 1 2 3 4 5
1 0 1 2 3 6
2 0 4 5 5
3 0 4 5
4 0 1
5 0

Dh 1 2 3 4 5
1 0 3 6 8 8
2 0 5 6 8
3 0 6 8
4 0 3
5 0

1

2 3

4

5G1;5
6

f 1; 2; 3g f 4; 5g

D ` 1 2 3 4 5
1 0 1 2 3 6
2 0 4 5 5
3 0 4 5
4 0 1
5 0

Dh 1 2 3 4 5
1 0 3 6 8 8
2 0 5 6 8
3 0 6 8
4 0 3
5 0

1

2 3

4

5
6

4 1

f 1; 2g 3 4 5

6

4 1

1 3 4 5

1 2

Abbildung 2.71:Beispiel:Einfache L•osungdesultrametrischen Sandwich-Problems

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik I I I SS2004



2.7. Alternativ e L•osungf•ur dasSandwich-Problem(*) 157

2.7.2 Charakterisierung einer e�zienteren L•osung

In diesemAbschnitt wollen wir zeigen,dasswir das ultrametrische Sandwich Pro-
blem sogarin Zeit O(n2) l•osenk•onnen.Dies ist optimal, da ja bereits die Eingabe-
matrizen die Gr•o�e �( n2) besitzen.Dazu ben•otigen wir erst noch die De�nition der
Kosten einesPfades.

De�nition 2.77 Sei G = (V; E;  ) ein gewichteterGraph. Die Kosten c(p) eines
Pfadesp = (v0; : : : ; vn ) ist de�niert durch

c(p) := maxf  (vi � 1; vi ) : i 2 [1 : n]g :

Mit D(G; v; w) bezeichnenwir die minimalen Kosten einesPfadesvon v nach w in
G.

D(G; v; w) := min f c(p) : p ist ein Pfad von v nach wg:

Warum interessierenwir uns •uberhaupt f•ur die Kosten einesPfades?Betrachten
wir einenPfad p = (v0; : : : ; vn ) in einemgewichteten Graphen G(D), der von einer
ultrametrischen Matrix D induziert wird. Seiendabei  (v; w) die Kosten der Kante
(v; w). Wie gro� ist nun der Abstand dD (v0; vn ) von v0 zu vn?Unter Ber•ucksichtigung
der ultrametrischen Dreiecksungleichung erhalten wir:

dD (v0; wn) � maxf dD (v0; vn� 1);  (vn� 1; vn )g

� maxf maxf dD (v0; vn� 2);  (vn� 2; vn� 1)g;  (vn� 1; vn )g

= maxf dD (v0; vn� 2);  (vn� 2; vn� 1);  (vn� 1; vn )g
...

� maxf  (v0; v1); : : : ;  (vn� 2; vn� 1);  (vn� 1; vn)g

= c(p)

Die letzte Gleichung folgt nur f•ur den Fall, dasswir einenPfad mit minimalen Kos-
ten gew•ahlt haben. Somit sind die Kosten einesPfadesin dem zur ultrametrischen
Matrix geh•origem gewichteten Graphen eine obere Schranke f•ur den Abstand der
Endpunkte diesesPfades.

Im folgendenLemma erhalten wir dann eine weitere Charakterisierung,wann zwei
Knoten k und ` im zugeh•origenGraphenGk` durch einenPfad verbundensind. Man
beachte, dasswir hier nicht beliebigeKnotenpaare betrachten, sonderngenaudas
Knotenpaar, dessenmaximaler Abstand gem•a� der unteren Schranke den Graphen
Gk` de�niert.
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Lemma 2.78 Seien D ` � Dh zwei Distanzmatrizen. Zwei Knoten k und ` be�n-
den sich genau dann in derselben Zusammenhangskomponente von Gk;` , wenn
D ` (k; `) > D(G(Dh); k; `).

Bew eis: ) : Wenn sich k und ` in derselben Zusammenhangskomponente von Gk;`

be�nden, dann gibt eseinen Pfad p von k nach `. F•ur alle Kanten (v; w) 2 p gilt
daher (da sieKanten in Gk;` sind):  (v; w) < D ` (k; l). Somit ist auch dasMaximum
der Kantengewichte durch D ` (k; `) beschr•ankt und esgilt D(G(Dh); k; `) < D ` (k; `).

( : Gelte nun D(G(Dh); k; `) < D ` (k; `). Dann existiert nach De�nition von D(�; �)
und Gk;` ein Pfad p in G(Dh), so dass das Gewicht jeder Kante durch D ` (k; `)
beschr•ankt ist. Somit ist p auch ein Pfad in Gk;` von v nach w. Also be�nden sich v
und w in derselben Zusammenhangskomponente von Gk;` .

Notation 2.79 Sei T ein Baum. Den eindeutigeneinfachenPfad von v 2 V(T)
nach w 2 V(T) bezeichnenwir mit pT (v; w).

Im FolgendenseiT ein minimaler Spannbaum von G(Dh). Mit obiger Notation gilt
dann, dassD(T; v; w) = c(pT (v; w)). Wir werden jetzt zeigen,dasswir die oberen
Schranken, die eigentlich durch die Matrix Dh gegeben sind, durch den zugeh•origen
minimalen Spannbaum von G(Dh) mit viel wenigerSpeicherplatz darstellenk•onnen.

Lemma 2.80 Sei Dh eine Distanzmatrix und sei T ein minimaler Spannbaum
des Graphen G(Dh). Dann gilt D(T; v; w) = D(G(Dh); v; w) f•ur alle Knoten
v; w 2 V(T) = V(G(Dh)) .

Bew eis: Zuerst halten wir fest, dassjeder Pfad in T auch ein Pfad in G(Dh) ist.
Somit gilt in jedemFalle

D(G(Dh); v; w) � D(T; v; w):

F•ur einen Widerspruchsbeweis nehmenwir jetzt an, dasseszwei Knoten v und w
mit

D(G(Dh); v; w) < D(T; v; w)

gibt. Dann existiert ein Pfad p in G(Dh) von v nach w mit c(p) < D(T; v; w).

Wir betrachten jetzt den eindeutigenPfad pT (v; w) im minimalen Spannbaum T.
Sei jetzt (x; y) eineKante in pT (v; w)mit maximalemGewicht, also  (x; y) = c(pT ).
Wir entfernen jetzt dieseKante aus T und erhalten somit zwei Teilb•aume T1 und
T2, die alle Knoten desGraphen G(Dh) beinhalten. Dies ist in der Abbildung 2.72
illustriert.

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik I I I SS2004



2.7. Alternativ e L•osungf•ur dasSandwich-Problem(*) 159

G(Dh)
T1

T2

v
w

x y

x0 y0

Abbildung 2.72:Skizze:SpannenderWald f T1; T2g von G(Dh) nach Entfernen von
f x; yg ausdem minimalen Spannbaum T

Sei (x0; y0) die erste Kante auf dem Pfad p in G(Dh), die die B•aume T1 und T2

verbindet, d.h. x0 2 V(T1) und y0 2 V(T2). Nach Voraussetzunggilt, dass

Dh(x0; y0) < Dh(x; y);

da jede Kante des Pfadesp nach Widerspruchsannahmeleichter sein muss als die
schwerste Kante in pT und da (x; y) ja eineschwerste Kante in pT war.

Dann k•onnten wir jedoch einenneuenSpannbaum T 0 mittels

E(T0) = (E(T) n f (x; y)g) [ f (x0; y0)g

konstruieren.Dieserhat dann Gewicht

 (T0) =  (T) +  (x0; y0�  (x; y)
| {z }

< 0

<  (T):

Somit h•atten wir einenSpannbaum mit einemkleinerenGewicht konstruiert als der
desminimalen Spannbaumes,was o�ensichtlich ein Widerspruch ist.

Damit haben wir gezeigt,dasswir im Folgendendie Informationen der Matrix D h

durch die Informationen im minimalen Spannbaum T von G(Dh) ersetzenk•onnen.

De�nition 2.81 Seien D ` � Dh zwei n � n-Distanzmatrizen. Zwei Knoten
v; w 2 [1 : n] hei�en separabel, wenn D ` (v; w) � D(G(Dh); v; w) gilt.

Die Separabilit•at von zwei Knoten ist einenaheliegendeEigenschaft, die wir ben•o-
tigen werden, um zu zeigen,dass es m•oglich ist einen ultrametrischen Baum zu
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konstruieren, in dem der verbindendePfad sowohl die untere als auch die obere
Schranke f•ur den Abstand einh•alt. Wir werden dies gleich formal beweisen,aber
wir ben•otigen dazu erst noch ein paar De�nitionen und Lemmata. Zuerst halten
wir aber noch das folgendeKorollar fest, das aus dem vorherigenLemma und der
De�nition unmittelbar folgt.

Korollar 2.82 SeienD ` � Dh zwein� n-Distanzmatrizenund sei T ein minimaler
Spannbaum von G(Dh). Zwei Knoten v; w 2 [1 : n] sind genaudann separabel, wenn
D ` (v; w) � D(T; v; w) gilt.

Bevor wir den zentralen Zusammenhangzwischen paarweiserSeparabilit•at und der
Existenz ultrametrischer Sandwich-B•aume zeigen,ben•otigen wir noch die folgende
De�nition.

De�nition 2.83 SeienD ` � Dh zwei n � n-Distanzmatrizen und sei T ein mini-
maler Spannbaum von G(Dh). Eine Kante (x; y) desPfadespT (v; w) im minimalen
Spannbaum, der v und w verbindet,hei�t link-edge, wennsie eine Kante maximalen
Gewichtesin pT (v; w) ist, d.h. wenn

Dh(x; y) = c(pT (v; w)) = D(T; v; w)

gilt. Mit Link(v; w) bezeichnenwir die Menge der Link-edgesf•ur das Knotenpaar
(v; w).

Anschaulich ist die Link-EdgeeinesPfadesim zur oberenSchrankenmatrix geh•origen
Graphen diejenige, die den maximalen Abstand von zwei Knoten bestimmt, die
durch diesenPfad verbundenwerden.Aus diesemGrund werdendieseeinebesondere
Rolle spielen.

De�nition 2.84 SeienD ` � Dh zwein� n-Distanzmatrizenund sei T ein minima-
ler Spannbaum von G(Dh). F•ur jede Kante (x; y) 2 E(T) im minimalen Spannbaum
ist die cut-weight CW(x; y) wie folgt de�niert:

CW(x; y) := maxf D ` (v; w) : (x; y) 2 Link(x; y)g:

Die cut-weight einer Kante ist der maximale Mindestabstandzweier Knoten, deren
Verbindungspfaddiese Kante als link-edge besitzt. Um ein wenig mehr Licht in
die Bedeutung der cut-weight zu bringen, betrachten wir jetzt nur die maximale
auftretendecut-weight einesminimalen Spannbaumesdeszu denMaximalabst•anden
geh•origen Graphen.
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F•ur diesemaximale cut-weight c� gilt dann c� = MAX (D `), wie man sich leicht
•uberlegt. Wie im einfachen Algorithmus werdenwir jetzt versuchen alle schwereren
Kanten in Gk` (der ja ein Teilgraphvon G(Dh) ist) zu entfernen.Statt Gk` betrachten
wir jedoch den minimalen Spannbaum T von G(Dh) (der ja nach De�nition auch
ein Teilgraph von G(Dh) ist).

In Gk` werden alle schwererenKanten entfernt, damit Gk` in mehrereZusammen-
hangskomponenten zerf•allt. Zuerst •uberlegt man sich, dassesauch gen•ugenw•urde,
so viele von den schwersten Kanten zu entfernen, bis zwei Zusammenhangskompo-
nenten entstehen. Dies w•are jedoch algorithmisch sehraufwendig und w•urde in der
Regel keinen echten Zeitvorteil bedeuten. Im minimalen Spannbaum T l•asst sich
dieshingegensehr leicht durch Entfernen der Kante mit der maximalen cut-weight
erzielen.Im Beweisvom •ubern•achsten Lemmawerdenwir diesnoch genauersehen.

DasfolgendeLemmastellt noch einenfundamentalen ZusammenhangzwischenKan-
tengewichten in Kreisenzu additiven Matrizen geh•origen gewichteten Graphenund
der Eigenschaft einer Ultrametrik dar, die wir im Folgendenben•otigen, um leicht
von eineradditiven Matrix nachweisenzu k•onnen,dasssiebereits ultrametrisch ist.

Lemma 2.85 Eine additive Matrix M ist genaudann ultrametrisch ist, wenn f•ur
jede Folge (i 1; : : : ; i k) 2 Nk paarweiseverschiedener Werte mit k � 3 gilt, dass
in der Folge(M (i 1; i2); M (i2; i3); : : : ; M (i k� 1; i k); M (i k ; i1)) dasMaximum mehrfach
angenommenwird.

Bew eis: ( : Sei M eine additive Matrix und esgelte f•ur alle k � 3 und f•ur alle
Folgen(i 1; : : : ; i k) � Nk mit paarweiseverschiedenenFolgengliedern,dass

maxf M (i 1; i2); M (i2; i3); : : : ; M (i k� 1; i k); M (i k ; i1)g (2.1)

nicht eindeutig ist.

Wenn man in (2.1) k = 3 einsetzt,gilt insbesonderef•ur beliebigea;b;c 2 N, dass

maxf M (a;b); M (b;c); M (c;a)g

nicht eindeutig ist und damit ist M alsoultrametrisch.

) : SeiM nun ultrametrisch, dann ist M auch additiv. Wir m•ussennur noch (2.1) zu
zeigen.SeiS = (i 1; : : : ; i k) 2 Nk gegeben.Wir betrachten zun•achst i 1, i2 und i3. Aus
der fundamentalen Eigenschaft einerUltrametrik wissenwir, dassdasMaximum von
(M (i1; i2); M (i2; i3); M (i3; i1)) nicht eindeutig ist. Wir beweisen(2.1) per Induktion:

Gilt f•ur j , dass das Maximum von (M (i 1; i2); M (i2; i3); : : : ; M (i j � 1; i j ); M (i j ; i1))
nicht eindeutig ist, so gilt dies auch f•ur j + 1. Dazu betrachten wir i 1, i j und i j +1 .
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Weiter wissenwir, dassmaxf M (i 1; i j ); M (i j ; i j +1 ); M (i j +1 ; i1)g nicht eindeutig ist,
d.h. einer der Werte ist kleiner als die anderen beiden. Betrachten wir wie sich
das Maximum •andert, wenn wir M (i j ; i1) herausnehmenund daf•ur M (i j ; i j +1 ) und
M (i j +1 ; i1) dazugeben.

Fall 1: M (i 1; i j ) ist der kleinste Wert. Durch das Hinzuf•ugen von M (i j ; i j +1 ) und
M (i j +1 ; i1) kanndasMaximum nicht eindeutigwerden,dennbeideWerte sind gleich.
Liegensie unter dem alten Maximum •andert sich nichts, liegensie dar•uber, bilden
beide das nicht eindeutigeneueMaximum. Das Entfernen von M (i 1; i j ) spielt nur
eineRolle, falls M (i 1; i j ) vorher ein Maximum war. In demFall sind aber M (i j ; i j +1 )
und M (i j +1 ; i1) dasneue,nicht eindeutigeMaximum.

Fall 2: M (i j +1 ; i1) ist der kleinste Wert. Dann ist M (i 1; i j ) = M (i j ; i j +1 ). Das Ent-
fernenvon M (i 1; i j ) wird durch dasHinzuf•ugenvon M (i j ; i j +1 ) wiederausgeglichen.
M (i j +1 ; i1) wird auch hinzugef•ugt, spielt aber keineRolle.

Fall 3: M (i j ; i j +1 ) ist der kleinste Wert. Dann ist M (i 1; i j ) = M (i 1; i j +1 ). Dieser
Fall ist analogzu Fall 2.

Nun kommenwir zum Beweisunsereszentralen Lemmas,dassesgenaudann einen
ultrametrischen Baum f•ur einegegebeneSandwich-Bedingunggibt, wenn alle Kno-
ten paarweiseseparabel sind. Der Bewiesin die eineRichtung wird konstruktiv sein
und wird uns somit einene�zien ten Algorithmus an die Hand geben.

Lemma 2.86 Seien D ` � Dh zwei n � n-Distanzmatrizen. Ein ultrametrischer
Baum U 2 [D ` ; Dh] existiert genaudann, wenn jedesPaar v; w 2 [1 : n] von Knoten
separabel ist.

Bew eis: ) : F•ur einen Widerspruchsbeweis nehmenwir an, dassv und w nicht
separabel sind. Dann ist D ` (v; w) > Dh(x; y) f•ur alle f x; yg 2 Link(v; w). F•ur jede
Kante f a;bg in pT (v; w) gilt dann Dh(a;b) � Dh(x; y) f•ur alle f x; yg 2 Link(v; w).
Also ist f v; wg =2 pT (v; w). Damit ist D ` (x; y) > Dh(a;b) f•ur alle f a;bg 2 Link(v; w).
Damit mussdie Kante f x; yg im Kreis, gebildet aus pT (x; y) und der Kante f x; yg,
in einer ultrametrischen Matrix daseindeutigeMaximum sein.Diessteht jedoch im
Widerspruch zu Lemma 2.85und dieseImplikation ist bewiesen.

( : Sei T ein minimaler Spannbaum von G(Dh) und sei E(T) = f e1; : : : ; en� 1g,
wobei CW(e1) � � � � � CW(en� 1). Wir entfernen jetzt sukzessive die Kanten aus T
gem•a� der cut-weight der Kanten. Dabei wird durch jedesEntfernen ein Baum in
zwei neueB•aumezerlegt.

Betrachten wir jetzt nachdem Entfernen der Kanten e1; : : : ; ei � 1 den entstandenen
Wald und darin den Baum T0, der die Kante ei = f v; wg enth•alt. DasEntfernen der
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Kante ei = f v; wg zerlegtden Baum T 0 in zwei B•aumeT0
1 und T0

2. Wir setztendann
dU (v; w) := CW(ei ) f•ur alle v 2 V(T0

1) und w 2 V(T0
2).

Wir zeigenals erstes,dassdU (v; w) � D ` (v; w) f•ur alle v; w 2 [1 : n]. Wir betrach-
ten die Kante e, nach derenEntfernen die Knoten v und w im Rest desminimalen
Spannbaums nicht mehr durch einen Pfad verbunden sind. Ist e eine link-edge in
pT (v; w), dann gilt nach De�nition der cut-weight: CW(e) � D ` (v; w). Ist e hin-
gegenkeine link-edge in pT (v; w), dann gilt CW(e) � CW(e0) f•ur jede link-edge
e0 2 Link(v; w), da wir die Kanten gem•a� ihrer absteigendencut-weight aus dem
minimalen Spannbaum T entfernen. Somit gilt nach De�nition der cut-weight:

CW(e) � CW(e0) � D ` (v; w):

Wir zeigenjetzt, dassebenfalls dU (v; w) � Dh(v; w) f•ur alle v; w 2 [1 : n] gilt.
Nach De�nition der cut-weight gilt, dassein Knotenpaar f x; yg existiert, sodassf•ur
alle f a;bg 2 Link(x; y) gilt: D ` (x; y) = CW(a;b). Da x und y nach Voraussetzung
separabel sind, gilt

CW(a;b) = D ` (x; y) � D(T; x; y) = Dh(a;b):

Die letzte Gleichheit folgt aus der Tatsache, dassf a;bg 2 Link(x; y). Aufgrund der
Konstruktion desminimalenSpannbaumesgilt weiterhin Dh(a;b) � Dh(v; w). Somit
gilt dU (v; w) = CW(a;b) � Dh(v; w).

Damit haben wir gezeigt, dassU 2 [D ` ; Dh]. Wir m•ussenzum Schluss nur noch
zeigen,dass U ultrametrisch ist. Nach Lemma 2.85 gen•ugt es zu zeigen,dass in
jedemKreis in G(U) dasMaximum nicht eindeutig ist. SeialsoC ein Kreis in G(U)
und (v; w) eine Kante maximalen Gewichtes in C. Falls es mehreredavon geben
sollte, w•ahlen wir einesolche, derenEndpunkte in unseremKonstruktionsverfahren
durch Entfernen von Kanten im minimalen Spannbaum T zuerst separiertwurden.

Wir betrachten jetzt den Zeitpunkt in unseremKonstruktionsverfahrenvon dU , als
dU (v; w) gesetztwurde. Zu diesemZeitpunkt wurde v und w in zwei B•aumeT0 und
T00aufgeteilt. Fernersind die Knoten diesesKreisesnach Wahl der Kante f v; wg alle
Knoten desKreisesin diesenbeidenTeilb•aumenenthalten. Da es in C noch einen
anderenWeg von v nach w gibt, muss zu diesemZeitpunkt auch f•ur eine andere
Kante f v0; w0g der Wert dU (v0; w0) ebenfalls festgelegtworden sein. Nach unserer
Konstruktion gilt dann nat•urlich dU (v; w) = dU (v0; w0) und in C ist das Maximum
nicht eindeutig.

2.7.3 Algorithmus f•ur das ultrametrische Sandwich-Problem

Der Beweis desvorherigenLemmasliefert unmittelbar den folgendenAlgorithmus,
der in Abbildung 2.73 angegeben ist. Die Korrektheit des Algorithmus folgt im
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1. Bestimmeminimalen Spannbaum T f•ur G(Dh). O(n2)

2. Bestimmedabei denKartesischenBaum R f•ur denZusammenbau von T O(n2)

3. Bestimme den cut-weight der einzelnenKanten aus T mit Hilfe desKartesi-
schen Baumes. O(n2)

4. Bauedenminimalen Spannbaum durch Entfernen der Kanten absteigendnach
den cut-weights der Kanten ab und bauenparallel den ultrametrischen Baum
U wieder auf. O(n)

Abbildung 2.73: Algorithmus: E�zien te L•osung des ultrametrische Sandwich-
Problems

Wesentlichen aus dem Beweis des vorherigenLemmas(wir gehensp•ater noch auf
ein paar implementierungstechnische Besonderheitenein). Wir m•ussenunsnur noch
um die e�zien te Implementierung k•ummern. Einen Algorithmus zur Bestimmung
minimaler Spannb•aumehabenwir bereitskennengelernt. Wir werdenhier noch eine
andereM•oglichkeit darstellen,die f•ur unsereZwecke bessergeeignetist. Ebensom•us-
senwir uns um die e�zien te Berechnung der cut-weights k•ummern. Ferner m•ussen
wir noch erkl•aren,waskartesische B•aumesind und wie wir siekonstruierenk•onnen.

2.7.3.1 Kartesische B•aume

Kommen wir nun zur De�nition einekartesischen Baumes.

De�nition 2.87 Sei M eine Mengevon Objekten,E �
� M

2

�
eine Mengevon Paa-

ren, so dassder Graph (M ; E) ein Baum ist und  : E ! R eine Gewichtsfunktion
auf E. Ein kartesischer Baum f•ur (M ; E) ist rekursiv wie folgt de�niert.

� Ist jM j = 1, dann ist der einelementigeBaum mit der Wurzelmarkierung
m 2 M ein kartesischerBaum.

� Ist jM j � 2 und f v1; v2g 2 E mit  (f v1; v2g) = maxf  (e) : e 2 Eg. Sei
weiter T0 der Wald, der aus T durch Entfernen von f v1; v2g entsteht, d.h.
V(T0) = V(T) und E(T0) = E(T) n f v1; v2g. Sind T1 bzw. T2 kartesische
B•aume f•ur C(T0; v1) bzw. C(T0; v2), dann ist der Baum mit der Wurzel, die
mit f v1; v2g markiert ist und deren Teilb•aume der Wurzel gerade T1 und T2

sind, ebenfalls ein kartesischerBaum.

Wir merken noch explizit an, dassdie Elemente aus M nur als Blattmarkierungen
auftauchen und dassalle innerenKnoten mit den Elementen ausE markiert sind.
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Betrachtet man auf der Menge[1 : n] als Baum eine lineare Liste mit

E = f f i; i + 1g : i 2 [1 : n � 1]g mit  (i; i + 1) = maxf F [i ]; F [i + 1]g;

wobei F ein Feld von Zahlen ist, soerh•alt man im Wesentlichen einenHeap,in dem
die Werte an denBl•attern stehenund die innerenKnoten denmaximalenWert ihres
Teilbaumesbesitzen,wenn man, wie hier •ublich, anstatt der Kante in den inneren
Knoten das Gewicht der Kante eintr •agt. DieseStruktur wird manchmal auch als
kartesischer Baum bezeichnet.

Der kartesische Baum f•ur einenminimalen Spannbaum l•asst sich jetzt sehr einfach
rekursiv konstruieren.Wir entfernen die Kanten maximalenGewichtes und konstru-
ieren f•ur die beiden entstehendenSpannb•aume rekursiv einen kartesischen Baum.
Anschlie�end f•ugen wir einen Wurzel ein und die beiden Kinder der neuenWurzel
sind die Wurzeln der rekursiv konstruierten kartesischen B•aume.

Lemma 2.88 SeiG = (V; E;  ) ein gewichteterGraphund T ein minimaler Spann-
baum von G. Der kartesischeBaum f•ur T kann mit einem rekursivenAlgorithmus
aus dem minimalen SpannbaumesT in Zeit O(n2) konstruiert werden.

2.7.3.2 Berechnung der cut-w eights

Wir wollen jetzt zeigen,dasswir die cut-weights einer Kante e 2 E im minima-
len Spannbaum T mit Hilfe von lca-Anfragen im kartesischen Baum T bestimmen
k•onnen.Dazu gehenwir durch die Matrix D ` und bestimmenf•ur jedesKnotenpaar
(i; j ) den niedrigstengemeinsamenVorfahren lca(i; j ) im kartesischen Baum R.

Die dort gespeicherte Kante e ist nach Konstruktion deskartesischen Baumeseine
Kante mit gr•o�tem Gewicht auf dem Pfad von i nach j im minimalen Spannbaum
T, d.h. e 2 Link( i; j ). Daher werden wir dort die cut-weight CW(e) dieserKante
mittels CW(e) = maxf CW(e); D `(i; j )g aktualisieren.Wir bemerkenan dieserStelle,
dassesdurchaus noch anderelink-edgesauf dem Pfad von i nach j im minimalen
Spannbaum geben kann. Daher wird die cut-weight nicht f•ur jede Kante korrekt
berechnet. Wir gehenauf diesen

"
Fehler\ am Ende dieseAbschnittes noch ein.

Lemma 2.89 SeiG = (V; E;  ) ein gewichteterGraphund T ein minimaler Spann-
baum von G. Der kartesischeBaum f•ur T kann mit einem rekursivenAlgorithmus
aus dem minimalen SpannbaumesT in Zeit O(n2) konstruiert werden.

Nachdemwir jetzt die wesentlichen Schritte unserese�zien ten Algorithmus weitest-
gehendverstandenhaben, k•onnen wir uns einemBeispiel zuwenden.In der Abbil-
dung 2.74ist ein Beispielangegeben, wie unsere�zien ter Algorithmus vorgeht.
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D ` 1 2 3 4 5
1 0 1 2 3 6
2 0 4 5 5
3 0 4 5
4 0 1
5 0

Dh 1 2 3 4 5
1 0 3 6 8 8
2 0 5 6 8
3 0 6 8
4 0 3
5 0

1

2

3

4

5

3
15

4

6
6

3
1

Minimaler Spannbaum T

1 2 3 4 5

(1,2)

(2,3)

(4,5)

(2,4)

Kartesischer Baum R

f 1; 2; 3g f 4; 5g

6

U1 nach Entfernen f 2; 4g

f 1; 2g 3 f 4; 5g

4

6

U2 nach Entfernen f 2; 3g

1 2 3 f 4; 5g

1

4

6

U3 nach Entfernen f 1; 2g

1 2 3 4 5

1

4

6

1

U = U4 nach Entfernen f 4; 5g

Abbildung 2.74:Beispiel:L•osungeinesultrametrischen Sandwich-Problems

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik I I I SS2004



2.7. Alternativ e L•osungf•ur dasSandwich-Problem(*) 167

2.7.3.3 Least Common Ancestor Queries

Wir m•ussenuns nun nur noch •uberlegen,wie wir O(n2) lca-Anfragen in Zeit O(n2)
beantworten k•onnen. Dazu werden wir das lca-Problem auf das Range Minimum
Query Problem reduzieren,daswie folgt de�niert ist.

Range Minimum Quer y

Eingab e: Eine Feld F der L•angen von reellenZahlen und i � j 2 [1 : n].
Gesucht: Ein Index k mit F [k] = min f F [`] : ` 2 [i : j ]g.

Wir werden sp•ater zeigen, wie wir mit einem Preprocessingin Zeit O(n2) jede
Anfrage in konstanter Zeit beantworten k•onnen.F•ur die Reduktion betrachten wir
die so genannte Euler-Tour einesBaumes.

De�nition 2.90 Sei T = (V; E) ein gewurzelterBaum mit Wurzel r und seien
T1; : : : ; T` die Teilb•aume, die an der Wurzel h•angen. Die Euler-Tour durch T ist
eine Liste von 2n � 1 Knoten, die wie folgt rekursiv de�niert ist:

� Ist ` = 0, d.h. der Baum besteht nur aus dem Blatt r , dann ist dieseListe
durch (r ) gegeben.

� F•ur ` � 1 seien L 1; : : : ; L ` mit L i = (v(i )
1 ; : : : ; v(i )

n i ) f•ur i 2 [1 : `] die Euler-
Touren von T1; : : : ; T` . Die Euler-Tour von T ist dann durch

(r; v(1)
1 ; : : : ; v(1)

n1
; r; v(2)

1 ; : : : ; v(2)
n2

; r; : : : ; r; v(` )
1 ; : : : ; v(` )

n `
; r )

de�niert.

Der Lesersei dazu aufgefordertzu veri�zieren, dassdie oben de�nierte Euler-Tour
einesBaumesmit n Knoten tats•achlich eineListe mit 2n � 1 Elementen ist.

Die Euler-Tour kann sehr leicht mit Hilfe einer Tiefensuche in Zeit O(n) berechnet
werden.Der Algorithmushierf•ur ist in Abbildung 2.75angegeben.Man kann sich die
Euler-Tour auch bildlich sehrsch•on als dasAbmalen der B•aumeanhandihrer •au�e-
ren Kontur vorstellen, wobei bei jedem Antre�en einesKnotens desBaumesdieser
in die Liste aufgenommenwird. Die ist in Abbildung 2.76 anhand einesBeispiels
illustriert.

Zusammenmit der Euler-Tour, d.h. der Liste der abgelaufenenKnoten, betrach-
ten wir zus•atzlich noch die DFS-Nummern des entsprechenden Knotens, die bei
der Tiefensuche in der Regelmitb erechnet werden (sieheauch das Beispiel in der
Abbildung 2.76).
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Euler-Tour
f

/* r (T) bezeichne die Wurzel von T */
output r (T);
/* N (r (T)) bezeichne die Mengeder Kinder der Wurzel von T */
for all (v 2 N (r (T)))
f

/* T(v) bezeichne den Teilbaum mit Wurzel v */
Euler-Tour (T(v))
output r (T);

g
g

Abbildung 2.75:Algorithmus: Konstruktion einer Euler-Tour

a

b c

d e f g

h i

Euler-Tour a b d b e h e i e b a c f c g c a
DFS-Nummer 1 2 3 2 4 5 4 6 4 2 1 7 8 7 9 7 1

Abbildung 2.76:Beispiel:Euler-Tour

Betrachten wir jetzt die Anfragean zwei Knoten desBaumesi und j . Zuerst bemer-
ken wir, dassdieseKnoten, sofernsiekeineBl•atter sind, mehrfach vorkommenk•on-
nen.Wir w•ahlenjetzt f•ur i und j willk •urlich einender Knoten, der in der Euler-Tour
auftritt, alseinenRepr•asentanten aus.Zuerst stellenwir fest, dassin der Euler-Tour
der niedrigstegemeinsameVorfahrenvon i und j in der Teilliste, die durch die beiden
Repr•asentanten de�niert ist, vorkommenmuss,was man wie folgt sieht.

Nehmenwir an, dassi in der Euler-Tour vor j auftritt. In der Euler-Tour sind alle
Knoten v, die nach einemRepr•asentanten von i auftauchen und einekleinereDFS-
Nummer als i besitzen,ein Vorfahre von i . Da die DFS-Nummer von v kleiner als
die von i ist und v in der Euler-Tour nach i auftritt, ist die DFS-Prozedurvon v
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noch aktiv, als der Knoten i besucht wird. Das ist genaudie De�nition daf•ur, dass
i ein Nachfahre von v ist. Analogesgilt f•ur den Knoten j .

Wir betrachten jetzt nur die Knoten der Teilliste zwischen den beidenRepr•asentan-
ten von i und j , derenDFS-Nummerkleiner als die von i ist. Nach dem obigensind
diesVorfahrenvon i . Nur einerdavon, n•amlich der mit der kleinstenDFS-Nummer,
ist auch ein Vorfahre von j und muss daher der niedrigste gemeinsameVorfahre
von i und j sein.DiesenKnoten haben wir n•amlich besucht, bevor wir in den Teil-
baum von j eingedrungensind. Alle Vorfahrendavon haben wir mit Betrachten der
Teilliste eliminiert, die mit einemRepr•asentanten von j endet.

Damit k•onnenwir alsodassoerhalteneZwischenergebnisim folgendenLemmafest-
halten.

Lemma 2.91 Gibt es eine L•osungf•ur das RangeMinimum Query Problem, dass
f•ur das PreprocessingZeit O(p(n)) und f•ur eine AnfrageO(q(n)) ben•otigt, so kann
das Problem des niedrigsten gemeinsamenVorfahren mit einen Zeitbedarf f•ur das
Preprocessingin Zeit O(n + p(2n � 1)) und f•ur eine Anfragein Zeit O(q(2n � 1))
gel•ost werden.

2.7.3.4 Range Minimum Queries

Damit k•onnen wir uns jetzt ganz auf das Range Minimum Query Problem kon-
zentrieren. O�ensichtlich kann ohne ein Preprocessingeine einzelneAnfrage mit
O(j � i ) = O(n) Vergleichenbeantwortet werden.DasProblemder RangeMinimum
Queriesist jedoch insbesonderedann interessant, wenn f•ur ein gegebenesFeld eine
Vielzahl von RangeMinimum Queriesdurchgef•uhrt werden. In diesemFall k•onnen
mit Hilfe einer Vorverarbeitung die Kosten der einzelnenQueriesgesenktwerden.

Ein triviale L•osungw•urde alle m•oglichen Anfragen vorab berechnen. Dazu k•onnte
eine zweidimensionaleTabelle Q[i; j ] angelegtwerden. Dazu w•urde f•ur jedesPaar
(i; j ) das Minimum der Bereichs F [i : j ] mit j � i Vergleichen bestimmt werden.
Dies w•urde zu einer Laufzeit f•ur die Vorverarbeitung von

nX

i =1

nX

j = i

(j � i ) = �( n3)

f•uhren. In der Abbildung 2.77 ist ein einfacher, auf dynamischer Programmierung
basierenderAlgorithmusangegeben,der dieseTabelle in Zeit O(n2) berechnenkann.
Damit erhalten wir das folgendeResultat f•ur dasRangeMinimum Query Problem.

Theorem 2.92 F•ur dasRangeMinimum Query Problemkann mit Hilfe einer Vor-
verarbeitung, die mit einem Zeitbedarf von O(n2) ausgef•uhrt werden kann, jede
Anfragein konstanterZeit beantwortet werden.
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RMQ
f

for (i = 1; i � n; i++ )
T[i; i ] = i ;

for (i = 1; i � n; i++ )
for (j = 1; i + j � n; j ++ )
f

if (F [T[i; i + (j � 1)]] � F [i + j ])
T[i; i + j ] = T[i; i + j � 1];

else
T[i; i + j ] = i + j ;

g
g

Abbildung 2.77:Algorithmus: Preprocessingf•ur RangeMinimum Queries

Es gibt bereitswesentlich e�zien tere Verfahrenf•ur dasRangeMinimum Query Pro-
blem. In unseremZusammenhangist diesesleicht zu erzielendeErgebnis jedoch
bereits v•ollig ausreichend und wir verweisenf•ur die anderenVerfahrenauf die ein-
schl•agigeLiteratur. Wir halten das f•ur uns wichtige Ergebnisnoch fest.

Theorem 2.93 Sei T ein gewurzelterBaum mit n Knoten. Nach einer Vorverar-
beitung, die in Zeit O(n2) durchgef•uhrt werden kann, kann jede Anfragenacheinem
niedrigsten gemeinsamenVorfahren zweierKnoten aus T in konstanter Zeit beant-
wortet werden.

2.7.3.5 Reale Berechnung der cut-w eights

Wie bereits schon angedeutetberechnet unsere�zien ter Algorithmus nicht wirklich
die cut-weights der Kanten desminimalen Spannbaumes.Dies passiertgenaudann,
wennesim minimalen Spannb•aumemehrereKanten desselbenGewichtesgibt. Dazu
betrachten wir dasBeispiel,das in Abbildung 2.78angegeben ist.

Hier stellen wir fest, das alle Kanten des minimalen Spannbaumesein Kantenge-
wicht von 5 besitzen.Somit sind alle Kanten desBaumeslink-edges.Zuerst stellen
wir fest, dassdie cut-weight der Kante f 2; 3g, die in der Wurzel des kartesischen
Spannbaumes,mit 3 korrekt berechnet wird, da ja auch die Kante f 1; 3g der nied-
rigste gemeinsameVorfahre von 1 und 3 im kartesischen Baum ist.

Im Gegensatzdazu wird die cut-weight der Kante f 1; 2g desminimalen Spannbau-
mesfalsch berechnet. DieseKante erh•alt die cut-weight 1, da die Kante f 1; 2g der
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D ` 1 2 3
1 0 1 3
2 0 2
3 0

Dh 1 2 3
1 0 5 6
2 0 5
3 0

1 2 3

f 1; 2g3

f 2; 3g1

Abbildung 2.78:Beispiel:Falsche Berechnung der cut-weights

niedrigste gemeinsameVorfahre von 1 und 2 ist. Betrachten wir jedoch den Pfad
von 1 •uber 2 nach 3, dann stellen wir fest, dassauch die Kante f 1; 2g einelink-edge
im Pfad von 1 nach 3 im minimalen Spannbaum ist und die cut-weight der Kante
f 1; 2g im minimalen Spannbaum daher ebenfalls3 seinm•usste.

Eine einfache L•osungw•are esdie Kantengewicht in�nitesimal sozu ver•andern,dass
alle Kantengewichte im minimalen Spannbaum eindeutigw•aren.Wir k•onnenjedoch
auch zeigen,dassder Algorithmus weiterhin korrekt ist, obwohl er die cut-weights
von manchen Kanten falsch berechnet.

Zuerst •uberlegenwir uns, welche Kanten eine falsche cut-weight bekommen. Dies
kann nur bei solchen Kanten passieren,derenKantengewicht im minimalen Spann-
baum nicht eindeutig ist. Zum anderenm•ussendieseKanten bei der Konstruktion
desminimalen Spannbaumesvor den anderenKanten gleichen Gewichtes im mini-
malenSpannbaumeingef•ugt wordensein.Diesbedeutet,dassdieseKante im kartesi-
schen Baum ein Nachfahre eineranderenKante desminimalen Spannbaum gleichen
Gewichtes seinmuss.

•Uberlegenwir uns, was im Algorithmus passiert.Wir entfernen ja die Kanten aus
dem minimalen Spannbaum nach fallendemcut-weight. Somit wird von zwei Kan-
ten im minimalen Spannbaum, die dasselbe Kantengewicht besitzen und dieselbe
cut-weight besitzensollten, die Kante entfernt, die sich weiter oben im kartesischen
Baum be�ndet. Damit zerf•allt der minimale Spannbaum in zwei Teileund die beiden
Knoten der untere Schranke, die f•ur die cut-weight der entfernten Kante verantwort-
lich sind, be�nden sich in zwei verschiedenenZusammenhangskomponenten.

Somit ist die cut-weight der Kante, die urspr•unglich falsch berechnet worden, in der
neuenZusammenhangskomponente jetzt nicht mehr ganzsofalsch. Entweder ist sie
f•ur die konstruierte Zusammenhangskomponente korrekt und wir k•onnenmit unse-
rem Algorithmus fortfahrten und er bleibt korrekt. War sieandernfallsfalsch, be�n-
det sich in minimalen Spannbaum dieserZusammenhangskomponente eine weitere
Kante mit demselben Gewicht, die im kartesischen Baum ein Vorfahre der betrach-
teten Kante ist und die ganzeArgumentation wiederholt sich.

Also obwohl der Algorithmusnicht die richtigen cut-weights berechnet, ist zumindest
immer die cut-weight der Kante mit der schwerstencut-weight korrekt berechnet und
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diesgen•ugt f•ur die Korrektheit desAlgorithmusv•ollig, wie einekurze Inspektion des
zugeh•origen Beweisesergibt.

2.7.4 Approximationsprobleme

Wir kommenjetzt noch einmalzu demApproximationsproblemf•ur Distanzmatrizen
zur•uck.

Ul trametrisches Appr oximationspr oblem

Eingab e: Eine n � n-Distanzmatrizen D.
Gesucht: Eine ultrametrische Distanzmatrix D 0, die jjD � D 0jj minimiert.

Das entsprechendeadditive Approximationsproblem ist leider N P-hart. Das ultra-
metrische Approximationsproblemkann f•ur die Maximumsnormjj � jj1 in Zeit O(n2)
gel•ost werden.F•ur die anderenp-Normenist dasProblemebenfallswiederN P-hart.

Theorem 2.94 Das ultrametrische Approximationsproblem f•ur die Maximums-
norm kann in linearer Zeit (in der Gr•o�e der Eingabe) gel•ost werden.

Bew eis: SeiD die gegebeneDistanzmatrix. Eigentlich m•ussenwir nur einminimales
" > 0 bestimmen,so dasseseine ultrametrische Matrix U mit U 2 [D � "; D + "]
gibt. Hierbei ist D + x de�niert durch D = (di;j + x) i;j .

Wir berechnen also zuerst wieder den minimalen Spannbaum T f•ur G(D). Dann
berechnenwir die cut-weights f•ur die Kanten desminimalen SpannbaumesT. Dabei
w•ahlen wir f•ur jede Kante e ein minimales " e, so dassdie Knotenpaare separabel
sind, d.h. CW(e) � "e � D(e) + "e f•ur alle Kanten e 2 E(T) .

Damit diesf•ur alle Kanten desSpannbaumesgilt, w•ahlen" alsdasMaximum dieser,
d.h.

" := maxf "e : e 2 E(T)g =
1
2

maxf CW(e) � D(e) : e 2 E(T)g:

Dann f•uhren wir denselben Algorithmus wie f•ur das ultrametrische Sandwich Pro-
blem mit D ` := D � " und Dh = D + " durch.
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2.8 Splits und Split Graphen

In diesemAbschnitt stellen wir eineandereM•oglichkeit vor, wie man zu gegebenen
Distanzmatrizenphylogenetische B•aume(hier besserNetzwerke) konstruierenkann,
auch wenn die Distanzmatrizen nicht notwendigerweiseultrametrisch oder additiv
sind. DieserAbschnitt orientiert sich im Wesentlichen am Skript von Daniel Huson.

2.8.1 Splits in B•aumen

Zun•achst einmal m•ussenwir noch ein paar Grundlagen formalisieren, die wir auf
die eineoder andereArt schon kennengelernt haben. De�nieren wir zuerst,waswir
unter einemSplit verstehenwollen.

De�nition 2.95 Sei X eine Mengevon Taxa. Eine Bipartition (A; A) von X mit
A [ A = X und A \ A = ; wird als Split bezeichnet.

Eine Mengevon Bipartitionen von X wird als Mengevon Splits •uber X bezeichnet.

De�nieren wir nun waswir in diesemAbschnitt unter einemphylogenetischenBaum
verstehenwollen.

De�nition 2.96 Sei T ein freier Baum und X eine Mengevon Markierungen. T
hei�t ein Baum •uber X , wenneinige seiner Knoten mit Elementenaus X markiert
sind und jedesElement aus X genaueinmal als Markierung in T auftritt

In einemphylogenetischen Baum •uber X de�niert jede Kante eine Bipartition der
Taxa, alsoeinenSplit.

De�nition 2.97 Sei T ein Baum •uber X . Eine Kante e 2 E(T) de�niert einen
Split �( e) = f A; Ag durch die Partitionierung von X = A [ A mit A \ A = ; , wobei
A und A die Mengender Markierungenin denbeidenB•aumevon (V(T); E(T)nf eg)
sind.

Mit �( T) bezeichnenwir die Mengealler Splits einesBaumes,d.h

�( T) = f �( e) : e 2 E(T)g:

Ein solcher Split, der durch eine Kante eines phylogenetischen Baumes de�niert
wird, ist im folgendenBeispiel in Abbildung 2.79 illustriert.

Kommen wir nun zur De�nition der Gr•o�e einesSplits und der von trivialen Splits.
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a

b

c d

e

f
q

�( q) = ff a;b;c;dg; f e;f gg

Abbildung 2.79:Beispiel:Ein Split, der durch die Kante q induziert ist

De�nition 2.98 Sei T ein Baum •uber X und S = f A; Ag ein Split von T, dann
ist minfj Aj; jAjg die Gr•o�e einesSplits.

Ein Split hei�t trivialer Split, wenn seineGr•o�e gleich1 ist.

Triviale Splits entsprechen in phylogenetischen B•aumen denjenigenSplits, die von
einer zu einemBlatt inzidenten Kante erzeugtwerden.

F•uhren wir nun noch eine hilfreich Notation ein, die uns eine Unterscheidung der
beidenMengender Bipartition einfacher bezeichnen l•asst.

Notation 2.99 Sei S = f A; Ag 2 �( T) ein Split eines Baumes,dann bezeichnet
S(x) bzw.S(x) die Mengeder Bipartition desSplits, die x 2 X enth•alt bzw.nicht
enth•alt:

S(X ) =
�

A f•ur x 2 A;
A sonst,

bzw. S(X ) =
�

A f•ur x =2 A;
A sonst.

F•ur den Split S = �( q) in Abbildung 2.79gilt:

S(a) = S(b) = S(c) = S(d) = S(e) = S(f ) = f a;b;c;dg;

S(a) = S(b) = S(c) = S(d) = S(e) = S(f ) = f e;f g:

Kommen wir nun zur ersten zentralen De�nition von kompatiblen Splits, die uns
eine Charakterisierungvon Splits •uber X erlaubt, die von einem phylogenetischen
Baum induziert werden.
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De�nition 2.100 Sei X eine Mengevon Taxa und � eine Mengevon Splits •uber
X . Zwei Splits S1; S2 2 � mit Si = f A i ; A i g f•ur i 2 [1 : 2] hei�en kompatibel, wenn
einer der vier folgendenDurchschnitteleer ist:

A1 \ A2; A1 \ A2 A1 \ A2; A1 \ A2:

Eine Menge � von Splits hei�t kompatibel, wenn jedes Paar von Splits S;S0 2 �
kompatibel ist.

S1 = ff a;bg; f c;d;egg

S2 = ff a;b;cg; f d;egg

S3 = ff a;b;c;dg; f egg

S4 = ff a;cg; f b;d;egg

Abbildung 2.80: Beispiel: � = f S1; S2; S3g ist kompatibel, � 0 = f S1; S2; S3; S4g ist
nicht kompatibel

In Abbildung 2.80 sind vier Splits •uber X = f a;b;c;d;eg angegeben. Dabei ist
� = f S1; S2; S3g kompatibel, w•ahrend � 0 = f S1; S2; S3; S4g nicht kompatibel ist.

Kommen wir nun zu der bereits angek•undigten Charakterisierungvon Splits •uber
X , die von einemphylogenetischen Baum stammen.

Theorem 2.101 Eine Menge� von Splits •uber X , die alle trivialen Splits von X
enth•alt, ist genaudann kompatibel, wenn es einen Baum T •uber X mit �( T) = �
gibt.

Bew eis: ( : Sei also T ein Baum •uber X . Betrachten wir zwei Splits aus �( T),
namentlich �( e) und �( f ) f•ur zwei Kanten e;f 2 E(T), wie in der folgendenAbbil-
dung 2.81illustriert.

O�ensichtlich gilt

�( e) = f X (T1); X (T2) [ X (T3)g;

�( f ) = f X (T1) [ X (T2); X (T3)g;

wobei X (T) die Mengeder MarkierungenausX f•ur einenBaum T bezeichnet. Wie
man leicht sieht, sind �( e) und �( f ) kompatibel, da X (T1) \ X (T3) = ; .

) : Wir gebenhierzu in Abbildung 2.82einenAlgorithmus zur Konstruktion eines
Baumes•uber X mit �( T) = � an. O�ensichtlich wird ein Baum •uber X konstruiert.
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e

f

T

T1

T2
T3

Abbildung 2.81:Skizze:Splits in T

Zu Beginn erf•ullt der Stern als Baum alle trivialen Splits. F•ur jeden hinzugef•ugten
nichttrivialen Split S 2 � wird im Baum eineneueKante f erzeugt,sodass�( f ) = S
ist. Im Folgendengilt: � (e) = S(x1), wobei S = �( e).

Wir zeigendazu, dassf•ur jede Kante f 2 F die Beziehung S(x1) = � (f ) gilt. F•ur
einenWiderspruch seix3 2 S(x1), aber x3 2 � (f ). Da f 2 F , mussesein x2 2 S(x1)

Splits2Tree
let T be a star tree with n leaveslabeledwith elements from X = f x1; : : : ; xng;
let V(T) = f v0; v1; : : : ; vng, wherev0 is the center of T and vi is labeledwith x i ;
let T be a rooted tree with root v1;
for each e = (v0; vi ) 2 E(T)

let � (e) = f x i g;
// for each edgee 2 E(T) the following invariant holds:
// � (e) = S(x1) whereS = �( e).

for each non-trivial S 2 � do
f

let v = v1;
while (there exists only oneedgee = (v; w) s.t. � (e) \ S(x1) 6= ; )

let v := w;
let F =

�
f = (v; w) : � (f ) \ S(x1) 6= ;

	
;

insert a new node v0 and an edge(v; v0) in T;
for each f = (v; w) 2 F do
f

remove f from T;
insert (v0; w) in T;
let � ((v0w)) =

S
f 2 F � (f );

g
g

Abbildung 2.82:Algorithmus:Konstruktion einesBaumesauseinerMengevon Splits
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geben. Beachte dassnach Konstruktion jF j > 1 gilt. Sei also f 6= g 2 F und sei
somit x4 2 S(x1). Dies ist in der folgendenAbbildung 2.83illustriert.

x1 v

x2

x3

x4

f

g

Abbildung 2.83:Skizze:Annahme S 6= �( f )

Damit erhalten wir die beidenSplits

S = ff x1; x3; : : :g; f x2; x4; : : :gg

�( f ) = ff x1; x4; : : :g; f x2; x3; : : :gg

O�ensichtlich sind dannS und �( f ) nicht kompatibel. Da jedoch �( f ) bereitsvorher
hinzugef•ugt wurde und einen Split S0 2 � repr•asentiert, w•are dann also � nicht
kompatibel gewesen.Dies ist o�ensichtlich ein Widerspruch zur Voraussetzungdes
Satzes.

In Abbildung 2.84ist noch einmal en Beispiel f•ur die Konstruktion einesSplit Trees
f•ur die folgendeMengevon Splits angegeben:

S1 := ff a;bg; f c;d;e;f gg;

S2 := ff a;b;c;dg; f e;f gg;

S3 := ff a;b;e;f g; f c;dgg

sowie allen trivialen Splits.

Wir k•onnen jetzt noch eine Absch•atzung der Anzahl kompatibler Splits •uber X in
Abh•angigkeit von jX j als unmittelbare Folgerungangeben.

Korollar 2.102 Sei X eine Mengevon n Taxa und � eine Mengevon kompatiblen
Splits •uber X , dann ist � = O(n).

Bew eis: Eine Mengevon Splits •uber X , die von einemphylogenetischen Baum T
stammt, umfasst h•ochstensso viele Splits, wie T Kanten enth•alt. Da T nur mit n
Taxa markiert ist, kommennur B•aumemit maximal n Bl•attern in Frage,ansonsten
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a

b c d e f

a

b

c d e f

a

b

c d

e f

a

b

c d e f

Abbildung 2.84: Beispiel: Konstruktion eines Split Tree f•ur ff a;bg; f c;d;e;f gg,
ff a;b;c;dg; f e;f gg, ff a;b;e;f g; f c;dgg und den trivialen Splits

k•onnen wir, wie •ublich, unmarkierte Bl•atter sukzessive entfernen, ohne die Menge
der Splits zu ver•andern. Da ein freier Baum mit n Bl•attern maximal n � 2 innere
Knoten besitzt, hat ein solcher Baum maximal 2n � 3 Kanten. Daraus folgt die
Behauptung.

Aus dem Beweisk•onnenwir auch einene�zien ten Algorithmus zur Rekonstruktion
phylogenetischer B•aumeausSplits ableiten.

Korollar 2.103 F•ur eine gegebene Menge � von kompatiblen Splits •uber X l•asst
sich der zugeh•orige Baum T •uber X mit �( T) = � in Zeit O(n2) im worst-caseund
in Zeit O(n log(n)) im average-casekonstruieren.

Bew eis: Wir m•ussennur noch die Laufzeit bestimmen.Da f•ur eineMengeX mit
n Elementen eineMengekompatibler Splits maximal O(n) Bipartitionen enthalten
kann, wird dir foreach-Schleife im Algorithmus maximal O(n) mal durchlaufen.

JederBaum mit n Markierungen,in demeskeineunmarkierten Bl•atter gibt, besitzt
maximal O(n) Kanten bzw. Knoten. Der Durchmesser(L•angeeinesl•angstenPfades)
einessolchenBaumesbetr•agt alsmaximal O(n). Da sich dasAbarbeiten einesSplits
in konstanter Zeit erledigenl•asst, ist die Laufzeit im worst-caseO(n2).

Im average-casehat ein solcher Baum einen Durchmesservon O(log(n)), so dass
dann die Laufzeit im average-casedurch O(n log(n)) beschr•ankt ist.

Wir de�nieren jetzt noch die Distanz von Taxa, wenn im phylogenetischen Baum
•uber X Kantengewichte gegeben sind. Diesentspricht im Wesentlichen der Distanz-
funktion im Falle additiver B•aume.
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De�nition 2.104 Sei T ein Baum •uber X mit nichtnegativenKantengewichtende.
Die Baumdistanz zwischenzwei Knoten a und b ist de�niert durch:

dT (a;b) :=
X

e2 P (a;b)

de;

wobei P(a;b) der eindeutigePfad von a nach b in T ist.

Wir k•onnen auch mit Hilfe der Splits einesphylogenetischen Baumeseine Distanz
zwischen den Taxa de�nieren.

De�nition 2.105 Sei T ein Baum •uber X mit nichtnegativenKantengewichtende.
Die Splitdistanz zwischena und b ist de�niert durch:

d� (a;b) :=
X

�( e)2 �( a;b)

de;

wobei
�( a;b) := f S 2 �( T) : b =2 S(a)g :

Zwar haben wir jetzt zwei verschiedeneDe�nition f•ur einenAbstand zwischen Taxa
in einemphylogenetischen Baum •uber X , aber wir k•onnenzeigen,dassdie Distanz
in beidenF•allen gleich ist.

Lemma 2.106 Sei T ein Baum •uber X mit nichtnegativen Kantengewichten.Es
gilt: dT (a;b) = d� (a;b) f•ur alle a und b.

Bew eis: Betrachten wir den eindeutigenPfad P(a;b) zwischen a und b in T, wie
in der folgendenAbbildung 2.85 angegeben. O�ensichtlich gilt, dassein Split �( e)

a

b

P(a;b)

T

Abbildung 2.85:Skizze:Eindeutiger Pfad P(a;b) in T
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nur dann in �( a;b) sein kann, wenn e 2 P(a;b) ist. Damit folgt die Behauptung
sofort.

Die ErgebnissediesesAbschnitts waren nur eine Vorarbeit, um das allgemeinere
Konzept einesSplit Graphen im n•achsten Abschnitt einf•uhren zu k•onnen.

2.8.2 Split Graphen

Wir f•uhren zun•achst eine Verallgemeinerungvon kompatiblen Splits ein. Wie wir
gesehenhaben,entsprechenkompatible Splits geradephylogenetischenB•aumen.Wir
wollen jetzt eineerweitere Klassevon Graphen f•ur Phylogenienpr•asentieren.

De�nition 2.107 SeienSi = f A i ; A i g f•ur i 2 [1 : 3] drei Splits •uber X . Die Splits
S1, S2 und S3 hei�en schwach kompatibel, wenn mindestenseiner der folgenden
Schnitte

A1 \ A2 \ A3; A1 \ A2 \ A3; A1 \ A2 \ A3; A1 \ A2 \ A3

und mindestenseiner der folgendenSchnitte

A1 \ A2 \ A3; A1 \ A2 \ A3; A1 \ A2 \ A3; A1 \ A2 \ A3

leer sind. Eine Mengevon Splits hei�t schwach kompatibel, wenn je drei Elemente
miteinander schwachkompatibel sind.

Die jeweils vier Schnitte von drei Mengensind in der Abbildung 2.86 noch einmal
graphisch dargestellt. Die De�nition von schwach kompatible besagt, dasssowohl
in der linken Zeichnung als auch in der rechten Zeichnung in der Abbildung jeweils
einer der vier farbig dargestelltenSchnitte leer seinmuss.

Wir zeigenals n•achstes,dassschwach kompatible Splits wirklich eine Erweiterung
von kompatiblen Splits sind.

Lemma 2.108 SeienSi = f A i ; A i g f•ur i 2 [1 : 3] drei Splits •uber X . Sind S1 und
S2 kompatibel, dann sind S1, S2 und S3 schwachkompatibel.

Bew eis: Sind S1 und S2 kompatibel, dann ist einer der folgendenSchnitte leer:

A1 \ A2; A1 \ A2; A1 \ A2; A1 \ A2:

Wir f•uhren jetzt eineFallunterscheidungdurch, je nachdem,welcher der vier Durch-
schnitte leer ist:
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A1

A2

A3

A1

A2

A3

Abbildung 2.86: Skizze: M•ogliche leere Schnitte in der De�nition der schwachen
Kompatibilit •at

A1 \ A2 = ; : Dann sind sowohl A1 \ A2 \ A3 als auch A1 \ A2 \ A3 leer.

A1 \ A2 = ; : Dann sind sowohl A1 \ A2 \ A3 als auch A1 \ A2 \ A3 leer.

A1 \ A2 = ; : Dann sind sowohl A1 \ A2 \ A3 als auch A1 \ A2 \ A3 leer.

A1 \ A2 = ; : Dann sind sowohl A1 \ A2 \ A3 als auch A1 \ A2 \ A3 leer.

Also sind S2, S2 und S3 zueinanderschwach kompatibel.

Auf der anderenSeite gibt eseine Mengevon drei Splits, die schwach kompatibel
sind, wo aber jedesPaar von Splits nicht kompatibel ist. Eine solche Mengevon drei
Splits ist in der folgendenAbbildung 2.87angegeben.

a

b

c a

b

c

ff a;b;cg; f d;e;f gg

ff b;c;dg; f e;f ; agg

ff c;d;eg; f f ; a;bgg

Abbildung 2.87: Beispiel: Mengevon 3 schwach kompatiblen Splits, die paarweise
nicht kompatibel sind

Beobachtung 2.109 Es existieren dreielementigeMengen von schwachkompati-
blen Splits, in denenjedesPaar von verschiedenenSplits nicht kompatibel ist.
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Wir wollen jetzt so genannte Split Graphende�nieren. Diesesind eineErweiterung
von phylogenetischen B•aumenund stellen phylogenetische Netzwerke dar, da Split
Graphen in der Regelnicht kreisfrei sind.

De�nition 2.110 Sei � eine Mengevon schwachkompatiblen Splits •uber X , dann
ist der Split Graph G(�) ein Graph mit den folgendenEigenschaften:

� Alle Bl•atter (und eventuell einige andere Knoten) sind mit Elementenaus X
markiert.

� Die Kanten sind mit Splits (also Elementenaus � ) markiert.

� Der Graph zerf•allt genau dann in zwei Zusammenhangskomponenten, wenn
alle Kanten mit derselben Markierung entfernt werden.

� Der Graph ist minimal unter allen Graphenmit diesenEigenschaften.

Der Beweis, dasssolche Split Graphen f•ur schwach kompatible Mengenvon Splits
wirklich existieren,f•uhren wir aufgrund seinerKomplexit•at hier nicht aus.

In der folgenden Abbildung 2.88 ist ein Beispiel f•ur einen Split Graphen •uber
X = f a;b;c;d;e;f g angegeben. Entfernt man dort alle Kanten, die mit einemSplit
markiert sind, entstehen genauzwei Zusammenhangskomponenten, die die Markie-
rungen genauwie der Split in dieselbe Bipartition aufteilt.

a

b

c

d

e

f

S2

S3

S4 S2

S3

S4

S3

S1

S1 S1 = ff a;bg; f c;d;e;f gg

S2 = ff a;b;cg; f d;e;f gg

S3 = ff a; f ; eg; f b;c;dgg

S4 = ff a;b;f g; f c;d;egg

Abbildung 2.88:Beispiel:Ein Split Graph

Wie im Falle von phylogenetischen B•aumek•onnenwir auch im Falle von Split Gra-
phen eine Distanz zwischen zwei Taxa de�nieren, sofern jedem Split (und dadurch
den so markierten Kanten) ein Kantengewicht zugeordnetist.
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De�nition 2.111 Sei � eine Mengevon schwachkompatiblen Splits •uber X und
sei G(�) der zugeh•orige Split Graph, in demeine Kante mit Markierung S 2 � das
Gewicht d(S) zugeordnet wird. Die Distanz in G(�) zwischena und b ist de�niert
durch

dG(a;b) := min

(
X

e2 p

d(S) : p 2 P(a;b)

)

:

Auch •uber die Splits l•asst sich wie im Falle phylogenetischer B•aumef•ur Split Gra-
phen eineDistanz de�nieren.

De�nition 2.112 Sei � eine Mengevon schwachkompatiblen Splits •uber X und
sei d eine Mengevon nichtnegativenWerten, die jedem Split S 2 � den Wert d(S)
zuordnet. Die Splitdistanz zwischenzwei Elementena;b2 X ist de�niert durch:

d� (a;b) :=
X

S2 �( a;b)

d(S);

wobei �( a;b) =
�

S 2 � : a 2 S(b)
	

.

Wie im Falle von phylogenetischen B•aumen ist die Distanz f•ur beide De�nition
wieder gleich.

Lemma 2.113 Sei � eine schwachkompatible Mengevon Splits •uber X und G(�)
der zugeh•orige Split Graph. Dann gilt: d� (a;b) = dG(a;b).

Den Beweis wollen wir aufgrund seinerKomplexit•at auch hier wieder auslassen.Im
Prinzip m•ussenwir auch hier wieder zeigen,dass in der Berechnung der Distanz
Kanten mit gleicher Markierung h•ochstenseinmal im k•urzestenPfad auftreten.

8. Juli

2.8.3 D -Splits

In diesemAbschnitt wollen nun der Fragenachgehen,wie man ausDistanzmatrizen
eine Menge schwach kompatibler Splits konstruieren kann, f•ur die wir ja, wie wir
gesehenhaben, Split Graphenkonstruierenk•onnen.

De�nition 2.114 Sei D eine Distanzmatrix •uber X . Ein Split S = f A; Ag •uber X
hei�t D-Split, wenn f•ur alle i; j 2 A und f•ur alle k; ` 2 A gilt:

D ij + Dk` < maxf D ik + D j ` ; D i` + D j kg:
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Anschaulich bedeutetdiesin Split Graphen,dassi und j sowie k und ` am n•achsten
beieinanderliegen. In Abbildung 2.89 ist dies innerhalb von Split Graphen darge-
stellt, wobei die L•angen der Kanten beliebig, aber positiv sein k•onnen. Beachte,
dassdabei achsenparalleleKanten zum selben Split geh•oren und daher auch das-
selbe Kantengewicht besitzenm•ussen!Die linken beiden Figuren k•onnen dabei f•ur
D-Splits auftreten, die rechteste jedoch nicht, da hier D ik + D j ` < D ij + Dk` gilt.
Man beachte, dassauch die mittlere Situation unabh•angig von den Kantenl•angen
ein D-Split ist, da immer D ij + Dk` < D i` + D j k gilt.

i

j

k

`

i

j

k

`

i

j

k

`

Abbildung 2.89:Skizze:Situationen f•ur einenpotentiellen D-Split (f i; j gf k; `g)

Als n•achstesbeweisenwir, dassdie Mengevon D-Splits zu einerbeliebigenDistanz-
matrix D schwach kompatibel sind.

Lemma 2.115 Sei D eine Distanzmatrix •uber X . Die Mengealler D-Splits •uber
X ist schwachkompatibel.

Bew eis: SeienSi = f A i ; A i g f•ur i 2 [1 : 3] drei beliebigeD-Splits •uber X . F•ur einen
Widerspruchsbeweis nehmenwir an, dassS1, S2 und S3 nicht schwach kompatibel
sind.

Wir gehenzuerst davon aus,dassdie erstenvier Schnitte alle nicht leer sind. Dann
gibt esalsox; y; z; w 2 X mit:

x 2 A1 \ A2 \ A3

y 2 A1 \ A2 \ A3

z 2 A1 \ A2 \ A3

w 2 A1 \ A2 \ A3

Dies ist in der folgendenAbbildung 2.90 illustriert.
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A1

A2

A3

x

y

z

w

Abbildung 2.90:Skizze:die erstenvier Schnitte sind nicht leer.

Da S1, S2 und S3 D-Splits sind, gilt:

Dxw + Dyz < maxf Dxy + Dwz; Dxz + Dwyg

Dyw + Dxz < maxf Dyx + Dwz; Dxw + Dyzg

Dwz + Dxy < maxf Dwx + Dyz; Dwy + Dxz g

Mit den folgendenAbk•urzungen

� := Dxw + Dyz

� := Dyw + Dxz

 := Dwz + Dxy

gilt dann auch

� < maxf  ; � g

� < maxf  ; � g

 < maxf � ; � g

Da aber von drei Elementen einer total geordnetenMengeein gr•o�tes Element nicht
kleiner als die anderenbeiden Elemente sein kann, erhalten wir den gew•unschten
Widerspruch.
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Es bleibt noch der Fall, dassdie letzten vier Schnitte alle nicht leer sind. Dann gibt
esalsox; y; z; w 2 X mit:

x 2 A1 \ A2 \ A3

y 2 A1 \ A2 \ A3

z 2 A1 \ A2 \ A3

w 2 A1 \ A2 \ A3

Dies ist in der folgendenAbbildung 2.91 illustriert.

A1

A2

A3
x

y
z

w

Abbildung 2.91:Skizze:die letzten vier Schnitte sind nicht leer.

Da S1, S2 und S3 D-Splits sind, gilt:

Dxy + Dwz < maxf Dxz + Dwy; Dxw + Dyzg

Dyz + Dwx < maxf Dxy + Dwz; Dxz + Dwyg

Dxz + Dwy < maxf Dyx + Dwz; Dxw + Dyzg

Mit den folgendenAbk•urzungen

� := Dxw + Dyz

� := Dyw + Dxz

 := Dwz + Dxy

gilt dann auch

� < maxf  ; � g

� < maxf  ; � g
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 < maxf � ; � g

Da aber von drei Elementen einer total geordnetenMenge ein gr•o�tes Element
nicht kleiner als die anderen beiden Elemente sein kann, erhalten wir auch hier
den gew•unschten Widerspruch.

Jetzt wissenwir, dasswir zu jeder Distanzmatrix eineMengeschwach kompatibler
Splits ermitteln k•onnen.Wir m•ussenjetzt noch jedem Split ein Gewicht zuordnen,
um die Distanzmatrix v•ollig in einen Split Graph umsetzenzu k•onnen.Dazu de�-
nieren wir den so genannten Isolationsindex.

De�nition 2.116 Der IsolationsindexeinesD-Splits S = f A; Ag ist de�niert durch

� S := � D
S :=

1
2

min
i;j 2 A
k ;` 2 A

f maxf D ik + D j ` ; D i` + D j kg � (D ij + Dk` )g > 0:

Nach De�nition einesD-Splits folgt, dassder Isolationsindex einesD-Splits stets
positiv sein muss. Wir wollen jetzt noch den Isolationsindex f•ur beliebige Splits
de�nieren (also nicht notwendigerweisevon D-Splits).

De�nition 2.117 Der IsolationsindexeinesSplits S = f A; Ag ist de�niert durch

� S := � D
S :=

1
2

min
i;j 2 A
k ;` 2 A

f maxf D ik + D j ` ; D i` + D j k ; D ij + Dk`g � (D ij + Dk`)g � 0:

Mit dieserDe�nition stimmt dieserIsolationsindexf•ur D-Splits mit der alten De�ni-
tion •uberein. Der Isolationsindexvon D-Splits ist alsoweiterhin positiv. Im Gegen-
satz dazu ist der IsolationsindexeinesSplits, der kein D-Split ist, genau0.

Wir de�nieren jetzt noch die sogenannte Split-Metrik.

De�nition 2.118 F•ur jeden Split S = f A; Ag ist die Split-Metrik � S de�niert
durch:

� S(i; j ) :=
�

0 i; j 2 A _ i; j 2 A
1 sonst

Man beachte, dasses sich hierbei eigentlich nicht um eine Metrik handelt, da die
De�nitheit nicht erf•ullt ist. Oft bezeichnet man solche nichtnegative zweiwertige
Funktionen, die die Symmetrie und die Dreiecksungleichung erf•ullen sowie auf auf
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einemPaar von gleichen Elementen Null liefern einePseudometrik. Man kann hier
auch sagen,dasses sich um die diskrete Pseudometrikauf der Bipartition f A; Ag
•uber X handelt.

Mit Hilfe der Split-Metrik und der Isolationsindizesk•onnen wir die Distanzmatrix
D auf eindeutigeWeisezerlegen.

Theorem 2.119 JedeDistanzmatrix D •uber X erlaubt die folgendeeindeutigeZer-
legung

D ij =

0

@
X

S2 �( X )

� D
S � � S(i; j )

1

A + D 0
ij ;

wobei D 0 eine X � X -Matrix mit nichtnegativen Eintr •agenist, die keine D 0-Splits
erlaubt.

Auch diesenSatz wollen wir aufgrund der Komplexit•at seinesBeweisesunbewiesen
lassen.

Es gilt jedoch o�ensichtlich:

D ij �
X

S2 �( X )

� D
S � � S(i; j ):

Somit stellen die Isolationsindizeseine einfache untere Schranke f•ur die gegebene
Distanzmatrix dar.

Wir halten noch den folgendenFakt ohneBeweis fest.

Lemma 2.120 Die Anzahl der D-Splits ist durch
� jX j

2

�
beschr•ankt.

Alle D-Splits f•ur eineDistanzmatrix D •uber X k•onnenmit dem in Abbildung 2.92
angegebenenAlgorithmus berechnet werden.

Die Korrektheit de Algorithmus folgt aus der Tatsache, dassbeim Erweitern von
Splits •uber f x1; : : : ; xk� 1g zu Splits •uber f x1; : : : ; xkg nur Elemente hinzu kommen
und somit im Isolationsindexdie Werte nur fallen k•onnen,da die MengeElemente,
•uber die dasMinimum gebildet wird, gr•o�er wird. Somit kann kein Split mit einem
positiven Isolationsindexausgelassenwerden.

F•ur die Angabe eine Algorithmus zur Konstruktion einesSplit Graphen ben•otigen
wir noch die De�nition von sogenannten konvexenMengen.
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Compute D-Splits D[]
Let X = f x1; : : : ; xng;
� 0 = ; ;
for (k = 2; k � n; k++ )
f

� k = ; ;
for each (S = f A; Ag 2 � k� 1)
f

if (� D
S0 > 0 whereS0 = f A [ f xkg; Ag)
� k = � k [ f S0g;

if (� D
S0 > 0 whereS0 = f A; A [ f xkgg)
� k = � k [ f S0g;

if (� D
S0 > 0 whereS0 = ff x1; : : : ; xk� 1g; f xkgg)
� k = � k [ f S0g;

g
g

Abbildung 2.92:Algorithmus: Berechnung aller D-Splits

De�nition 2.121 Sei G ein Split Graph •uber X und sei A � X . Sei VA � V (G)
die Mengealler knoten, die mit Markierungen aus A markiert sind. VA bezeichnet
dann die konvexeH•ulle von VA und ist induktiv wie folgt de�niert.

� VA � VA ;

� 9a;b2 VA ; v 2 V(G) : dG(a;v) + dG(v; b) � dG(a;b) ) v 2 VA :

Hierbei bezeichnetdG(a;b) wieder dasGewicht einesgewichtsminimalenPfadesvon
a nach b in G.

Mit Hilfe der konvexenMengenk•onnenwir eineAlgorithmus zur Konstruktion von
Split Graphen in Abbildung 2.93 angeben. Der Algorithmus konstruiert eigentlich
nicht wirklich eine Split Graphen, da er die vierte Bedingunggelegentlich verletzt,
d.h. der Graph ist nicht minimal, er kann zus•atzliche Kanten enthalten.

Die Idee des Algorithmus ist, dasser mit einem Knoten beginnt, der alle Markie-
rungen besitzt. F•ur jeden nichttrivialen Split werdendie kleinsten Teilgraphen,die
jeweils eine Menge des Splits repr•asentieren, gefunden.Dann werden die beiden
Teilgraphen •uber eine neueDimension auseinandergezogen,wobei der Schnitt der
beiden kleinsten teilgraphen quasi verdoppelt wird. Ein solcher Split Graph f•ur k
D-Splits ist somit ein Teilgraph einesk-dimensionalenHyperw•urfels. Zum Schluss
werden noch die trivialen Splits eingebaut, in dem jeder markierte Knoten um ein
Blatt erweitert wird, in dem dann die Markierung gespeichert wird.
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Genera teSpil tsGraph (D-Splits � )
for each (S = f A; Ag 2 �) do
f

Construct VA und VA ;
Let H := VA \ VA ;
for each (v 2 H ) do
f

let v+ and v� be new nodes;
add edgef v+ ; vg labeledwith S;

g
for each (f r; sg 2 E(G) \

� H
2

�
) do

f
add edgef r + ; s+ g labeledwith the label of f r; sg;
add edgef r � ; s� g labeledwith the label of f r; sg;

g
for each (w 2 VA n H ) do

if (f v; wg 2 E(G))
add edgef v+ ; wg labeledwith the label of f v; wg;

for each (w 2 VA n H ) do
if (f v; wg 2 E(G))

add edgef v� ; wg labeledwith the label of f v; wg;
deleteH and incident edges;

g

Abbildung 2.93:Algorithmus: Konstruktion einesSplit Graphenauseiner D-Splits

In Abbildung 2.94ist noch ein Beispielf•ur die Konstruktion einesSplit Graphenf•ur
de folgendenSplits angegeben:

S1 := ff 1; 5; 6g; f 2; 3; 4; 7gg;

S2 := ff 1; 2; 3; 7g; f 4; 5; 6gg;

S3 := ff 1; 2; 5; 6; 7g; f 3; 4gg;

S4 := ff 1; 2; 5; 6g; f 3; 4; 7gg;

S5 := ff 1; 2; 3; 6; 7g; f 4; 5gg

sowie allen trivialen Splits. In der Abbildung 2.94 ist der Schnitt H jeweils rot
dargestellt.

13. Juli
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1; 2; 3; 4; 5; 6; 7 1; 5; 6 2; 3; 4; 7

1; 5; 6 2; 3; 4; 7 5; 6

1

4

2; 3; 7

5; 6

1

4

2; 3; 7

5; 6

1 2; 7

4

3

5; 6

1 2; 7

4

3

5; 6

1 2

7

4

3

4

5; 6

1 2

7

3

5

4

6

1 2

7

3

5

4

6

1 2

7

3

Abbildung 2.94:Beispiel:Konstruktion einesSplit Graphen
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Kombinato rische Proteinfaltung 3

3.1 Inverse Proteinfaltung

In diesemAbschnitt werden wir uns mit der Modellierung der inversenProteinfal-
tung besch•aftigen. Bei der inversenProteinfaltung ist die r•aumliche Struktur des
Proteins (besserdes Backbones) bekannt, es wird nur die Zuordnung der Amino-
s•auren auf die einzelnenPositionen gesucht.

3.1.1 Grand Canonical Mo del

Ein erstes,bekanntes Modell f•ur die inverseProteinfaltung wurde von Sun, Brem,
Chan und Dill beschrieben. Hierbei ist die Konformation desbetrachteten Proteins
vollst•andig bekannt, d.h. die Positionen der einzelnenAtome (oder zumindest der
C� -Atome) sowie die Ober •achen der einzelnenAminos•aurerestezur L•osungsind
bekannt. Die letzten Werte k•onnen auch durch Computerberechnungen und einige
Vereinfachungenn•aherungsweiseberechnet werden.Ziel ist es,eineZuordnung von
Aminos•auren auf die einzelnenPositionenzu bestimmen,sodasseinegegebene(im
Folgendengenauerbeschriebene)Energiefunktion minimiert wird.

Gegeben: Vollst•andige 3-dimensionaleStruktur des Proteins. Durch Angabe des
Ortes der C� -Atome und eventuell der Seitenketten (der Ort desC� -Atoms).
F•ur die Seitenketten ist jeweils die Ober •ache bekannt, die zur L•osungexpo-
niert ist.

SeiS 2 f H; Pgn , wobei H (S) = f i j Si = H g, dann ist

�( S) = � �
X

i;j 2 H ( S )
i<j � 2

g(dij ) + � �
X

i 2 H (S)

si

eineEnergiefunktion in Abh•angigkeit von S, die eszu minimieren gilt.

� H steht f•ur hydrophob, P f•ur polar.

� si entspricht der Ober •ache der i -ten Seitenkette.

� dij entspricht dem r•aumlichen Abstand der i -ten Aminos•aure zur j -ten
Aminos•aure.
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� Die Funktion g ist eineFunktion, die kleinereAbst•andebelohnt, z.B. (der
zugeh•orige Graph ist in Abbildung 3.1 skizziert)

g(x) =
� 1

1+ ex � c f•ur x � c;
0 sonst.

1
1+ ex � e

c

Abbildung 3.1: Skizze:Bewertungsfunktion g

Ganz einfach kann g auch wie folgt gew•ahlt werden:

g(x) =
�

1 f•ur x � c;
0 sonst.

� � und � sind Skalierungsfaktorenmit � < 0 und � > 0, z.B. � = � 2 und
� = 1=3.

Gesucht: S 2 f H; Pgn, die �( S) minimiert.

Hierbei wird durch die Energiefunktion � der Ausbildung hydrophober Kerne Rech-
nung getragen.Nahebeieinanderliegendehydrophobe Aminos•aurerestewerdenbe-
lohnt, w•ahrend hydrophobe Aminos•aurereste,die zur L•osungs•ussigkeit exponiert
sind, bestraft werden.

Weiterhin wird im Grand CanonicalModell implizit unterstellt, dasseineFolgevon
Aminos•auren,die die Energiefunktionf•ur die vorgegebenedreidimensionaleStruktur
minimiert, ebenfalls wieder die vorgegebene dreidimensionaleStruktur als native
Faltung einnimmt. Diesist nat•urlich a priori •uberhaupt nicht klar. Eskann durchaus
sein, dasseine solche, die Energiefunktion minimierende Aminos•auresequenzeine
ganzanderenative Faltung, d.h. dreidimensionaleStruktur, einnimmt.

Wir wollen im Folgendendas gegebeneProblem mit Hilfe einer Reduktion auf ein
Schnitt-Problem in Graphen in polynomieller Zeit sehre�zien t l•osen.
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3.1.2 Schnitte in Netzwerken

Um die geforderte Reduktion beschreiben zu k•onnen, m•ussenwir erst noch die
Begri�e einesNetzwerks und Schnitten darin formalisieren.

De�nition 3.1 Ein Netzwerk ist ein gerichteter Graph G = (V; E;  ), wobei
 : E ! R�

+ ist.

Im Allgemeinen betrachtet man in solchen Netzwerken noch zwei ausgezeichnete
Knoten, namentlich s; t 2 V . Um deutlich zu machen, welches die beiden ausge-
zeichneten Knoten sind, spricht man auch von s-t-Netzwerken.

DesWeiterenwird f•ur alle nicht vorhandenengerichteten Kanten ihr Gewicht auf 0
gesetzt,d.h  (u; v) = 0 f•ur (u; v) =2 E. Dann ist die Kantengewichtsfunktion nat•ur-
lich als Funktion  : V � V ! R+ zu verstehen.

s

a

b

c

d

t

1

2

3

4

6

2

2 3
5

Schnitt (V1; V2) von G.

V1 = f s;a;cg

V2 = f b;d; tg

c(V1; V2) = 3 + 2 + 4 + 9

Abbildung 3.2: Beispiel:Schnitt einesGraphen

De�nition 3.2 Sei G = (V; E;  ) ein Netzwerkund seiens; t 2 V. Ein s-t-Schnitt
ist eine Partition (V1; V2) von V = V1 [ V2 mit s 2 V1, t 2 V2.

Die Kapazit•at einess-t-Schnittes(V1; V2) ist gegeben durch:

c(V1; V2) =
X

x 2 V1;y 2 V2
( x;y ) 2 E

 (x; y):

Ac htung: Man beachte, dassbei der Kapazit•at einesSchnittes (X ; Y) nur Kanten
von X nach Y, aber nicht von Y nach X ber•ucksichtigt werden. Somit gilt im
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Allgemeinen:

c(V1; V2) 6= c(V2; V1);

c(V1; V2) 6= � c(V2; V1):

F•ur die Struktur und ihre zugeh•orige Energie-Funktion � de�nieren wir ein s-t-
Netzwerk G(�) = (V; E;  ) mittels

V := f s; tg [ f vi j i 2 [1 : n]g [ f uij j i < j � 2 ^ g(dij ) > 0g
| {z }

=: U=: U(�)

;

E := f (s;uij ) j uij 2 Ug [ f (vi ; t) j i 2 [1 : n]g [ f (uij ; vi ); (uij ; vj ) j uij 2 Ug:

Die Angabe der Kantengewichtsfunktion folgt sp•ater.

Beispiel: Wir geben der Einfachheit halber nur f•ur eine zweidimensionaleStruk-
tur das zugeh•orige Netzwerk (die gepunkteteLinien geben Abst•ande d an, f•ur die
g(d) > 0 gilt) in Abbildung 3.3 an:

1 2 3

456

7 8 9

g(dij ) > 0

s t

u16

u25

u58

u49

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

v9

Abbildung 3.3: Beispiel:einer•aumliche Struktur und daszugeh•orige Netzwerk

Kommen wir nun zur De�nition der Kantengewichtsfunktion des Netzwerks G(�)
f•ur die gegebeneStruktur und ihrer zugeh•origen Energiefunktion �:

 (s;uij ) := j� j � g(dij ) > 0;

 (vi ; t) := � � si > 0;

 (uij ; vi ) =  (uij ; vj ) := B + 1;

B := j� j
X

i<j � 2

g(dij ) � 0:

uij

vj

vi
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3.1.3 AbgeschlosseneMengen und minimale Schnitte

F•ur die weiteren Untersuchungen werden abgeschlosseneMengen und minimale
Schnitte in dem zur Energiefunktion zugeh•origenNetzwerk einewichtige Rolle spie-
len.

De�nition 3.3 Sei � eine Energiefunktion und G(�) daszugeh•orige s-t-Netzwerk.
Eine MengeX � V(G(�)) hei�t abgeschlossen,wenn

i) s 2 X und t =2 X ,

ii) 8uij 2 U : uij 2 X , vi 2 X 1 ^ vj 2 X .

Lemma 3.4 Wenn (X ; Y) ein minimaler (bzgl. der Kapazit•at) s-t-Schnitt in G ist
(mit s 2 X ), dann ist X abgeschlossen.

Bew eis: G besitzt o�ensichtlich einenSchnitt mit Kapazit•at B , n•amlich denSchnitt
(f sg; V n f sg). Sei (X ; Y) ein minimaler s-t-Schnitt.

Wir m•ussenzeigen,dassX abgeschlossenist. F•ur einenWiderspruchsbeweisnehmen
wir an, dassX nicht abgeschlossenist.

Fall 1: Seiuij 2 X ^ vi =2 X (dieserFall ist in Abbildung 3.4 illustriert):

uij vi

s
t

X Y

Abbildung 3.4: Skizze:Fall 1

Somit gilt c (X ; Y) �  (uij ; vi ) = B + 1. Dies ist jedoch ein Widerspruch zur
Minimalit •at von c(X ; Y).

Fall 2: vi ; vj 2 X ^ uij =2 X (dieserFall ist in Abbildung 3.5 illustriert):

Betrachte (X 0; Y 0) mit X 0 = X [ f uij g und Y 0 = Y n f uij g.
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vi

vj

uij

s
t

X Y

Abbildung 3.5: Skizze:Fall 2

Somit gilt c(X 0; Y 0) = C(X ; Y) �  (s;uij ) < c(X ; Y). Das ergibt einenWiderspruch
zur Minimalit •at von c(X ; Y).

Idee:

uij

vj

vi

Ist uij 2 X , dann werdendie Positioneni und
j als hydrophob markiert.

Beachte hierbei, dassf•ur abgeschlosseneMengenX mit uij 2 X auch vi ; vj 2 X gilt.

F•ur die weitere Diskussionben•otigen wir noch einigen•utzliche Notationen.

Notation 3.5 Sei S 2 f H; Pgn, dann bezeichne:

� H (S) := f i j si = H g =̂ f vi j si = H g

� X (S) := f s;vi ; vj ; uij j vi 2 H (S) ^ vj 2 H (S) ^ g(dij ) > 0g � V(G(�))

Notation 3.6 Sei X eine abgeschlosseneMengein G(�) , dann bezeichne:

� S(X ) 2 f H; Pgn , wobei genaudann(S(X )) i = H , wenn i 2 X .

Somit k•onnenwir dasfolgendeLemmaformulieren, dassf•ur abgeschlosseneMengen
eine •AquivalenzdesBetragsdeszugeh•origen Schnittes und der korrespondierenden
minimalen Energiekonstatiert.

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik I I I SS2004



3.1. InverseProteinfaltung 199

Lemma 3.7 Sei X eine abgeschlosseneMengein G(�) , dann ist die Kapazit•at des
s-t-Schnittes(X ; V n X ) mit s 2 X gleichB + �( S(X )).

Bew eis: Da X eineabgeschlosseneMengeist, gilt f•ur alle Kanten (x; y) 2 X � Y
(wobei Y := V n X ), dasssievon folgenderForm sind:

� Entweder (x; y) = (vi ; t), wenn vi 2 X ,

� oder (x; y) = (s;vj ), wenn vi =2 X _ vj =2 X .

Es gibt nat•urlich noch weitereKanten zwischenX und Y, n•amlich Kanten der Form
(uij ; vi ) 2 Y � X . Da dieseaber von Y nach X verlaufen,sind diesef•ur die Kapazit•at
desSchnittes nicht von Interesse.

Es gilt also:

c(X ; Y) =
X

u ij 2 V

f v i ;v j g* X

 (s;uij ) +
X

vi 2 X

 (vi ; t)

=
X

u ij 2 V

f v i ;v j g* X

j� j �  (dij ) +
X

vi 2 X

� � si

=
X

u ij 2 V

j� j � g(dij ) �
X

u ij 2 V

f v i ;v j g� X

j� j � g(dij ) +
X

vi 2 X

� � si

= B +
X

u ij 2 V

f v i ;v j g� X

� � g(dij ) +
X

vi 2 X

� � si

= B + �( S(X )):

15. Juli
Somit k•onnenwir statt der Minimierung der Energiefunktion � auch die Minimie-
rung einesSchnittes im zugeh•origen Netzwerk betrachten. Sei dazu im Folgenden
m := # ff i; j g j g(dij ) > 0g die Anzahl der Paare von Aminos•auren der gegebenen
Proteinstruktur, derenAbstand unter die vorgegebeneGrenzef•allt. Halten wir das
ErgebnisdiesesAbschnittes im folgendenLemma fest.

Lemma 3.8 Das inverseProteinfaltungsproblemim Grand Canonical Modell kann
in Zeit O(n2) auf ein 'Min-Cut-Pr oblem' in einem Netzwerkmit O(n + m) Knoten
und Kanten reduziert werden.

Version0.32 Fassungvom 5. Januar 2005



200 Kapitel 3. Kombinatorische Proteinfaltung

Bew eis: Wir m•ussennur noch die Behauptung•uber die Anzahl der Kanten im kon-
struierten Netzwerk beweisen.Siehedazu die folgendeSkizzedesNetzwerks in der
Abbildung 3.6 . O�ensichtlich hat jederKnoten ausU einenGrad von 3, und t ist zu

s t

3 � m Kanten n Kanten

Abbildung 3.6: Skizze:SchemadesNetzwerkesG(�)

genaun Kanten inzident. Damit sind alle Kanten abgedeckt. Da nach Voraussetzung
jUj = m ist, haben wir alsogenau3m + n Kanten.

In der
"
Praxis\ gilt jedoch im dreidimensionalenRaum: m = O(n).

Bemerkung:s bedeutet in der Regeldie Quelle desFlusses(engl. source) und t die
SenkedesFlusses(engl. target oder sink).

3.2 Maximale Fl•usse und minimale Schnitte

In diesemAbschnitt wollen wir uns mit Algorithmen zur Bestimmung einesmaxi-
malen Flussesin einemgegebenenNetzwerk besch•aftigen.

3.2.1 Fl•usse in Netzwerken

Formalisierenwir zun•achst, waswir unter einemFluss in einemNetzwerk verstehen
wollen.
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3.2. Maximale Fl •usseund minimale Schnitte 201

De�nition 3.9 (Fl •usse in Netzw erk en) Sei G = (V; E;  ) ein s-t-Netzwerk.Ein
Fluss in einem s-t-NetzwerkG ist eine Funktion ' : V � V ! R, wobei gilt:

i) 8u; v 2 V : ' (u; v) = � ' (v; u) (Schiefsymmetrie);

ii) 8u; v 2 V : �  (v; u) � ' (u; v) �  (u; v) (Kapazit•atsbedingung),

Erinnerung:  (u; v) = 0 , (u; v) =2 E;

iii) 8u 2 V n f s; tg :
P

v2 V ' (u; v) = 0 (Kirchho�sche Regel).

Mit j' j =
P

v2 V ' (s; v) bezeichnenwir den Betrag desFlusses' .

In Abbildung 3.7 ist ein beispiel f•ur ein s-t-Netzwerk mit einem Fluss ' gegeben.
Dabei ist der Fluss in Klammern an der entsprechendenKante angegeben und ie�t
immer in Richtung der Kante.

s

a

b

c

d

t

2 (2)

3 (1)

4 (2)

3 (1)

3 (1)

1 (1)

2(1)
4

(1)
13j' j = 3

Abbildung 3.7: Beispiel:Ein Netzwerk und ein Fluss '

M•oglicheanti-parallelenFl •usse(z.B. 'a ! b' und 'b ! a') werdenin ' nicht betrach-
tet, da wir solche anti-parallelen Fl •usseimmer, wie in Abbildung 3.8 angegeben,
vermeidenk•onnen.

x y x y

a

b

a � b

a � b

entspricht

Abbildung 3.8: Skizze:Vermeidunganti-paralleler Fl •usse

Maximaler Fluss

Eingab e: Ein s-t Netzwerk G = (V; E;  ).
Gesucht: Ein Fluss ' von s nach t in G mit maximalemBetrag.
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202 Kapitel 3. Kombinatorische Proteinfaltung

Ein Fluss mit maximalemBetrag wird auch kurz maximaler Fluss genannt.

3.2.2 Residuen-Netzwerke und augmentierende Pfade

Zur Verbesserung(d.h. Vergr•o�erung) von Fl •ussenin Netzwerken ben•otigen wir die
Begri�e von Residuen-Netzwerken und augmentierendenPfaden.

De�nition 3.10 Sei G = (V; E;  ) ein s-t-Netzwerk und sei ' ein Fluss von s
nach t in G. Das zugeh•orige Residuen-Netzwerk ist ein s-t-NetzwerkG' (V; E 0; � )
mit � (u; v) :=  (u; v) � ' (u; v) und E 0 = f (u; v) j � (u; v) > 0g.

Beispiel: Das in Abbildung 3.9 angegebene Residuennetzwerk resultiert aus dem
Beispiel f•ur den Fluss im s-t-Netzwerk auf der vorherigenSeite.

s

a

b

c

d

t

2

2

1

22

11

1

2

13

2

1

3

1

1

ein ussvergr. Pfad

Abbildung 3.9: Beispiel:Residuennetzwerk

De�nition 3.11 Sei G ein s-t-Netzwerkund ' ein Fluss von s nach t in G. Ein
Pfad von s nach t in G' hei�t augmentierender Pfad oder ussvergr•o�ernder Pfad.

3.2.3 Max-Flo w-Min-Cut-Theo rem

In diesemAbschnitt wollen wir den zentralen Zusammenhangzwischen minimalen
Schnitten und maximalen Fl •ussenin Netzwerken herstellen.

Lemma 3.12 Sei G = (V; E;  ) ein Netzwerkund s; t 2 V . Sei weiter ' ein belie-
biger zul•assigerFluss von s nach t im NetzwerkG sowie (S;T) ein beliebigers-t-
Schnitt von G. Dann gilt:

j' j =
X

(x;y )2 S� T

' (x; y):

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik I I I SS2004



3.2. Maximale Fl •usseund minimale Schnitte 203

Bew eis: •Ubungsaufgabe

Theorem 3.13 Sei G = (V; E;  ) ein Netzwerkmit Quelle s und Senket. Dann
sind f•ur einen Fluss ' von s nach t in G die folgendenAussagen•aquivalent:

i) ' ist ein maximaler Fluss;

ii) das Residuen-NetzwerkG' enth•alt keinen augmentierendenPfad;

iii) es existiert ein s-t-Schnitt (S;T) von G mit j' j = c(S;T).

Bew eis: " i) ) ii) \ durch Beweis der Kontraposition:

Nach Voraussetzungexistiert ein augmentierender Pfad p in G' von s nach t. Sei
also � := minf � (u; v) j (u; v) 2 pg > 0. De�niere

' 0(u; v) =

8
<

:

' (u; v) + � f•ur (u; v) 2 p
' (u; v) � � f•ur (v; u) 2 p
' (u; v) sonst

Es bleibt zu zeigen,dass' 0 ein Fluss in G ist.

� Die Schiefsymmetriefolgt ausder Konstruktion. F•ur ein Knotenpaarf u; vg mit
(u; v) =2 p bzw. (v; u) =2 p ist das o�ensichtlich. Andernfalls gilt f•ur (u; v) 2 p
(der Fall (v; u) 2 p ist analog):

' 0(u; v) = ' (u; v) + � = � ' (v; u) + � = � (' (v; u) � � ) = � ' 0(v; u):

� Die Kirchho�sche Regel
P

v2 V ' (u; v) = 0 f•ur v =2 f s; tg folgt ebenfalls nach
Konstruktion. Betrachte wir einenKnoten u. Ist u nicht im Pfad p enthalten,
dann bleibt die Kirchho�sche Regelerf•ullt. Andernfalls gilt mit (x; v) 2 p und
(v; y) 2 p:

X

v2 V

' 0(u; v) =
X

v 2 V
( x;v ) =2 p^ ( v ;y ) =2 p

' 0(u; v) + ' (x; v)0+ ' 0(v; y)0

=
X

v 2 V
( x;v ) =2 p^ ( v ;y ) =2 p

' (u; v) + (' (x; v) + � ) + (' (v; y) � � )

=
X

v2 V

' (u; v) + � � �

=
X

v2 V

' (u; v)

= 0:
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204 Kapitel 3. Kombinatorische Proteinfaltung

� Es bleibt zu zeigen,dassdie Kapazit•aten der Kanten des Netzwerkes einge-
halten werden.Wir werdendaf•ur drei F•alle unterscheiden:

Fall 1: (u; v) =2 p ^ (v; u) =2 p: Hier ist nichts zu zeigen,da ' 0(u; v) = ' (u; v).

Fall 2: (u; v) 2 p:

' 0(u; v) = ' (u; v) + �

� ' (u; v) + � (u; v)

= ' (u; v) + ( (u; v) � ' (u; v))

=  (u; v):

Fall 3: (v; u) 2 p:

' 0(u; v) = ' (u; v) � �

� ' (u; v) � � (v; u)

= ' (u; v) � ( (v; u) � ' (v; u))

= �  (v; u) + (' (u; v) + ' (v; u))
| {z }

=0

= �  (u; v):

Somit gilt ' 0(u; v) 2 [�  (v; u);  (u; v)], also ist ' 0 ein Fluss in G.

Weiter gilt nach Konstruktion j' 0j = j' j + � > j' j, da � > 0. Somit ist ' kein
maximaler Fluss in G. 2

" ii) ) iii) \ Sei S = f v 2 V j 9s �! v in G' g, sei T := V n S. Dann gilt s 2 S,
t =2 S, t 2 T. Also ist (S;T) ein s-t-Schnitt. Dieser Schnitt ist in Abbildung 3.10
illustriert

s

u

x

v

y
t

G

S T

Abbildung 3.10:Skizze:

Betrachten wir zuerst den Fall, dass(u; v) 2 E(G) mit u 2 S und v 2 T ist (siehe
auch Abbildung 3.10). Nach Konstruktion von S gilt dann (u; v) =2 E(G' ). Somit
mussnach Konstruktion desResiduen-Netzwerkes ' (u; v) =  (u; v) gelten.
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3.2. Maximale Fl •usseund minimale Schnitte 205

Seinun (y; x) 2 E(G) mit x 2 S und y 2 T (sieheauch Abbildung 3.10). Auch hier
gilt nach Konstruktion von S, dass(x; y) =2 E(G' ). Somit mussnach Konstruktion
desResiduen-Netzwerkesdann ' (x; y) = ' (y; x) = 0 gelten.

Nach dem vorherigenLemma 3.12folgt:

j' j =
X

(s;y)2 E

' (s; y)

mit Lemma 3.12

=
X

(x;y )2 S� T

' (x; y)

=
X

( x;y ) 2 S � T
' ( x;y ) > 0

' (x; y)
| {z }
=  (x;y )

+
X

( x;y ) 2 S � T
' ( x;y ) � 0

' (x; y)
| {z }

=0

= c(S;T):

F•ur (x; y) 2 S � T kann ' (y; x) nicht negativ sein, da dann die Kannte (x; y) im
Residuen-Netzwerk enthalten w•are. 2

" iii) ) i)\ Es gilt: j' j � c(S;T) f•ur alle s-t-Schnitte (S;T) von G. Nach Voraus-
setzungexistiert ein s-t-Schnitt (S;T) mit j' j = c(S;T). Somit ist ' ein maximaler
Fluss.

Korollar 3.14 (Max-Flo w-Min-Cut-Theorem) Sei G ein s-t-Netzwerk, dann
ist die Kapazit•at einesminimalen s-t-Schnittesin G gleichdem Betrag einesmaxi-
malen Flussesvon s nach t in G.

20. Juli

3.2.4 Algorithmus von Ford und Fulkerson

Aus der gewonnenenErkenntnis l•asst sich der folgendeAlgorithmus von Ford und
Fulkersonzur Konstruktion einesmaximalenFlussesin einemNetzwerk angeben.

Laufzeit: F•ur die Laufzeitanalysenehmenwir an, dass : E ! N. SeiC die gr•o�te
Kapazit•at, d.h. C := maxf  (e) j e 2 Eg. Dann gilt j' j � jE j � C. Da wir eine
ganzzahligeKantengewichtsfunktion angenommenhaben, wird in jedem Schleifen-
durchlauf der Fluss um mindestens1 erh•oht. Somit kann es maximal O(C � jE j)
Schleifendurchl•aufe geben. Jeder Schleifendurchlauf kann mit einer Tiefensuche in
Zeit O(n + m) bewerkstelligt werden.Somit ist die Laufzeit O(jE j2 � C).

Wir wollen noch anmerken, dassbei Verwendungvon irrationalen Kantengewichten
der Algorithmus von Ford und Fulkersonnicht notwendigerweiseterminieren muss.
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206 Kapitel 3. Kombinatorische Proteinfaltung

MaxFlo w (G = (V; E;  ))
f

Starte mit ' � 0
loop
f

Konstruiere ResiduennetzwerkesG'

Suche augmentierendenPfad in G' (z.B. mit Tiefensuche)
if (kein augmentierendenPfad) break
Sonstvergr•o�ere Fluss mit Hilfe desaugmentierendenPfades

g
Nun ist ' der maximale Fluss in G

g

Abbildung 3.11:Algorithmus von Ford-Fulkerson

G0:

s t

c

c

c

c

11

Augmentierender Pfad (j' j = 1):

s t

1

1
1

ergibt G' :

s

a

b

t2

c

c � 1

1

augmentierender Pfad (j' 0j = 1 + 2):

s

a

b

t
2

2

2

ergibt G' 0:

s

a

b

t2

c � 1

1
c � 2

2

c � 2

2
c � 1

1

springt immer zwischenden2 M•oglichkei-
ten hin und her ) in diesemFall k•onnen
�( c) Iterationen m•oglich sein.

Abbildung 3.12:Beispiel:exponentielle Anzahl augmentierendenPfade
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In der Praxis sind irrationale Kantengewichte sowiesokaumvon Bedeutung,da deren
Darstellung in einemComputer schon einengeh•origen Aufwand erfordert.

Somit h•angt die Laufzeit von der gr•o�ten Kapazit•at einerKante ab und kann somit
exponentiell in der Eingabegr•o�e sein.Solche Algorithmen nennt man auch pseudo-
polynomiell , da siebei kleinenKapazit•aten polynomielleLaufzeitenbesitzen,jedoch
bei gro�en Kapazit•aten (im Verh•altnis zur Eingabegr•o�e) exponentielle Laufzeiten
bekommt.

Lemma 3.15 Mit Hilfe des Algorithmus von Ford-Fulkerson kann der maximale
Fluss in einen Netzwerk G = (V; E;  ) mit ganzzahligerKantengewichtsfunktion
und mit  (e) � C f•ur alle e 2 E in Zeit O(C � jE j2) berechnet werden.

3.2.5 Algorithmus von Edmonds und Karp

Eine VerbesserungdesAlgorithmusvon Ford-Fulkersonl•asstsich durch Verwendung
k•urzesteraugmentierenderPfadeerzielen.Diesl•asstsich mit einerBreitensuchestatt
einer Tiefensuche leicht implementieren. Die zuerst gefundenenaugmentierenden
Pfade sind dann die k•urzesten.Dies f•uhrt zu einer Verbesserungder Laufzeit des
Algorithmus, wie wir gleich sehenwerden.

Notation 3.16 Es bezeichnè ' (v) die L•angeeinesk•urzestenPfadesvon s nach v
in G' .

Lemma 3.17 Werdennur k•urzesteaugmentierendePfadegew•ahlt, sosind die L•an-
gender k•urzestenaugmentierendenPfade monoton steigend.

Bew eis: Wir werdenden Beweis durch Widerspruch f•uhren.

Sei v 2 V n f sg ein Knoten, dessenAbstand von s nach einer Flussvergr•o�erung
k•urzer geworden ist. Somit gilt ` ' 0(v) < ` ' (v), wobei ' 0 aus ' durch eineFlussver-
gr•o�erung entstanden ist. Unter allen solchen Knoten, w•ahlen wir einen Knoten v
mit minimalen ` ' 0(v).

Seip ein k•urzesterPfad in G' 0 von s nach v und seiu der direkte Vorg•angervon v
auf diesemPfad. Es gilt ` ' 0(u) = ` ' 0(v) � 1 und (u; v) 2 E(G' 0). Nach Wahl von v
ist ` ' 0(u) � ` ' (u).
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Behauptung: (u; v) =2 E(G' )

Annahme: (u; v) 2 E(G' ). Dann gilt:

` ' (v) � ` ' (u) + 1

� ` ' 0(u) + 1

= ` ' 0(v) � 1 + 1

= ` ' 0(v):

Dies f•uhrt zu einemWiderspruch zur Wahl von v, da ` ' 0(v) < ` ' (v). 2

Wie kann (u; v) in G' 0 hinzu gekommensein?Betrachten wir dazu auch die Abbil-
dung 3.13.

s
u

v 6= tausPfad ' ! ' 0

Abbildung 3.13:Skizze:Ein augmentierenderPfad, der die Kante (u; v) im folgenden
Residuen-Netzwerk erzeugt

Ein k•urzester Pfad von s ! u geht •uber v und wurde im augmentierenden Pfad
gew•ahlt.

` ' (v) = ` ' (u) � 1

wie vorher bemerkt, gilt ` ' (u) � ` ' 0(u)

� ` ' 0(u) � 1

aufgrund desk•urzetesenPfadess �! v ! u

= ` ' 0(v) � 1 � 1

= ` ' 0(v) � 2:

Dies f•uhrt zu einemWiderspruch zu ` ' (v) > ` ' 0(v).

De�nition 3.18 Eine Kante (u; v) eines augmentierenden Pfades p in G' hei�t
kritisch, wenn � (u; v) = minf � (e) j e 2 pg. Eine kritische Kante wird oft auch als
Flaschenhals(engl. bottlenck) bezeichnet.

Beachte, dassjeder augmetierendePfad mindestenseine kritische Kante enthalten
muss.
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Lemma 3.19 Sei G = (V; E;  ) ein s-t-Netzwerk und seien u; w 2 V, die in G
mit einer gerichteten Kante verbundenist ((u; v) 2 E _ (c;u 2 E)). Dann kann
jede Kante (u; v), die in einem Residuen-Netzwerkauftreten kann, maximal jV j

2 Mal
kritisch werden.

Bew eis: Sei (u; v) 2 E(G). Wenn (u; v) dasersteMal kritisch wird, gilt:

` ' (v) = ` ' (u) + 1: (3.1)

Somit verschwindet die Kante (u; v) aus dem Residuen-Netzwerk G' 0. Die Kante
(u; v) kann erst wiederauftauchen, wenn Fluss von v nach u verschickt wird (Kante
an Kapazit•atsgrenze).

SeiG' 00 dasResiduen-Netzwerk, in dem (v; u) in einemk•urzestenaugmentierenden
Pfad auftritt.

Es gilt dann: ` ' 00(u) = ` ' 00(v) + 1.

` ' 00(u) = ` ' 00(v) + 1

nach Lemma 3.17

� ` ' (v) + 1

nach Gleichung 3.1

= ` ' (u) + 2:

Somit w•achst nach jedem kritischen Zustand von (u; v) der Abstand f•ur u von s
um 2. Dies kann aber maximal jV j

2 Mal passieren,da jeder einfache Pfad nur die
maximale L•angejV j haben kann.

Theorem 3.20 Der Algorithmus von Edmonds-Karp,der nur k•urzesteaugmentie-
rendePfadeverwendet,ben•otigt zur BestimmungeinesmaximalenFlussesin einem
NetzwerkG = (V; E;  ) maximal O(jVj � jE j2) Zeit.

Bew eis: JedeKante wird maximal O(jVj) kritisch. Esgibt maximal O(jE j) Kanten,
also kann esmaximal O(jV j � jE j) viele Flussvergr•o�erungen geben. JedeFlussver-
gr•o�erung ben•otigt mit Hilfe einer Breitensuche Zeit O(jVj + jE j).
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3.2.6 Der Algorithmus von Dinic

Die Breitensuche �ndet nicht nur einen k•urzesten,sondernalle k•urzestenaugmen-
tierenden Pfade ohne wesentlichen zus•atzlichen Mehraufwand mehr oder weniger
gleichzeitig. Man k•onnte alsoauch alle k•urzestenaugmentierendePfadegleichzeitig
f•ur eineFlussvergr•o�erung verwenden.Der darausresultierendeAlgorithmus (Algo-
rithmus von Dinic) hat eineLaufzeit von O(jVj2 � jE j).

Theorem 3.21 Der Algorithmus von Dinic, der alle k•urzesten augmentierenden
Pfade gleichzeitigverwendet,ben•otigt zur Bestimmungeinesmaximalen Flussesin
einem NetzwerkG = (V; E;  ) maximal O(jVj2 � jE j) Zeit.

Auf den Beweis diesesSatzeswollen wir an dieserStelle nicht weiter eingehenund
verweisenauf die entsprechendenLehrb•ucher. Wir weisenauch noch darauf hin, dass
esnoch wesentlich e�zien ter Algorithmen gibt. Auch hierf•ur verweisenwir auf die
einschl•agigenLehrb•ucher.Wir erw•ahnnennur dassKarzanov noch eineVerbesserung
auf O(jV j3) ertzielt hat und damirt die Klasse der Push-Relabel-Algorithmen f•ur
maximale Fl •ussebnegrundet hat. Der momentan schnellste Algorithmus stammt
von Goldberg und Rau mit einer Laufeit von

O
�

minfj V j2=3; jE j1=2g � jE j � log
�

jV j2

jE j

�
� log(C)

�
:

3.3 Erweiterte Mo delle der IPF

Zum Schlusswollen wir uns mit ein paar Erweiterungenund den damit zusammen-
h•angendenFragestellungenzum Grand CanonicalModel der inversenProteinfaltung
widmen.

3.3.1 Erweiterung auf allgemeine Hydrophobizit •aten

In diesemAbschnitt wollen wir uns die Frage stellen, ob wir auch f•ur kontinuier-
liche Hydrophobizit•aten eine optimale Zuordnung im Grand Canonical Modell in
polynomieller Zeit berechnen k•onnen.

Bislang haben wir nur zwischen hydrophoben und polarenAminos•auren unterschie-
den, die Einteilung war alsodiskret. Nun wollen wir beliebigereelleWerte zwischen
0 und 1 als Hydrophobizit•at zuslassen.1 steht dabei f•ur hydrophobe und 0 f•ur
polare Aminos•auren. Werte dazwischen k•onnen eine genauereAbstufung zwischen
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mehr oder wenigerhydrophoben Aminos•auren darstellen,da auch die in der Natur
vorkommendenAminos•auren eineunterschiedliche Hydrophobizit•at besitzen.

Wir lassenjetzt f•ur jede Aminos•aureposition des Proteins einen Wert zi 2 [0; 1]
zu, wir betrachten also statt S 2 f H; Pgn nun Z = (z1; : : : ; zn ) 2 [0; 1]n . F•ur die
Energiefunktion erhalten wir dann:

�( Z ) = �
X

i<j � 2

zi � zj � g(dij ) + �
nX

i =1

si � zi :

Wir suchen also jetzt eineFolge(z1; : : : ; zn ) 2 [0; 1]n , so dass�( Z ) minimal wird.

Lemma 3.22 F•ur jede Struktur Z und ihre zugeh•orige Energiefunktion � gibt es
eine optimale FolgeZ 0 = (z1; : : : ; zn ) mit zi 2 f 0; 1g.

Bew eis: SeiZ eineoptimale Folge,d.h. �( Z ) ist minimal. SeiZ einesolcheoptimale
Folge,die # f i j zi 2 (0; 1)g minimiert.

Behauptung: 8i 2 [1 : n] : zi 2 f 0; 1g.

Seizi 2 (0; 1). De�niere Z y
i := (z1; : : : ; zi � 1; y; zi +1 ; : : : ; zn ). Wir betrachten jetzt die

Funktion ` : [0; 1] ! R verm•ogey 7! ' (Z y
i ).

Fakt: ` ist eine a�ne Funktion, sieh dazu auch Abbildung 3.14. Da ` eine a�ne

0

`(Y)

zi 1

const.,

da ' (Z zi

i ) minimal

Abbildung 3.14:Skizze:Die Funktion `

Funktion ist, muss ` sogar konstant sein, da sonst das eindeutige Minimum am
Rand desIntervalls [0; 1] angenommenwird.

Dann gilt mit Z 0 = (z1; : : : ; zi � 1; 0; zi +1 ; : : : ; zn ), dass�( Z 0) = �( Z zi
i ) = �( Z ). Dies

ergibt einenWiderspruch zur Wahl von Z .

Somit machenalsoim Grand CanonicalModel solche Erweiterungenvon Hydropho-
bizit •aten keinenSinn. Wir erhalten dieselben L•osungen,wie im diskreten Modell.
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3.3.2 Energie-Landschaften im Grand Canonical Mo dell

Wie sieht eine Energieminimums-Landschaft im Grand Canonical Model aus?Sei

 = f S 2 f H; Pgn j �( S) = min � g, d.h. 
 ist die Mengeder optimalen L•osungen
von �. Wir wollen jetzt untersuchen,ob dieseMinima beispielsweisedurch Punktmu-
tationen ineinander •uberf•uhrbar sind. Dies kann Hinweiseauf die Stabilit •at solcher
Proteine gegen•uber Punktmutationen implizieren.

Die folgendeDarstellung l•asst sich auch auf allgemeinereMutationen anstelle von
Punktmutationen verallgemeinern.Da die Methoden jedoch im Wesentlichen iden-
tisch sind, verweisenwir auf die Originalliteratur.

Frage: Ist 
 zusammenh•angend(bzgl. (Punkt-)Mutation)?

Wir betrachten zur Beantwortung dieserFragedie folgendeFunktion f :

f : 2[1:n] ! R : f (xX = ' (S(X ));

wobei S(X ) wiederumdurch die Beziehung (S(X )) i = H , i 2 X de�niert ist.

Erinnerung: 2[1:n] = f X � [1 : n]g, alsodie Potenzmengevon [1 : n].

De�nition 3.23 Sei M eine Menge.Eine Funktion ' : M ! R hei�t submodular,
wenn gilt:

8X ; Y 2 M : ' (X \ Y) + ' (X [ Y) � ' (X ) + ' (Y):

Lemma 3.24 Die betrachteteEnergiefunktion f ist submodular.

Bew eis: Die Energiefunktion sieht wie folgt aus:

f (X ) = ' (S(X )) = � �
X

i<j � 2
i;j 2 X

g(dij ) + �
X

i 2 X

si

Um die Submodularit •at zu untersuchen, betrachten wir zun•achst alle auftretenden
Kanten, die im erstenTerm aufaddiert werden.In der folgendeAbbildung 3.15sind
die verschiedenenF•alle illustriert, die wir im Folgendenunterscheidenwerden.

Seie die untersuchte Kante, die auch in der Energiefunktion ber•ucksichtigt wird.

e 2 (X n Y) � (X n Y): Somit wird e in f (X [ Y) auf der linken und in f (X ) auf
der rechten Seiteaufaddiert.

e 2 (X n Y) � (X \ Y): Somit wird e in f (X [ Y) auf der linken und in f (X ) auf
der rechten Seiteaufaddiert.
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x

X Y

� -Term � -Term
1x 1x 1x 1x
1x 1x 2x 2x
2x 2x
1x 0x

Abbildung 3.15:Skizzezum Beweis der Submodularit •at

e 2 (X \ Y) � (X \ Y): Somit wird e sowohl in f (X [ Y) als auch in f (X \ Y) auf
der linken Seiteaufaddiert. Auf der rechten Seitewird die Kante ebenfalls in
f (X ) und f (Y) ber•ucksichtigt.

e 2 (X n Y) � (Y n X ): Somit wird e in der linken Seite in f (X [ Y) ber•ucksich-
tigt. Auf der rechten Seitewird dieseKante, aber nirgendwo aufsummiert. Da
jedoch alle Summandenim erstenTeil der Gewichtsfunktion negativ sind, ist
somit die linke Seitekleiner gleich der rechten Seite.

Die anderennicht explizit aufgef•uhrten F•alle verhalten sich analog zu einem der
obigenF•alle.

Esbleibt noch die Summandenin der zweiten Summezu ber•ucksichtigen. Hier gehen
nur einzelnenAminos•auren ein. Seialsov der untersuchte Knoten:

v 2 X n Y: DieserWert wird sowohl in f (X [ Y) auf der linken als auch in f (X )
auf der rechten Seiteaufaddiert.

v 2 X \ Y: DieserWert wird sowohl in f (X [ Y) und f (X \ Y) auf der linken als
auch in f (X ) und f (Y) auf der rechten Seite je zweimal aufaddiert.

In jedemFall ist die Summegleich und der Beweis der Submodularit •at abgeschlos-
sen.

Notation 3.25 X ; X 0 � [1 : n] hei�en adjazent , wenn jX 4 X 0j = 1. (X 1; : : : ; X t )
hei�t eine Kette, wenn X i und X i +1 adjazentsind f•ur alle i 2 [1 : t � 1].

Wir k•onnennun die zu Beginn gestellteFragewie folgt formulieren bzw. formalisie-
ren:
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Frage: Gilt f•ur X ; Y 2 
, dasseineX -Y-Kette existiert.

Lemma 3.26 Wenn X ; Y 2 
 , dann gilt X [ Y 2 
 und X \ Y 2 
 .

Bew eis: Wir nehmenzun•achst an, dassf (X \ Y) � f (X [ Y) gilt.

Nach der submodularen Gleichung gilt

f (X \ Y) + f (X [ Y) � 2�;

da � = f (X ) = f (Y) der minimale Wert ist.

Mit f (X \ Y) � f (X [ Y) folgt, dass2 � f (X \ Y) � 2� und somit f (X \ Y) = �
und daher mussnach De�nition X \ Y 2 
 sein.

Damit gilt aber auch

f (X [ Y) � 2� � f (X \ Y) = 2� � � = �:

Also ist f (X \ Y) = � und somit X \ Y 2 
.

Der Fall, dassf (X \ Y) � f (X [ Y) gilt, l•asstsich analogbeweisen.

Lemma 3.27 Es existieren eindeutigeMengenX ; X 2 
 , so dassX � Y � X f•ur
alle Y 2 
 .

Bew eis: Wir de�nieren: X :=
T

Y 2 
 Y und X :=
S

Y 2 
 Y. Nach dem vorherigen
Lemmagilt, dassX 2 
 und X 2 
, da 
 endlich ist. O�ensichtlich gilt X � Y � X
f•ur Y 2 
. W•arendiesenicht eindeutig und esg•abe auch X 0 bzw. X 0 mit denselben
Eigenschaften, so w•aren X \ X 0 bzw. X [ X 0 andereKandidaten und wir erhalten
einenWiderspruch.

Notation 3.28 Eine Kette (X 1; : : : ; X t ) hei�t monoton, wenn X 1 � � � � � X t gilt.

Lemma 3.29 Sei X ; Y; Z 2 
 mit X � Y � Z . Wenn es eine monotone X -Z -
Kette in 
 gibt, dann gibt esauch eine monotoneX -Y-Kette in 
 .

Bew eis: Sei
X = X 1 � : : : � X t = Z

einemonotoneX -Z -Kette. Betrachte die Kette

X 1 \ Y � X 2 \ Y � � � � � X t \ Y:

Da X 1 \ Y = X und X t \ Y = Y, ist dieseinemonotoneX -Y-Kette.
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Lemma 3.30 Sei Y 2 
 . Wenn es eine X -Y-Kette in 
 gibt, dann gibt es auch
eine monotoneX -Y-Kette.

Bew eis: SeiC eineX -Y-Kette in 
 k•urzesterL•ange.Angenommen,dieseseinicht
monoton und (X 1; : : : ; X i ) seidasmaximale monotonePr•a�x davon:

C : X = X 1 � � � � � X i � X i +1 � � � X t = Y:

Somit gibt es eine monotone X -X i -Kette in 
. Da X i +1 � X i ist, gibt es nach
Lemma 3.29 eine monotoneX -X i +1 -Kette C0 = (X 0

1; : : : ; X 0
t0) in 
. Aufgrund der

Monotonie mussC0 k•urzer als (X 1; : : : ; X i +1 ) in C sein.Dann ist aber

(X 0
1; : : : ; X 0

t0; X i +2 ; : : : ; X t )

einek•urzereX -Y Kette als C und wir erhalten den gew•unschten Widerspruch.

Aus den beidenletzten Lemmata erhalten wir sofort das folgendeKorollar.

Korollar 3.31 
 ist genaudann zusammenh•angend,wenn es eine monotone X -
X -Kette gibt.

Bew eis: ) : Wenn 
 zusammenh•angendist, dann gibt eseineX -X -Kette in 
.
Nach Lemma 3.30gibt esdann auch einemonotoneX -X -Kette in 
.

( : SeienX ; Y 2 
. Da nach Lemma3.27X � X � X und X � Y � X gilt, und
eseinemonotoneX -X -Kette in 
 gibt, folgt mit Lemma 3.29auch einemonotone
X -X -Kette und einemonotoneX -Y-Kette. Diesebeidenlassensich leicht zu einer
X -Y-Kette zusammensetzen.

DiesesKorollar gibt einenkurzen
"
Beweis\ f•ur den Zusammenhangvon 
 an.

Notation 3.32 X 2 
 hei�t Sackgasse, wenn X 6= X f•ur alle X 0 � X mit
jX 04 X j = 1 gilt, dassX 0 =2 
 .

Lemma 3.33 
 ist genaudann zusammenh•angend,wenneskeineSackgassenin 

gibt.

Bew eis: ) : Wenn 
 zusammenh•angend ist, dann gibt es f•ur alle X 2 
 eine
monotoneX -X -Kette. Somit kann eskeineSackgassengeben.
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( : Sei 
 nicht zusammenh•angendund sei X 2 
 so gew•ahlt, dasses keine X -
X -Kette in 
 gibt. Unter allen m•oglichen solcher X , w•ahlen wir einesmit kleinster
Kardinalit •at. Dann ist aber X eine Sackgasse.Angenommenes g•abe ein X 0 2 
,
das durch Entfernen einesElements aus X entsteht. Dann w•urde es aufgrund der
Minimalit •at von X eine X -X 0-Kette in 
 und somit auch eine X -X -Kette in 

geben, was den gew•unschten Widerspruch liefert.

Somit haben wir jetzt auch einenkurzen Beweisdaf•ur, dass
 nicht zusammenh•an-
gendist.

Damit k•onnenwir jetzt denfolgendenAlgorithmuszur Bestimmung desZusammen-
hangsvon 
 angeben.

Zusammenhang in 

f

Berechne X = Min(f ) und X = Max(f )
W := X
while (W 6= X )
f

Bestimme: i 2 W : f (W n f ig) = f (i )
Gibt eskein solchesi ! return reject
W := W n f ig

g
return accept

g

Abbildung 3.16:Algorithmus: Zusammenhangin 
 bestimmen

Es ist bekannt, dassman f•ur submodulare Funktionen derenzugeh•orige MengenX
und X in polynomieller Zeit bestimmenkann. Wir gehenhier nicht auf die Details
ein, sondernverweisenauf Lehrb•ucher im Bereich der kombinatorischen Optimie-
rung.

Theorem 3.34 Es kann in polynomieller Zeit entschieden werden, ob die Mini-
mums-Landschafteiner gegebenen Energiefunktion � im Grand Canonical Modell
zusammenh•angendist oder nicht.

22.Juli
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Sandwich, 68
BoundedDegreeInterval Sandwich,

68
Buchhaltertrick, 53
Bunemans4-Punkte-Bedingung,122

C
C-Knoten, 55
c-triangulierbar, 94
C1P, 4
Charakter, 79

bin•arer, 79
numerischer, 80
zeichenreihiges,80

charakterbasiertesVerfahren,79
Charaktermatrix

bin•are, 82
Chimeric Clone, 4
chordal, 91
Circular OnesProperty, 55
Clique, 68
Cliquenzahl,68
Consecutive OnesProperty, 4
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cut-weight, 160

D
d-Layout, 69
D-Split, 183
d-zul•assigerKern, 69
distanzbasiertesVerfahren,78
Distanzmatrix, 100

Translation, 147
Domain, 31
3-Punkte-Bedingung,100
Durchschnitt, 32
Durchschnittsgraph von B•aumen,90
dynamische Programmierung,169

E
echter Intervall-Graph, 60
echter PC-Baum, 56
echter PQ-Baum, 6
echter PQR-Baum, 29
Einheits-Intervall-Graph, 60
Erweiterung von Kernen, 65
Euler-Tour, 167
evolution•arer Baum, 77
extern additive Matrix, 112
externer additiver Baum, 112

F
F•arbung, 62

zul•assige,62
FalseNegatives,4
FalsePositives,4
Fibonacci-Heap,130
Fibonacci-Zahlen,134
Flaschenhals,208
Fluss, 201

maximaler, 202
ussvergr•o�ernder Pfad, 202
Fragmente, 2
freier Knoten, 21
Frontier, 7, 30, 56

G
geneticmap, 1

genetische Karte, 1
genomische Karte, 1
genomische Kartierung, 1
Gewicht einesSpannbaumes,125
Grad, 73
Graph

aufspanneder,125
Gr•o�e einesSplits, 174

H
Heap,130
Heap-Bedingung,130
h•ochster ultrametrischer Baum, 142

I
ICG, 62
implizite Restriktion, 32
induzierte Metrik, 103
induzierte Ultrametrik, 103
induzierter Teilgraph, 90
interval graph, 59

proper, 60
unit, 60

Interval Sandwich, 61
Intervalizing Colored Graphs, 62
Intervall-Darstellung, 59
Intervall-Graph, 59

echter, 60
Einheits-echter, 60

IS, 61
Isolationsindex,187

K
k-Clique, 68
k-F•arbung, 62

zul•assige,62
Kapazit•at, 195
Kapazit•atsbedingung,201
Karte

genetische, 1
genomische, 1

kartesischer Baum, 164
kaskadenartigerSchnitt, 132
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Kern, 64
d-zul•assiger,69
zul•assiger,64, 69

Kern-Paar, 73
Kette, 213,214
Kirchho�sche Regel,201
Knoten

aktiver, 21
blockierter, 21
freier, 21
leerer,8, 37
partieller, 8, 37
voller, 8
voller Knoten, 37

kompakt additive Matrix, 112
kompakte Darstellung, 102
kompakter additiver Baum, 112
kompatibel, 175

schwach, 180
konvexeH•ulle, 189
Kosten, 157
kritisch, 208

L
Layout, 64, 69

d, 69
least commonancestor,101
leer, 8, 37
leererKnoten, 8, 37
leererTeilbaum, 8
leeresBlatt, 8, 37
link-edge,160

M
map

genetic,1
physical, 1

Matrix
additive, 112
extern additive, 112
kompakt additive, 112
streng ultrametrische, 101
ultrametrische, 101

maximaler Fluss, 202
Maximum-Likelihood, 81
Mengensubtraktioneiner

Nicht-Teilmenge,32
Merkmal, 79

bin•ares,79
numerisches,80
zeichenreihiges,80

merkmalbasiertesVerfahren,79
Merkmalsmatrix

bin•are, 82
Metrik, 99

induzierte, 103
minimaler Spannbaum, 125
minimum spanningtree, 126
monoton, 214

N
nicht-disjunkte Vereinigung,32
niedriger ultrametrischer Baum, 151
niedrigstegemeinsameVorfahr, 101
niedrigster ultrametrischer Baum, 146
Norm, 141
Norm einesPQ-Baumes,27
Norm einesPQR-Baumes,42
numerischer Charakter, 80
numerischesMerkmal, 80

O
orthogonal, 35

P
P-Knoten, 5, 29, 55
p-Norm, 141
partiell, 8, 37
partieller Knoten, 8, 37
partieller Teilbaum, 8
path compression,52
PC-Baum, 55

•Aquivalenz,56
echter, 56

perfekte bin•are Phylogenie,82
perfekte Phylogenie,88
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Pfadkompression,52
phylogenetischer Baum, 77, 82
Phylogenie

perfekte,88
perfekte bin•are, 82

physical map, 1
physical mapping, 1
PIC, 61
PIS, 61
PQ-Baum, 5

•Aquivalenz,7
echter, 6
Norm, 27
universeller,16

PQR-Baum, 29
•Aquivalenz,30
echter, 29
Norm, 42

Priorit y Queue,130
Proper Interval Completion, 61
proper interval graph, 60
Proper Interval Selection(PIS), 61
pseudo-polynomiell, 207
Pseudometrik,188

Q
Q-Knoten, 5, 29
Quelle, 200

R
R-Knoten, 29
Rand, 64
Rang, 52, 131
RangeMinimum Query, 167
reduzierter Teilbaum, 8
relevanter reduzierter Teilbaum, 18
Residuen-Netzwerk, 202
Restriktion, 7

implizite, 32

S
s-t-Netzwerk, 195
s-t-Schnitt, 195

Sackgasse,215
Sandwich Problem

additives,140
ultrametrisches,140

Schiefsymmetrie,201
schwach kompatibel, 180
Sektor, 21
Senke, 200
separabel, 159
SequenceTaggedSites,2
Spannbaum, 125

Gewicht, 125
minimaler, 125

Split, 173
Gr•o�e, 174
trivialer, 174

Split Graph, 182
Split-Metrik, 187
Splitdistanz, 179,183
Splits •uber X , 173
State-Intersection-Graph,93
streng ultrametrische Matrix, 101
strengerultrametrischer Baum, 101
STS, 2

T
Taxa, 77
Teilbaum

leerer,8
partieller, 8
reduzierter, 8
relevanter reduzierter, 18
voller, 8

Teilgraph, 90
induzierter, 90

Translation, 147
tree intersectiongraph, 90
Triangulation, 94
trianguliert, 91
trivialer Split, 174

U
Ultrametrik, 99
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induzierte, 103
ultrametrische Dreiecksungleichung,

99
ultrametrische Matrix, 101
ultrametrischer Baum, 101

h•ochster, 142
niedriger, 151
niedrigster, 146

Ultrametrisches
Approximationsproblem,141,
172

UltrametrischesSandwich Problem,
140

unit interval graph, 60
universellerPQ-Baum, 16

V
Verfahren

charakterbasiertes,79
distanzbasiertes,78
merkmalbasiertes,79

4-Punkte-Bedingung,122
voll, 8, 37
voller Knoten, 8, 37
voller Teilbaum, 8
vollesBlatt, 8, 37
vollst•andig, 32

W
Wurzelliste, 131

Z
zeichenreihigeCharakter, 80
zeichenreihigeMerkmal, 80
zugeh•origer gewichteter Graph, 126
zul•assig,69
zul•assigeF•arbung, 62
zul•assigerKern, 64
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