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Vorwort

DiesesSkript ertstand parallel zu der Vorlesung Algorithmische Bioinformatik 1l1

desSommersemeste?2004,die als Fortsetzungder VorlesungenAlgorithmische Bio-
informatik | und AlgorithmischeBioinformatik Il diert. DieseVorlesungwurde an
der Ludwig-Maximilians-Universitat speziell fur Studerten der Bioinformatik, aber
auch fur Studerten der Informatik, im Rahmendesvon der Ludwig-Maximilians-
Universitat Menchen und der Tednischen Universitat Meinchen gemeinsamveran-
stalteten StudiengangsBioinformatik gehalten.

DieseFassungist zwar korrigiert, aber noch nicht prinzipiell eberarbeitet worden, so
dassdas Skript an einigen Stellen etwas kurz und unpraziseist und sicherlich auch
noch eine Reihevon (Tipp)F ehlern erthalt. Daher bin ich fur jeden Hinweis darauf
(an Volker.heun@bio.i .Imu.dedankbar.

An dieserStelle medte ich insbesonderaneinenMitarb eitern JohannesFischer und
SimonW. Ginzingerfur Ihre Unterstetzung bei der Veranstaltungdanken, die somit
dasvorliegendeSkript erst meglich gemadit haben.

Mendchen, im Juli 2004 Volker Heun
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Physical Mapping 1

1.1 Biologischer Hintergrund und Mo dellierung

Bei der genomischemKartierung (engl. physial mapping) geh es darum, einen
erstengroben Eindruck desGenomszu bekommen.Dazu soll fer ,,charakteristische
Sequenzender genaueOrt auf dem Genom festgelegtwerden. Im Gegensatzzu
genetischenKarten (engl. genetic map), wo es nur auf die lineare und unge#®hre
Anordnung einiger bekannter oder wichtiger Gene auf dem Genom ankommt, will
man bei genomischerKarten (engl. physi@l map) die Angaben nicht nur ungehr,
sondernmeglichst genaubis auf die Position der Basenpaareermitteln.

1.1.1 Genomische Karten

Wir wollen zunachst die Idee einer genomisben Karte anhand einer ,Landkarte
aus Photographien fur Deutsciland bestireiben. Wenn man einen ersten groben
Uberblick der Lageder Orte von Deutsdland bekommenwill, dann kennte ein erster
Sdiritt sein, die Kirchterme aus ganz Deutsdland zu erfassenKirchterme bieten
zum einen den Vorteil, dasssich ein Kirchturm als solder sehr einfach erkennen
lasst, und zum anderen,dassKirchterme versdiedenerKirchen in der Regeldoch
deutlich untersdiedlich sind. Wenn man nun Luftbilder von Deutsdland bekommt
und die Kirchterme den Orten zugeordnethat, dann kann man fer die meisten
Photographienertscheiden, zu welchem Ort sie gehoren, soferndenn ein Kirchturm
darauf zu sehenist. Ausgehendvon Luftbildern, auf denen mehrere Kirchterme
zu sehensind, kann man dann die relative Lage der Orte innerhalb Deutsdlands
festlegenDie aquivalerte Aufgabe beider genomisbenKartierung ist die Zuordnung
vonau alligenSequenzeiKirc hterme) auf Koordinatenin Deutsdland. Ein Genom
ist dabei im Gegensatzzu Deutsdland ein- und nicht zweidimensional.

Ziel der genomisben Kartierung ist es,ungeshr alle 10.000Basenpaareeine cha-
rakteristische Sequenzauf dem Genomzu nden und zu lokalisieren.Diesist wichtig
fur einenersten Grob-Eindruck einesGenom. Fur das Human GenomeProject war
einesolte Kartierung wichtig, damit man dasganzeGenomrelativ einfadt in viele
kleine Steicke aufteilen konnte, so dassdie einzelnenTeile von unterschiedlichen
Forsdher-Gruppen sequenziertwerden konnten. Die einzelnenTeile konnten dann
unabhangig und somit hochgradig parallel sequenziertwerden. Damit zum Sdluss
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2 Kapitel 1. Physical Mapping

die einzelnensequenzierterStecke wieder den Orten im Genomzugeordnetwerden
konnten, wurde dann eine genomisbe Karte benetigt.

Obwohl CeleraGenomicsmit dem Whole GenomeShotgun Sequencinggezeigthat,
dassfer die Sequenzierunggro er Genomeeine genomisbe Karte nicht unbedingt
berstigt wird, soist diesezum einen doch hilfreich und zum anderenaud uner-
lasslihy beim Vergleid von ahnlichen Genomen,da aud in abselbarer Zukunft aus
Kostengrinden nicht jedesbeliebigeGenomeinfat einmal snell sequenziertwer-
den kann.

1.1.2 Konstruktion genomischer Karten

Wie erstellt man nun soldhe genomisben Karten. Das ganzeGenomwird in viele
kleinere Steicke, so genanrte Fragmentezerlegt. Dies kann medanisd durch feine
Sprehdeisen oder biologisd durch Restriktionsenzymegestiehen. Diese einzelnen
kurzen Fragmene werdendann auf spezielleLandmarks hin untersudht.

Als Landmarks kennenzum Beispiel so genannie STS, d.h. Sequene Taggel Sites,
verwendet werden. Dies sind kurze Sequenzabdwmitte, die im gesanten Genomein-
deutig sind. In der Regelsind diese100bis 500Basenpaardang, wobei jedoch nur die
Endstecke von jeweils 20 bis 40 Basenpaarerals Sequenzfolgehekannt sind. Vorteil
dieserSTSist, dasssie sich mit Hilfe der Polymerasekttenreaktion sehrleicht nach-
weisenlassen,da geradedie fur die PCR bemetigten kurzen Endsteicke als Primer
bekannt sind. Somit lassensich die einzelnenFragmerte daraufhin untersuchen, ob
sie ein STS erthalten oder nicht. Alternativ kann audch mit Hybridisierungsexeri-
merten festgellt werden, ob eine STS in einemFragmen erthalten ist oder nicht.

|
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Abbildung 1.1: Skizze:Genomistie Kartierung

Ist in Abbildung 1.1ist eine Aufteilung in Fragmerte und die zugelerige Verteilung
der STS illustriert. Dabei ist naterlich weder die Reihenfolgeder STS im Genom,
noch die Reihenfolgeder Fragmerte im Genom (aufsteigendnad Anfangspositio-
nen) bekannt. Die Experimerte liefern nur, auf welchem Fragmen sich weldhe STS
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1.1. Biologisdher Hintergrund und Modellierung 3

be ndet. Die Aufgabe der genomisben Kartierung ist esnun, die Reihenfolgedes
STSim Genom (und damit audh die Reihenfolgedes Auftretens der Fragmerte im
Genom) zu bestimmen.Im Beispiel,dassin der Abbildung 1.1 angegelenist, erhalt
man als ErgebnisdesExperimerts nur die folgendelnformation:

S = fAB;CF; Gg;
S, = fFH;lg

S = fACFGHg
S, = fD;lg;

Ss = fA;B;E;Gg:

Hierbei gibt die MengeS; an, welthe STS dasFragmern i erthalt. In der Regelsind
naterlich die Fragmerte nicht in der Reihenfolgeihres Auftretens durchnummeriert,
sonstware die Aufgabe ja auch zu trivial.

Aus diesemBeispielsielt man sdion, dassic die Reihenfolgeausdieseninformatio-
nennicht immer eindeutig rekonstruierenlasst. Obwohl im GenomA vor G auftritt,
ist diesausden experimertellen Ergebnissemicht ablesbar.

1.1.3 Modellierung mit Permutationen und Matrizen

In diesemAbsdnitt wollenwir zwei recht eahnliche Methodenvorstellen,wie man die
Aufgabenstellungmit Mitteln der Informatik modellieren kann. Eine Modellierung
habenwir bereitskennengelernt: Die Ergebnisseverdenals Mengenangegelen. Was
wir sudenist eine Permutation der STS, sodassfur jede Mengegilt, dassdie darin
enthaltenen Elemerte in der Permutation zusammeniangendvorkommen,alsodurch
keine andere STS separiertwerden. Fur unser Beispielwaren alsoEBAGCFHI D
und EBGACFHID sovie DIHFCGABE und DIHFCAGB E zulassigePermu-
tationen, da hierfur gilt, dassdie Elemerte aus S; hintereinanderin der jeweiligen
Permutation auftreten.

Wir merken hier bereits an, dasswir im Prinzip immer mindestenszwei Lesun-
gen erhalten, sofernes eberhaupt eine Losunggibt. Aus dem Ergebnis kennenwir
namlich die Richtung nicht feststellen.Mit jedem Ergebnisist auch die reickwarts
aufgelisteteReihenfolgeeine Losung.Dies lasst sich in der Praxis mit zusatzlichen
Experimenrten jedoch leicht lesen.

Eine andereMeglichkeit waredie Darstellungalseinen m-Matrix, wobeiwir anneh-
men, dasswir n versdiedeneFragmere und m vershiedeneSTS untersuchen. Der
Eintrag an der Position (i;j) ist genaudann 1, wenn die STSj im Fragmert i
ernthalten ist, und 0 sonst.DieseMatrix fer unserBeispielist in Abbildung 1.2 ange-
geben. Hier ist esnun unserZiel, die Spaltensopermutieren, dassdie Einsenin jeder
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4 Kapitel 1. Physical Mapping

A B CDEFGH I E B A GCZFMH I D
1112 1. 1 0 0 1. 1 0 O 110 1. 1 1 1 1 0 0 O
2/0 0 0 0 0O1 0 1 1 2/0 0 0 0 0O1 110
3(1 01 0 01 1 10 3]0 011 1 1 1 0O
4,0 0 0 1 0 0 0 O 1 4,0 0 0 0 0 0 0 1 1
5(1 1 0 0 1 01 OO 5(1 111 0 0 0 O O

Abbildung 1.2: Beispiel: Matrizen-Darstellung

Zeile aufeinanderfolgend (konsekutiv) auftreten. Wenn es eine solthe Permutation

gibt, ist esim Wesetllichen dieselte wie die, die wir fur unsereandereModellierung
erhalten. In der Abbildung 1.2 ist rechts einesolde Spaltenpermutation angegelen.
Daher sagt man auch zu einer 0-1 Matrix, die einesolte Permutation erlaubt, dass
sie die Conseutive OnesProperty, kurz C1P, erfullt.

1.1.4 Fehlerquellen

Im vorigen Absdnitt haben wir gesehenwir wir unser Problem der genomisben
Kartierung geeignetmodellierenkennen.Wir wollen jetzt noch auf einigebiologishe
Fehlerquelleneingehen,um diesebei spateren anderenModellierungenberecksich-
tigen zu kennen.

False Positiv es: Leider kann es bei den Experimerten auch passieren,dasseine
STS in einem Fragmert i identi ziert wird, obwohl sie gar nicht ernthalten
ist. Dies kann zum Beispieldadurch gestiehen,dassin der Sequenzsehryviele
Teilsequenzerauftreten, die den Primern der STS zu ahnlich sind, oder aber
die Primer tauchen ebenfallssehrweit voneinanderertfernt auf, sodasssiegar
keine STSbilden, jedoch dennach vervielfaltigt werden.Solde falschenTre er
werdenals False Positives bezeitinet.

False Negativ es: Analog kann espassierendass,obwohl eine STS in einemFrag-
mert erthalten ist, diesedurch die PCR nicht multipliziert wird. Solde feh-
lendenTre er werdenals False Negativesbezeitinet.

Chimeric Clones: Au erdem kann esnad dem Aufteilen in Fragmerie passieren,
dasssicdh die einzelnenFragmerie zu langerenTeilen rekombinieren. Dabei
kennten sich insbesondereFragmernte aus ganz weit erntfernten Bereidien des
untersuditen Genomszu einemneuenFragmert kombinieren und falsdlicher-
weiseNadbarsaften liefern, die gar nicht existert sind. Soldhe Rekombina-
tionen werdenals Chimeric Clones bezeitinet.
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1.2. PQ-Baume 5

Non-Unique Prob es Ein weiteres Problem, dass audch False Positives ausiesen
kann, sind Non-Unique Probes,also STS, die mehrfady im Genomvorkommen
und falsdlicherweiseals einzigartig angenommenwurden.

1.2 PQ-Baume

In diesemAbsdnitt wollen wir einene zien ten Algorithmus zur Entscheidung der
Consecutive OnesProperty vorstellen. Obwohl dieserAlgorithmus mit keinem, der
im vorigen Abschnitt erwahnten Fehler umgehenkann, ist er dennach von grundle-
gendeminteresse.

1.2.1 De nition von PQ-Baumen

Zur Lesungder C1P beretigen wir dasKonzept einesPQ-Baumes.Im Prinzip han-
delt essich hier um einengewurzeltenBaum mit besondergelennzeitineteninneren
Knoten und markierten Blattern.

Denition 1.1 Sei ein endichesAlphalet. Dannist ein PQ-Baum uker induk-
tiv wie folgt de niert:

Jeder einelementigeBaum (also ein Blatt), dasmit einemZeichenaus mar-
kiert ist, ist ein PQ-Baum.

P-Knoten Q-Knoten
Abbildung 1.3: Skizze:Darstellung von P- und Q-Knoten

In der Abbildung 1.3 ist skizziert, wie wir in Zukunft P- bzw. Q-Knoten graphish
darstellen wollen. P-Knoten werden durch Kreise, Q-Knoten durch lange Redte-
cke dargestellt. Fur die Blatter fehren wir keine besondereKonvertion ein. In der
Abbildung 1.4 ist dasBeispiel einesPQ-Baumesangegelen.

Version0.32 Fassungvom 5. Januar 2005
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6 Kapitel 1. Physical Mapping

A B THI

F G

CDE
Abbildung 1.4: Beispiel: Ein PQ-Baum

Im Folgendenbenstigen wir speziellePQ-Baume,die wir jetzt de nieren wollen.

De nition 1.2 Ein PQ-Baum heit edt, wennfolgendeBedingungenerfullt sind:

JedesElementa2 kommt genaueinmal als Blattmarkierung vor;
Jeder P-Knoten hat mindestenszwei Kinder;

Jeder Q-Knoten hat mindestensdrei Kinder.

Der in Abbildung 1.4 angegelenePQ-Baum ist also ein edhter PQ-Baum.

An dieserStelle wollen wir noch ein elemenares, aber fundamertales Ergebniseiber
gewurzelteBaume wiederholen,dassfur PQ-Baumeim Folgendensehrwichtig sein
wird.

Lemma 1.3 Sei T ein gewurzelterBaum, wolei jeder innere Knoten mindestens
zwei Kinder besitzt, dann ist die Anzahl der inneren Knoten echt kleiner als die
Anzahlder Blatter von T.

Da ein edhter PQ-Baum dieseEigenstaft erfullt (ein normalerin der Regelnicht),
wissenwir, dassdie Anzahl der P- und Q-Knoten kleiner als die Kardinalit at des
betrachteten Alphabets ist.

Die P- und Q-Knoten besitzen naterlich eine besondereBedeutung, die wir jetzt
erlautern wollen. Wir wollen PQ-Baumeim Folgendendazuverwenden,Permutation
zu besdireiben. Daherwird die Anordnung der Kinder an P-Knoten willk eirlich sein
(d.h. alle Permutationen der Teilbaumesind erlaubt). An Q-Knoten hingegenist die
Reihenfolgebis auf dasUmdrehender Reihenfolgefest. Um diesgenauerbesdireiben
zu kennenbenetigen wir noch einige De nitionen.
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1.2. PQ-Baume 7

De nition 1.4 SeiT ein echter PQ-Baum uker . Die Frontier von T, kurz f (T)
ist die Permutation mker , die durch das Ablesender Blattmarkierungen von links
nach rechts geschieht(also die Reihefolgeder Blattmarkierungenin einer Tiefensu-
che unter Berucksichtigungder Ordnung auf den Kindern jedesKnotens).

Die Frontier desBaumesaus Abbildung 1.4 ist dann ABCDEFGHI.

De nition 1.5 Zwei echte PQ-Baume T und T° hei en aquivalert, kurz T = T¢
wenn sie durch endiche AnwendungfolgenderRegeln ineinander ukerfuhrt werden
kennen:

BeliebigesUmordnen der Kinder einesP-Knotens;

Umkehen der Reihenfolgeder Kinder eines Q-Knotens.

De nition 1.6 Sei T ein echter PQ-Baum, dann ist consisten{T) die Mengeder
konsistentenFrontiers von T, d.h.:

consisten(T) = ff(T9 : T=T%:

Beispielsveisebe nden sich dannin der Mengeconsisten(T) fur den Baum ausder
Abbildung 1.4: BADCEFGIH, ABGFCDEHI oder HIDCEFGBA.

De nition 1.7 Sei ein endichesAlphalet und F = fF;;:::;Fkg 2 eineso
genannte Menge von Restriktionen, d.h. von Teilmengenvon . Dann bezeichnet
( ;F) die Mengeder Permutationen eker , in der die ElementeausF; fur jedes
i 2 [1: k] konsekutivvorkommen.

Mit Hilfe dieserDe nitionen kennenwir nun das Ziel diesesAbsdnittes formalisie-
ren. Zu einergegelenenMengeF 2 von Restriktionen (namlich den Ergebnissen
unsererbiologishien Experimerte zur Erstellung einer genomisben Karte) wollen
wir einenPQ-Baum T mit

consisten(T) = ( ;F)

konstruieren, soferndies meglich ist.
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8 Kapitel 1. Physical Mapping

1.2.2 Konstruktion von PQ-Baumen

Wir werden versuten, den geweinsiten PQ-Baum fur die gegelene Menge von

und andemn Blatter hangen,die eineindeutigmit denZeichenaus = fa;;:::;a,g
markiert sind. Wir meissendaher nur noch eine Prozedurreduceenwickeln, fur die
T, = reducdT; 1;F) gilt.

Prinzipiell werden wir zur Realisierungdieser Prozedur den Baum T; ; von den
Blattern zur Wurzel hin durchlaufen, um gleichzeitig die Restriktion F; einzuarkei-
ten. Dazu werden alle Blatter, deren Marken in F; auftauchen markiert und wir
werdennur den Teilbaum mit den markierten Blattern bearbeiten. Dazu bestimmen
wir zuerst den niedrigsten Knoten r(T; 1;F;) in T;, so dassalle Blatter aus F; in
deman diesemKnoten gewurzeltenTeilbaum erthalten sind. DiesenTeilbaum selbst
bezeitinenwir mit T,(T; 1;F;) alsdenreduzierten Teilbaum.

Weiterhin vereirbarenwir noch denfolgendenSpradigebraud. Ein Blatt heit voll,
wennesin F; vorkommt und ansonsterleer. Ein innerer Knoten hei t voll, wennalle
seineKinder voll sind. Analog heit ein innerer Knoten leer, wenn alle seineKinder
leer sind. Andernfalls nennenwir den Knoten partiell. Im Folgendenwerden wir
auch Teilbaume als voll bzw. leer bezeitinen, wenn alle darin erthaltenen Knoten
voll bzw. leer sind (was aquivalert dazuist, dassdessenWurzel voll bzw. leer ist).
Andernfalls nennenwir einensolden Teilbaum partiell.

Da esbei P-Konten nicht auf die Reihenfolgeankommt, wollen wir im Folgenden
immer vereirbaren, dassdie leerenKinder und die vollen Kinder einesP-Knotens
immer konsekutiv angeordnetsind (sieheAbbildung 1.5).

Abbildung 1.5: Skizze:Anordnung leererund voller Kinder einesP-Knotens

Im Folgendenwerdenwir volle und partielle Knoten bzw. Teilbaumeimmer rot kenn-
zeidhnen,wahrendleereKnoten bzw. Teilbaumewei bleiben. Man beadte, dassein
PQ-Baum nie mehr als zwei partielle Knoten besitzenkann, von denennicht einer
ein Nadhfahre einesanderenist. Werde ein PQ-Baum drei partielle Knoten besit-
zen,von den keiner ein Nachfahre einesanderenist, dann kennten die gewinsdten
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Permutationen aufgrund der gegelenenRestriktionen nicht konstruiert werden.Die
Abbildung 1.6 mag dabei helfen, sich diesklar zu maden.

Abbildung 1.6: Skizze:Drei partielle Teilbaume

Im Folgendenwerdenwir jetzt versdiedeneSdablonenbesdireiben, die bei unse-
rer bottom-up-Arb eitsweiseim reduzierten Teilbaum angevendet werden, um die
aktuelle Restriktion einzuarkeiten. Wir werdenalsoimmer annehmen,dassdie Teil-
baumedesbetrachteten Knoten (oft aud alsWurzelbezeitinet) bereitsabgearkeitet
sind. Wir werdendabei darauf achten, folgendeEinsdrankung aufrett zu erhalten.
Wenn ein Knoten partiell ist, wird esein Q-Knoten sein. Wir werdenalsonie einen

partiellen P-Knoten konstruieren.
1.2.2.1 Schablone Py

Die SchablonePg in Abbildung 1.7 ist sehreinfac. Wir betrachten einenP-Knoten,
an dem nur leereTeilbaume hangen.Somit ist nichts zu tun.

Abbildung 1.7: Skizze:Sdablone Py

1.2.2.2 Schablone P,

Die SdabloneP; in Abbildung 1.8ist auch nicht viel schwerer. Wir betrachten einen
P-Knoten, an dem nur volle Unterbaume hangen.Wir markieren daher die Wurzel
als voll und gehenweiter bottom-up vor.

Abbildung 1.8: Skizze:Sdablone P,
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1.2.2.3 Schablone P,

Jetzt betrachten wir einenP-Knoten p, an dem nur volle und leere(also keine par-
tiellen) Teilbaume hangen (siehe Abbildung 1.9). Weiter nehmenwir an, dassder
Knoten p die Wurzel des reduzierten Teilbaums T, ist In diesemFall fugen wir
einen neuen P-Knoten als Kind der Wurzeln ein und hangenalle volle Teilbaume
der urspreinglichen Wurzel an diesenKnoten. Da wir die Wurzel des reduzierten
Teilbaumeserreicht haben, kennenwir mit der Umordnung desPQ-Baumesaufhe-
ren, da nun alle markierten Knoten ausF in dendurch den PQ-Baum dargestellten
Permutationen konsekutiv sind.

p ist Wurzelvon T, (T; F)

Abbildung 1.9: Skizze:Sdablone P,

Hierbei ist nur zu beadten, dasswir eigerlich nur ethte PQ-Baume konstruieren
wollen. Hing alsourspreinglich nur ein voller Teilbaum an der Wurzel, so fuhren wir
die oben genanne Transformation nicht ausund belasseralles sowie eswar.

In jedem Falle eberzeugtman sich leicht, dassalle Frontiers, die nach der Transfor-
mation einesaquivalenten PQ-Baumesabgelesenverden kennen, auch scon vor-
her abgeleserwerden konnten. Des Weiteren haben wir durch die Transformation
erreidit, dassalle Zeichen der aktuell betrachteten Restriktion nach der Transfor-
mation konsekutiv auftreten meissen.

1.2.2.4 Schablone P3

Nun betrachten wir einenP-Knoten, an dem nur volle oder leereTeilbaumehangen,
deraber noch nicht die WurzelderreduziertenTeilbaumesst (sieheAbbildung 1.10).
Wir fuhren als neueWurzel einen Q-Knoten ein. Alle leerenKinder der urspreingli-
chenWurzel belasserwird diesemP-Knoten und maden diesenP-Knoten zu einem
Kind der neuenWurzel. Weiter fehren wir einenneuenP-Knoten ein, der ebenfalls
ein Kind der neuenWurzel wird und sdhenken ihm als Kinder alle vollen Teilbaume
der ehemaligenWurzel.

Auch hier mussenwir wieder beadten, dasswir einen korrekten PQ-Baum gene-
rieren. Gab esvorher nur einen leerenoder einen vollen Unterbaum, so wird das
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p ist keine Wurzel von T, (T; F)

Abbildung 1.10: Skizze:Scablone P;

erntspredhende Kind der neuenWurzel nicht wiedenerwendet bzw. eingekigt, son-
dern der leerebzw. volle Unterbaum wird direkt an die neue Wurzel gehangt. Des
Weiteren haben wir einen Q-Knoten konstruiert, der nur zwei Kinder besitzt. Dies
weirde der De nition einesediten PQ-Baumeswidersprefien. Da wir jedoch weiter
bottom-up den reduzierten Teilbaum abarbeiten meissen,werden wir spater noch
sehen,dassdieser Q-Knoten mit einem anderen Q-Knoten versd&imolzen wird, so
dassaud daskein Problem seinwird.

1.2.2.5 Schablone P,

Betrachten wir nun den Fall, dassdie Wurzel p ein P-Knoten ist, der neben leeren
und vollen Kindern noch ein partiellesKind hat, dasdann ein Q-Knoten seinmuss.
Diesist in Abbildung 1.11illustriert, wobeiwir noch annehmendassder betrachtete
Knoten die Wurzel desreduzierten Teilbaumesist

p ist Wurzelvon T, (T; F)

Abbildung 1.11: Skizze:Scablone P,

Wir werden alle vollen Kinder, die direkt an der Wurzel hangen, unterhalb des
partiellen Knotens einreihen. Da der partielle Knoten ein Q-Knoten ist, meissen
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12 Kapitel 1. Physical Mapping

die vollen Kinder an dem Ende hinzugetigt werden, an dem bereits volle Kinder
hangen. Da die Reihenfolgeder Kinder, die an der urspreinglichen Wurzel (einem
P-Knoten) hingen, egal ist, werden wir die Kinder nicht direkt an den Q-Knoten
hangen,sondernerst einenneuenP-Knoten zum au ersten Kind diesesQ-Knotens
madien und daran die vollen Teilbaume anhangen. Dies ist naterlich nicht netig,
wenn an der urspreinglichen Wurzel nur ein vollen Teilbaum gehangenhat.

Auch hier machenwir unswiederleicht klar, dassdie Einschrankungender Transfor-
mation lediglich die aktuell betrachtete Restriktion widerspiegeltund wir den Baum
bzw. seinedargestelltenPermutationen nicht mehr einstiranken als netig.

Wir meissenuns jetzt nur noch Gedanlken macden, wenn der Q-Knoten im vorigen
Sdritt aus der Sthablone P; entstanden ist. Dann hatte dieserQ-Knoten nur zwel
Kinder gehabt. Besa die ehemaligeWurzel p vorher noch einenvollen Teilbaum,
so hat sich diesesProblem erledigt, das der Q-Knoten nun noch ein drittes Kind
erhalt. Hatte p vorher kein volles Kind gehabt (also nur einenpartiellen Q-Knoten
und lauter leereBaume als Kinder), dann kennte p nicht die Wurzel desreduzier-
ten Teilbaumessein (dann hatte der partielle Q-Knoten die Wurzel desreduzierten
Teilbaumessein meissen).DieserFall kann alsonicht auftreten.

1.2.2.6 Schablone Psg

Nun betrachten wir denanalogenFall, dassan der Wurzel ein partielles Kind hangt,
aber der betrachtete Knoten nicht die Wurzel desreduzierten Teilbaumesist. Dies
ist in Abbildung 1.12illustriert.

p ist keine Wurzel von T, (T; F)

Abbildung 1.12: Skizze:ScablonePs

Wir maden alsoden Q-Knoten zur neuenWurzel desbetrachteten Teilbaumesund
hangen die ehemaligeWurzel des betrachteten Teilbaumesmitsamt seinerleeren
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Kinder ganz au en am leeren Ende an den Q-Knoten an. Die vollen Kinder der
ehemaligenWurzel desbetrachteten Teilbaumeshangenwir am vollen Ende desQ-
Knotens eber einen neuenP-Knoten an. Man beadtte wieder, dassdie P-Knoten
nicht benetigt werden, wenn esnur einenleerenbzw. vollen Teilbaum gibt, der an
der Wurzel desbetrachteten Teilbaumeshing.

Auch hier machenwir unswiederleicht klar, dassdie Einschrankungender Transfor-
mation lediglich die aktuell betrachtete Restriktion widerspiegeltund wir den Baum
bzw. seinedargestelltenPermutationen nicht mehr einsdiranken als netig.

Falls der Q-Knoten vorher aus der Schablone P; neu entstanden war, so erhalt er
nun die bermotigten weiteren Kinder, um der De nition einesediten PQ-Baumes
zu gereigen. Man beadite hierzu nur, dassdie Wurzel p vorher mindestenseinen
leeren oder einen vollen Teilbaum besesserhaben muss. Andernfalls hatte der P-
Knoten p als Wurzel nur ein Kind besessenwas der De nition einesetten PQ-
Baumeswiderspridt.

1.2.2.7 Schablone Pg

Es bleibt noch der letzte Fall zu betrachten, dassan die Wurzel des betrachteten
Teilbaumesein P-Knoten ist, an der neben vollen und leerenTeilbaume genauzwei
partielle Kinder hangen(die dann wieder Q-Knoten seinmessen).Diesist in Abbil-
dung 1.13illustriert.

p mussWurzel von T,(T; F) sein!

Abbildung 1.13: Skizze:SdablonePg

Man eberlegt sich leicht, dassdie Wurzel p desbetrachteten Teilbaumesdann auch
die Wurzel desreduziertenTeilbaumesseinmuss,da andernfallsdie aktuell betrach-
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14 Kapitel 1. Physical Mapping

tete Restriktion sich nicht mit den Permutationen des bereits konstruierten PQ-
Baumesunter ein Dach bringen lasst.

Wir vereineneinfad die beiden Q-Knoten zu einem neuenund hangendie vollen
Kinder der Wurzel desbetrachteten Teilbaumeseber einen neu einzufihrenden P-
Knoten in der Mitte desversdimolzenenQ-Knoten ein.

Falls hier einer oder beide der betrachteten Q-Knoten aus der Stablone P ent-

standenist, soerhalt er auch hier wieder gereigend zusatzliche Kinder, so dassdie

Eigenshaft einesediten PQ-Baumeswiederhergestelltwird. —
22.April

1.2.2.8 Schablone Qq

Nun habenwir alle Shablonenfur P-Knoten als Wurzeln angegelen. Es folgendie
Scdablonen,in denendie Wurzel desbetrachteten Teilbaumesein Q-Knoten ist. Die
SdabloneQq ist analogzur ScablonePy wiedervellig simpel. Alle Kinder sind leer
und esist alsonichts zu tun (sieheAbbildung 1.14).

A0~ £

Abbildung 1.14:Skizze:Sthablone Qg

1.2.2.9 Schablone Q;

Auch die Sdablone Q; ist vellig analog zur Scablone P;. Alle Kinder sind voll
und daher markierenwir den Q-Knoten als voll und arbeiten uns weiter bottom-up
durch denreduzierten Teilbaum (sieheaudh Abbildung 1.15).

Abbildung 1.15: Skizze:Sdablone Q;
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1.2.2.10 Schablone Q,

Betrachten wir nun den Fall, dasssownohl volle wie leere Teilbaume an einem Q-
Knoten hangen.In diesemFall tun wir gar nichts, denn dann ist die Wurzel ein
partieller Q-Knoten. Wir steigenalso einfadh im Baum weiter auf.

Kommen wir also gleich zu dem Fall, an dem an der Wurzel p desaktuell betrach-
teten Teilbaumesvolle und leere sovie genauein partieller Q-Knoten hangt. Wir
verstimelzennun einfac den partiellen Q-Knoten mit der Wurzel (die ebenfallsein
Q-Knoten ist), wiein Abbildung 1.16illustriert. Falls der partielle Q-Knoten ausder
SdabloneP; ertstandenist, erhalt er auch hier wiederausreitiend viele zusatzliche
Kinder.

Abbildung 1.16: Skizze:Sdablone Q;

1.2.2.11 Schablone Q3

Als letzter Fall bleibt der Fall, dassan der Wurzel desaktuell betrachteten Teilbau-
meszwei partielle Q-Knoten hangen (sowie volle und leere Teilbaume). Auch hier
vereinenwir die drei Q-Knoten zu einem neuenwie in Abbildung 1.17 angegelen.
In diesemFall muss der betrachtete Q-Knoten bereits die Wurzel desreduzierten
Teilbaumesund die Prozedur bricht ab.

In der Abbildung 1.18auf Seitel7ist ein Beispielzur Konstruktion einesPQ-Baumes
fur die Restriktionsmenge

n 0
fB;EQ;fB;FQg,fA;C;F;Gg;fA; Cg;fA;C;Fg;fD; Gg

angegeken.
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16 Kapitel 1. Physical Mapping

p mussWurzel sein! ) Prozelur abbechen!

Abbildung 1.17:Skizze:Stablone Qs

1.2.3 Korrektheit

In diesemAbsdnitt wollen wir kurz die Korrektheit beweisen,d.h. dassder kon-
struierte PQ-Baum tatsadhlich die geweinsdite Mengevon Permutationen beziglich
der vorgegelenenRestriktionen darstellt. Dazu de nieren wir den universelen PQ-
Baum T( ;F) fur ein Alphabet und eine Restriktion F = fa,;:::;&,g. Die
Wurzel desuniversellenPQ-Baumesist ein P-Knoten an dem sich lauter Blatter, je
einesfur jedesZeichenaus nF, und ein weiterer P-Knoten hangen,an dem sich
seinerseitdauter Blatter be nden, je einesfur jedesElemen ausF.

Theorem 1.8 SeiT eine keliebigerechter PQ-Baum und F . Dann gilt:

consistem(reduce(T; F)) = consisten(T) \ consisten(T( ;F)):

Beweis: Zuerstfuhren wir zwei Abkerrzungenein:

A = consistet(reduce(T; F))
B := consisten(T)\ consisten(T( ;F))
A B :Ist A = ;, soist nichts zu zeigen.Ansonstenexistiert ein

2 consistem(reducgT;F)) und T°= reducdT;F) mit f(T9Y =

Nacdh Konstruktion gilt 2 consistem(T). Andererseitsgilt nach Konstruktion fer
jedenerfolgreid abgearkeiteten Knoten x eine der folgendenAussagen:

X ist ein Blatt und x 2 F,
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fB;Eg

ABCDEFG®G ACDFG
B E
P3 Py
fB;Fg
ACDGF ' ACDGF ACDG®G
B E B E EBF
Py
—
DACG fA; C;F;Gg D
F BE FBE
ACG
P>
D fA; Cg D
FBE FBE
ACG G
A C
P3 Q2
D fA; C;Fg D
FBE FBE G F BE
G G CA
CA CA
D P DG FBE
_4)
fD;Gg
G FBE CA
CA

Abbildung 1.18:Beispiel: Konstruktion einesPQ-Baumes
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18 Kapitel 1. Physical Mapping

X ist ein voller P-Knoten,

X ist ein Q-Knoten, dessermarkierte Unterbaumealle konsekutiv vorkommen
und die partiellen markierten Unterbaume (sofernvorhanden)am Rand diese
konsekutiven Bereids vorkommen oder der Q-Knoten bildet die Wurzel des
reduzierten Teilbaumes.

Darausfolgt unmittelbar, dass 2 consisten(T( :F)).

B A : Seialso 2 B. SeiT%sogewahlt, dassT°= T und f(T9 = . Nach
Voraussetzungkommen die Zeichen aus F in  hintereinander vor. Somit hat im
reduzierten Teilbaum T, (T%F) jeder Knoten au er der Wurzel maximal ein parti-
ellesKind und die Wurzel maximale zwei partielle Kinder. Jeder partielle Knoten
wird nadh Konstruktion durch einen Q-Knoten ersetzt, dessenKinnder entweder
alle voll oder leer sind und derenvolle Unterbaume konsekutiv vorkommen. Damit
ist bei der bottom-up-Vorgehenswiseimmer eine Sdablone anwendbar und esgilt

2 consistem(reducgT% F)). Damit ist auch 2 consistem(reducgT;F)). [

1.2.4 Implementierung

An dieserStelle messenwir noch ein paar Hinweisezur e zien ten Implemertierung
geben,damit einpaar Tricks die Laufzeit zur Generierungvon PQ-Baumendrastisth
gesenktwerdenkann. Uberlegenwir uns zuerstdie lfaingabegra e. Die Eingabe selbst
ist ( ;F) und somitist die Eingabegme (j j+ £, jF]).

Betrachten wir den Baum T auf den wir die Operation reducdT; F) loslassenMit
T, (T; F) bezeibinenwir denreduziertenTeilbaumvon T beziglich F. Dieserist mber
die niedrigste Wurzel besdirieben, sodassalle ausF markierten Blatter Nadchfahren
dieserWurzel sind. Der Baum T,(T; F) selbstbestelt aus allen Nachfahren dieser
Wurzel. O ensichtlich lauft die Hauptarbeit innerhalb diesesTeilbaumesab. Diesee
Teilbaumvon T sind in Abbildung 1.19 sthematisd dargestellt.

Aber selbstbei nur zwei markierten Blattern, kann dieserTeilbaum sehrgro wer-
den.Also betrachten wir densogenanrien relevantenreduziertenTeilobaum T, (T; F)
Dieserbesteht aus dem kleinsten zusammenlangendenTeilgraphenvon T, der alle
markierten Blatter aus F erthalt. O ensichtlich ist T, (T;F) ein Teilbaum von
T, (T; F), wobei die Wurzeln der beiden Teilbaumevon T dieselten sind. Man kann
auch sagen,dassder relevante reduzierte Teilbaum aus dem reduzierten Teilbaum
ertsteht, indem man leere Teilbaume herausshneidet. DieseTeilbaumevon T sind
in Abbildung 1.19sdematisd dargestellt.

Wir werdenzeigen,dassdie gesante Arbeit im Wesemlichenim TeilbaumT,,(T; F)
erledigt wird und diesesomit fer eine reduce-Ogeration proportional zu jT,,(T; F)j
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Abbildung 1.19: Skizze:Bearbeitete Teilbaume bei reducdT; F)

ist. Somit ergibt sich ferr die Konstruktion einesPQ-Baumesfur einegegeleneMenge

X0
O(jTrr(Ti 1;Fi)j);
i=1
wobei To = T() istund T; = reducdT; 1;F;). Wir messenuns jetzt noch um zwei
Dinge Gedanlen maden: Wie kann man die obige Laufzeit besser,anstaulicher
abstatzen und wie kann man den relevanten reduzierten Teilbaum T, (T;F) in
Zeit O(jT,((T; F)j) ermitteln.

Zuerstkemmmernwir unsum die Bestimmung desrelevanten reduziertenTeilbaumes.
Dazu messenwir uns aber erst noch ein paar genauereGedanten zur Implemertie-

rung desPQ-Baumesselbst maden. Die Kinder einesKnotens werden als doppelt

verkettete Liste abgesgidert, da ja fur die Anzahl der Kinder keineobere Schranke
a priori bekannt ist. Bei den Kindern einesP-Knoten ist die Reihenfolge,in der sie
in der doppelt verketteten Liste abgesgichert werden, beliebig. Bei den Kindern

einesQ-Knoten respektiert die Reihenfolgeinnerhalb der doppelt verketteten Liste

geradedie Ordnung, in der sie unter dem Q-Knoten hangen.

Zusatzlich werdenwir zum bottom-up Aufsteigenaudh noch von jedemKnoten den
zugetorigenElter wissenwollen. Leider wird sich herausstellendasseszu aufwendig
ist, fur jedenKnoten einenVerweis zu seinemkElter aktuell zu halten. Daher werden
wie folgt vorgehen.Ein Kind einesP-Knotens erhalt jeweils eine Verweis auf seinen
Elter. Bei Q-Knoten werden nur die beiden au ersten Kinder einen Verweis auf
ihren Elter erhalten. Wir werdenim Folgendensehen,dassdies vellig ausreidbiend
seinwird.

In Abbildung 1.20ist der Algorithmus zum Ermitteln des relevanten reduzierten
Teilbaumesangegelen. Prinzipiell versuden wir ausgehend/on der Mengeder mar-
kierten Blatter aus F einen zusammenlangen Teilgraphenvon T zu konstruieren,
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20 Kapitel 1. Physical Mapping

Find _Tree
f

int sectors= 0; set free, blocked,; for all (f 2 F) do free.addf );

while (free.siz€) + sectors> 1)
f
if (free.isempty()) return (;;;);
else
f
v = free.remee FIFO();
if (parert(v) 6 nil)
f
if (parernt(v) 2V (T,,))
f
V(Ter) = V(Tro) [ fparert(v)g;

free.add(parem(v));
g
E(Tr) = E(Ter) [ ff v parert(v)gg;
g
else
f
blocked.add{);
if (9x 2 N (v) s.t. parert(x) 6 nil)
f
letyst.x v vy,
let S be the sectorcortaining v;
for all (s2 S) do
f
blocked.remae(s);
parert(s) = parert(x);
E(Tir) = E(Ti) [ ff s;parert(s)gg;
g
if (y 2 blocked) sectors ;
g
elsif (both neighbors of v are blocked) sectors ;
elsif (both neighbors of v are not blocked) sectors+ ;
g
g
g
return T,,;

Abbildung 1.20: Algorithmus: Ermittlung von T,,(T; F)
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indem wir mit Hilfe der Verweiseauf die Eltern im Baum T von den Blatter ausF
nad oben laufen.

Um diesenAlgorithm us genauerverstehenzu kennen,meissenwir erst noch ein paar
Notationen vereirbaren. Wir halten zwei Listen als FIF O-Queuevor: die Mengefree
der sogenanrten freien Konten und eineMengeblocked der sogenanrten blackierten
Knoten. Dazu meissenwir jedoch zuerst noch aktive Knoten de nieren.

Ein Knoten hei t aktiv, wennwir wissendasser ein Vorfahr einesmarkierten Blattes
ausF ist. Ein aktiver Knoten heit frei, wenn die Kante zu seinemElter noch nicht
betrachtet wurde. Ein aktiver Knoten ist blockiert, wennwir festgestellthaben, dass
wir seinenElter nicht kennen.Es kann alsodurchausfreie Knoten geben, die keinen
Verweis auf ihren Elter haben oder deren Eltern selbst sdon frei sind (wir haben
dies nur noch nicht bemerkt). Um die Notation einfacder zu halten, werden wir
blockierte Knoten nicht als frei bezeiten.

Wennwir jetzt versuden den kleinsten zusammenlangendenTeilbaum zu konstru-
ieren, der alle markierten Blatter enthalt, gehenwir bottom-up durch den Baum
und konstruierendabei viele kleine Teilbaume, die durch Verstimelzenletztendlich
im Wesetlichen den relevanten reduzierten Teilbaum ergelen. Zu Beginn besteh
dieseMengeder Teilbaume aus allen markierten Blattern.

Eine Folgevon blockierten Knoten, die aufeinanderfolgendeKinder dessellen Kno-
tens sind (der dann ein Q-Knoten sein muss), nennenwir einen Sektor. Beadte,
dassein Sektor nie einesder au ersten Kinder einesQ-Knoten enthalten kann, da
diesenadh De nition ihren Elter kennen.

Zuerstuberlegenwir uns,wann wir die Prozedurabbrethen. Wennesnur noch einen
freien Knoten und keine blockierten Knoten (und damit auch keine Sektoren)mehr
gibt, brechenwir ab. Dann habenwir entwederdie Wurzel desrelevanten reduzierten
Teilbaumesgefunden,oder wir be nden uns mit der freien Wurzel bereits auf dem
Wegvon der gesutiten Wurzel zur Wurzel desGesantbaumesT . Wir wissenja leider
nicht in welcher Reihenfolgewir die Knoten desrelevanten reduzierten Teilbaumes
aufsuten. Es kann durchaus passieren,dasswir die Wurzel recht scnell nden
und den restlichen Teil desBaumesnoch gar nicht richtig untersucht haben. Dies
passiertinsbesonderalann, wennan der Wurzel bereitsein Blatt hangt. Andererseits
brechen wir ab, wenn wir nur noch einen Sektor bearbeiten. Der Elter der Knoten
diesesSektorsmussdann die gesubte Wurzel desrelevanten reduziertenTeilbaumes
sein.

Wenn immer wir mindestenszwei Sektorenund keine freie Wurzel mehr besitzen,
ist klar, dasswir im Fehlerfall sind, d.h fur die gegeleneMengeF von Restriktionen
kann es keinen korrespondierendenPQ-Baum geben. Andernfalls messtenwir die
Meglichkeit haben, diesebeideSektorenmithilfe von freienWurzeln zu versdqimelzen.
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Was tut unser Algorithmus also, wenn esnoch freie Wurzeln gibt? Er nimmt eine
solde freie Wurzel v her und testet, ob der Elter von v bekannt ist. Falls ja, fegt er
die Kante zum Elter in denrelewvanten reduziertenTeilbaum ein. Ist der Elter selbst
noch nicht im relevanten reduzierten Teilbaum erthalten, sowird aud dieserdarin
aufgenommenrund der Elter selbstals frei markiert.

Andernfalls wird der betrachtete Knoten v als blockiert erkannt. Jetzt meissenwir
nur die Anzahl der Sektorenaktualisieren. Dazu stellen wir zunachst fest, ob v ein
direktes Gesdwister (Nachbar in der doppelt verketteten Liste) besitzt, der seinen
Elter sthon kenrt. Wenn ja, dann seiy das anderedirekte Gesdwister von v (man
eiberlegesich, dassdiesesexistierenmuss). Die Folge(x; v;y) kommt alsosooder in

umgelehrter Reihenfolgein der doppelt verketteten Liste der Gestwister vor. Mit

S bezeitinen wir jetzt den Sektor, der v erthalt (wie wir diesenbestimmen,ist im

Algorithmus nicht explizit angegelen und die technischen Details seiendem Leser
eiberlassen).

Da S nun mit v einen blockierten Knoten ernthalt, der eine Gestwister hat, der
seinenElter kenrt, kennenwir jetzt aud allen Knoten diesesSektorsS seinenElter
zuweisenund die die entsprechendenKanten in denrelevanten reduziertenTeilbaum
aufnehmen.War y vorher blockiert, soreduziert sich die Anzahl der Sektorenum
eins, da alle Knoten im Sektorvon y jetzt ihren Elter kennen

Es bleibt der Fall ubrig, wo kein direktes Gestwister von v seinenElter kenrt. In
diesemFall mussjetzt nur noch die Anzahl der Sektorenaktualisiert werden. Ist v
ein isolierter blockierte Knoten (besitzt also kein blockiertes Gestwister), so muss
die Anzahl der Sektorenum einserheht werden.Waren beide Gestwister blockiert,
sowerdendieseSektorenmithilfe von v zu einemversd&imolzenund die Anzahl der
Sektorensinkt um eins. War genauein direktes Gestwister blockiert, so erweitert
v diesenSektor und die Anzahl der Sektorenbleibt unverandert.

Damit haben wir die Korrektheit des Algorithmus zur Ermittlung desrelevanten

reduziertenTeilbaumesbewiesenBleibt am Ende desAlgorithm us einefreie Wurzel
oder ein Sektor mbrig, sohabenwir denrelevanten reduziertenTeilbaumim Wesen-

lichengefunden.iIm erstenFall be nden wir uns mit der freien Wurzel auf dem Pfad
von der eigerilichenWurzel zur Wurzel der Gesantbaumes.Durch Absteigenkennen
wir die gesutite Wurzel als denKnoten iderti zieren, an demeine Verzweigungauf-
tritt. Im zweiten Fall ist, wie gesagt,der Elter der blockierten Knoten im gefunden
Sektor die gesutite Wurzel.

Eigertlich haben wir im zweiten Fall die Wurzel desreduzierten Teilbaumesnicht
wirklich gefunden,sondernnur einige (konsekutive) Kinder der Wurzel, die einen
Sektor bilden. An die Wurzel selbstkommenwir ohnegre eren Zeitaufwand eigen-
lich audh gar nicht heran. Algorithmisch ist esjedoch vellig ausreid©iend, dasswir
den Sektor ermittelt haben (mit seinenbeidenKnoten am Rand). In den zutre en-
den Scablonen(Q, und Q3) werdendie Kinder desbzw. der partiellen Q-Knoten
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ja in die Gesdwisterliste der Wurzel eingelangt. Dazu muss man die Wurzel des
reduzierten Teilbaumeseberhaupt nicht kennen, sondernnur den Zugri an der
richtigen Stelle auf desserKinderliste haben. Dieseist durch die doppelt verkettete
Gesdtwisterliste jedoch gegelen, da der Rand des Sektors genau auf diese Stellen
verweist, wo die Kinderliste(n) eingebigt werden meissen.

Implemertierungstetinisdh messenwir noch darauf hinweisen,dasswir beim Ver-
sdimelzenvon Sektoren, wovon einer der SektorenseinenElter kenrt, nicht per-
manert die Elter-Informationen aktualisiert werden.Nad Einbau einer Restriktion

meissenwir Elter-Informationen von Kindern von Q-Knoten, die nicht das alteste
oder jeungste Kind sind, wieder loesthen. Sonst kennten beim Einbauen anderer
Restriktionen alte, nicht mehr aktuelle Verweiseauf Eltern eiberleben. Dazu meissen
wir uns bei der Bestimmung desreduziertenTeilbaumesmerken, welthe Kinder von

Q-Knoten, die dann nicht alteste bzw. jungste Kinder sind, ihren Verweis auf ihr

Elter vorebergehendgesetzthabenund dieseVerweiseam Ende wiederlesten. Dies
verursatt keinenwesetlichenzeitlich Zusatzaufwand. Ein allgemeined. esdienaller
Elterinformationen von Kindern von Q-Knoten ware hingegenviel zu teuer.

1.2.5 Laufzeitanalyse

Wir haben die Lauzeit bereits mit

X
O(Ti (T 1;FiJ)

i=1

abgeshatzt, wobei To = T( ;;) ist und T; = reducdT; 1;F;). Zuerst wollen wir
uns noch wirklich eberlegen,dassdiese Behauptung stimmt. Das einzige Problem
hierbei ist, dassja aus dem relevanten reduzierte Teilbaum Kanten herausthren,
an denenandereKnoten desreduzierten Teilbaumeshangen,die jedoch nicht zum
relevanten reduzierten Teilbaum gehoren (in Abbildung 1.19 sind dies Kanten aus
dem blauenin den roten Bereid). Wenn wir fur jede solthe Kante nadchher bei der
Anwendungder Sdablonenden Elterverweisin denrelevanten reduziertenTeilbaum
aktualisieren messten, hatten wir ein Problem. Dies ist jedoch wie gleich sehen
werden, glucklicherweisenicht der Fall.

1.2.5.1 Die Schablonen Py, P1, Qo und Q;

Zuerst bemerlen wir, dassdie StablonenP, und Qq nie angevendet werden, da
dieseerstensnichts verandernund zweitensnur au erhalb desrelevanten reduzierten
Teilbaumsanwendbarsind. Bei den SthablonenP; und Q; sind keineVeranderungen
deseigertlichen PQ-Baumesdurchzufehren.
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1.2.5.2 Die Schablone P,

Bei der SchabloneP; (sieheAbbildung 1.9auf Seite10) bleibendie Knoten au erhalb
desrelevanten reduzierten Teilbaumesunverandert und auch die Wurzel andert sich
nicht. Wir messennur die Wurzeln der vollen Teilbaume und den neuen Knoten
aktualisieren.

1.2.5.3 Die Schablone P3

Bei der Schablone P; (sieheAbbildung 1.10auf Seite 11) verwendenwir den Trick,
dasswir die alte Wurzel als Wurzel der leerenTeilbaumebelassenSomit musseben-
falls nur an den Wurzeln der vollen Teilbaumenund der neu eingetihrten Knoten
etwas verandert werden. Dasswir dabei auch den Elter-Zeiger der alten Wurzel des
betrachteten Teilbaumesaktualisieren meissenist nicht weiter tragisdh, da dies nur
konstarte Kosten pro Scablone(und somit pro Knoten desbetrachteten relevanten
reduzierten Teilbaumes)verursadt.

1.2.5.4 Die Schablone P,

Bei der SthabloneP, (sieheAbbildung 1.11auf Seitell)ist dieswiedero ensichtlich,
dawir nur ein paar volle Teilbaumeumhangenund einenneuenP-Knoten einfehren.

1.2.5.5 Die Schablone Psg

Bei der Schablone Ps (sieheAbbildung 1.12 auf Seite 12) verwendenwir densellen
Trick wie bei SthablonePs. Die alte Wurzel mitsamt ihrer Kinder wird umgehangt,
sodassdie eigertliche Arbeit an der vollen und neuenKnoten statt ndet.

1.2.5.6 Die Schablone Pg

Bei der SthablonePg (sieheAbbildung 1.13auf Seite 13) gilt dasselle. Hier werden
aud zwei Q-Knoten verstcimolzenund ein P-Knoten in deren Kinderliste mitauf-
genommen.Da wir die Mengeder Kinder als doppelt verkettet Liste implemeniert
haben, ist dies ebenfalls wieder mit konstartem Aufwand realisierbar.
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1.2.5.7 Die Schablone Q»

Bei der Sthablone Q, (siehe Abbildung 1.16 auf Seite 15) wird nur ein Q-Knoten
in einenanderenKnoten hineingesboben. Da die Kinder einesKnoten als doppelt
verkettete Liste implemertiert ist, kann diesin konstarter Zeit gestiehen.

EinzigesProblem ist die Aktualisierung der Kinder desKinder-Q-Knotens. Werde
jedesKind einenVerweis auf seinenElter besitzen,sokennte diesteuer werden.Da
wir dies aber nur fur die au ersten Kinder verlangen,meissennur von den au ers-
ten Kindern des Kinder-Q-Knotens die Elter-Information eliminiert werden, was
sich in konstarter Zeit realisierenlasst. Alle inneren Kinder einesQ-Knotens sollen
ja keine Informationen mber ihren Elter besitzen. Ansonstenkennte nad ein paar
Umorganisationendes PQ-Baumesdieselnformation falsch sein. Da ist dann keine
Information besserals einefalsde.

1.2.5.8 Die Schablone Q3

Bei der Sthablone Q3 (siehe Abbildung 1.17 auf Seite 16) gilt die Argumentation
von der SchabloneQ; analog.

1.2.5.9 Der Pfad zur Wurzel

Zum Sdluss meissenwir uns nur noch eberlegen,dasswir everntuell Zeit verbraten,
wenn wir auf dem Weg von der Wurzel desrelevanten reduzierten Teilbaumeszur
eigenlichen Wurzel desBaumesweit nach oben laufen. DieserPfad kennte wesert-
lich gre er seinals die Gre e desrelevanten reduzierten Teilbaumes.

Hierbei hilft uns jedoch, dasswir die Knoten aus der Mengefree in FIF O-Manier
(rst-in- rst-out) ertfernen. Das bedeutet, bevor wir auf diesemWurzelweg einen
Knoten nacd oben steigen,werden zunadst alle anderenfreien Knoten betrachtet.
Dies ist immer mindestensein anderer. Andernfalls gabe esnur einen freien Kno-
ten und einen Sektor. Aber da der freie Knoten auf dem Weg von der Wurzel des
relevanten reduzierten Teilbaumeszur Wurzel des Baumeskennte den blockierten
Sektor nie befreien.In diesemFall kennten wir zwar den ganzenWegbis zur Wurzel
hinau aufen, aber dann gabe eskeine Lesungund ein einmaligesDurchlaufen des
Gesant-Baumeskennenwir uns leisten.

Sind also immer mindestenszwei freie Knoten in der freien Menge. Somit wird
beim Hinau aufen jeweils der relevante reduzierte Teilbaum um eins vergre ert.
Damit kennenwir auf dem Wegvon der relevanten reduzierten Wurzel zur Wurzel
desBaumesnur so viele Knoten nadh oben ablaufen wie esinsgesarh Knoten im
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relevanten reduzierten Teilbaum geben kann. Diesezusatzlichen Faktor kennenwir
jedoch in unsererGro -O-Notation verstedken. —
29. April

1.2.6 Anzahlbestimmung angewendeter Schablonen

Da die Anzahl die Knoten im relevanten reduzierten Teilbaum gleich der angeven-
dete Scablonenist, werdenwir fer die Laufzeitabsdatzung die Anzahl der ange-
wendetenSdablonenabzahlenbzw. absdhatzen.Mit |P; bzw.]Q; bezeitinenwir die
Anzahl der angevendetenSdablonenP; bzw. Q; zur Konstruktion desPQ-Baumes
fur ( ;F).

1.2.6.1 Bestimmung von ]Po und ]Qgq

DieseSdablonenwerdenwie bereits erwahnt nie wirklich angevendet.

1.2.6.2 Bestimmung von ]P; und ]Q;

Man weberlegt sich leicht, dasssolthe Sdablonen nur in Teilbaumen angevendet
werdenkennen,in denenalle Blatter markiert sind. Da nach Lemma 1.3 die Anzahl
der inneren Knoten durch die Anzahl der markierter'1 Blatter bestrankt sind, gilt:

X - -
JP1+]Q:=0 jF]

F2F

1.2.6.3 Bestimmung von ]P,, ]P4, ]JPs und ]Qs3

Dann nad diesenSdablonendie ProzedurreducdT; F) abgesblossenist, kennen
diesenur einmal fur jede Restriktion angevendet werdenuns daher gilt:

JP2+ 1P4+ [P+ ]Q3 = O(jF j):

1.2.6.4 Bestimmung von ]P3

DieseSthablonegenerierteinenneuenpartiellen Q-Knoten, der vorher noch nicht da
war (sieheaudh Abbildung 1.10).Da in einemPQ-Baum nicht mehr als zwei partielle
Q-Knoten (die nicht Vorfahr einesanderensind) auftreten kennenund partielle Q-
Knoten nicht wieder versdwwinden kennen, kann fer jede AnwendungreducegT;F)
nur zweimal die Schablone P; angevendet werden. Daher gilt

IPs 2jFj = O(F j):
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1.2.6.5 Bestimmung von ]Ps+ ]Q»

Hierfur de nieren zunachst einmal recht willk eirlich die Norm einesPQ-Baumeswie
folgt: Die Norm einePQ-BaumesT, in Zeichen|Tj, ist die Summeausder Anzahl der
Q-Knoten plus der Anzahl der inneren Knoten von T, die Kinder einesP-Knotens
sind. Man beadte, dassQ-Knoten in der Norm zweimal geahlt werden kennen,
namlich genaudann, wenn sie ein Kind einesP-Knotens sind.

Zuerst halten wir ein paar elemenare Eigenstaften dieserNorm fest:

1. Esqilt jTj Ofer alle PQ-BaumeT;
2.JT() i=0;

3. Die Anwendungeiner beliebigeSdabloneerheht die Norm um maximal eins,
d.hjS(T)j |JTj+ 1fur alle PQ-BaumeT, wobei S(T) der PQ-Baumiist, der
nach Ausfehrung einer Schablone S ensteht.

4. Die Scablonen Ps und Q. erniedrigendie Norm um mindestenseins, d.h.
1IS(Mj [Tj 1 fur alle PQ-Baume T, wobei S(T) der PQ-Baum ist, der
nach Ausfehrung einer ScabloneS 2 f Ps; Q,g ensteht.

Die erstenbeidenEigenstaften folgenunmittelbar ausder De nition der Norm. Die
letzten beiden Eigenstaften werden durch eine genauelnspektion der Stablonen
klar (dem Leserseiexplizit empfohlen,dies zu veri zieren).

Da wir mit den StablonenPs und Q, die Norm ganzzahligerniedrigenund mit
jeder anderenSdablone die Norm ganzzahligum maximal 1 erhehen, kennen die
SdablonenPs und Q, nur sooft angevendetwerden,wie die anderen.Grob gesagt,
eskann nur das weggenommerwerden, was sdion einmal hingelegtwurde. Es gilt
also:

IPs + 1Q2 IP1+ P2+ [Pg+ P4+ [Pe+ ]Q1+ ]Qs
« !
O jFj+ JjFj
FpF

X
=0 JF]

F2F

Damit haben wir die Laufzeit fur einen erfolgreihen Fall beredinet. Wir meissen
uns nur noch eberlegen,was im erfolglosenFall passiert, wenn also der leere PQ-
Baum die Lesungdarstellt. In diesemFall beredinen wir zuerstfer eine Teilmenge
FO( F einenkonsisterien PQ-Baum. Bei Hinzunahme der Restriktion F stellen
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wir fest, dassF %%:= F9[ fF g keine Darstellung durch einenPQ-Baum besitzt. Fur
die Berethinung desPQ-Baumesvon F ° benetigen wir, wie wir eben gezeigthaben:
| |
X ' X '
O jij+ iFi =0 jj+ jFj
F2F 0 F2F
Um festzustellen,dassF °°keine Darstellung durch einen PQ-Baum besitzt, meissen
wir im sclimmsten Fall den PQ-Baum T° fur F © durchlaufen. Da dieserein PQ-
Baum ist und nach Lemmal.3 maximalj j innere Knoten besitzt, da er genauj |
Blatter besitzt, folgt, dassder Aufwand hechstenO(j j) ist. Fasserwir dasErgebnis
noch einmal zusammen.

Theorem 1.9 Die Menge ( ;F) kann durch einen PQ-Baum mit
consisten(T) = ( ;F)

P
dargestelt undin Zeit O j j+ ., JFj berechnetwerden.

Somit haben wir einene zien ten Algorithmus zur genomistien Kartierung gefun-
den,wennwir voraussetztendassdie Experimerte fehlerfreisind. In der Regelwird

diesjedoch nicht der Fall sein,wie wir dassdon am Ende deserstenAbsdnitt dieses
Kapitels angemerkthaben. Wollten wir FalseNegativesbereicksichtigen, dann meiss-
ten wir erlauben, dassdie Zeichen einer Restriktion nicht konsekutiv in einer Per-

mutation auftauchen meissten,sonderndurchauswenige (ein oder zwei) sehrkurze
Leucken (von ein oder zwei Zeichen) auftreten derften. Fer False Positives meissten
wir zudemwenigeeinzelneisolierte Zeichen einer Restriktion erlauben. Und fer Chi-

meric Clones meisste auch eine oder zwei zusatzliche gre ere Lucken erlaubt sein.
Leider hat sich gezeigt,dasssolte modi zierten Problemstellungbereits N P-hart

sind und somit nicht mehr e zien t lesbarsind.

1.3 PQR-Baume

In diesemAbsdnitt wollen wir eine Verallgemeinerungvon PQ-Baumen, namert-
lich PQR-Baume, vorstellen. Hierbei gibt es neben P- und Q-Knoten auch noch
R-Knoten. Vorteil wird sein,dassesmeglich ist, fer jede Mengevon Restriktionen
einen PQR-Baum zu konstruieren. Dabei wird esnur dann R-Knoten gelen, wenn
die Mengevon Restriktionen nicht die C1P erfellt. Sollte die C1P nicht erfellt sein,
dann kennenuns die R-Knote im PQR-Baum Hinweiseliefern, an weldhen ,Stellen
esProblemebei der Erfullung der C1P fur die gegelene Menge von Restriktionen
gibt.
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1.3.1 De nition

De nieren wir zuerst,waswir formal unter einemPQR-Baum verstehenwollen.

De nition 1.10 Sei ein endiches Alphatet. Dann ist ein PQR-Baum wkber
induktiv wie folgt de niert:

Jeder einelementigeBaum (also ein Blatt), dasmit einemZeichenaus mar-
kiert ist, ist ein PQR-Baum.

Wie man leicht der De nition ertnimmt, ist jeder PQ-Baum auch ein PQR-Baum.

P-Knoten Q-Knoten R-Knoten

Abbildung 1.21: Skizze:Darstellung von P- und Q-Knoten
In der Abbildung 1.21ist skizziert, wie wir in Zukunft P- bzw. Q-Knoten graphish
darstellenwollen. P-Knoten werdendurch Kreise, Q-Knoten durch lange Redtecke
und R-Knoten mit doppelt umrandetenKreisen dargestellt. Fur die Blatter fehren

wir keine besondereKonvertion ein. In der Abbildung 1.22 ist das Beispiel eines
PQR-Baumesangegelen.

De nition 1.11 Ein PQR-Baum heit edt, wenn folgende Bedingungen erfulllt
sind:

JedesElementa2 kommtgenaueinmal als Blattmarkierung vor;
Jeder P-Knoten hat mindestenszwei Kinder;
Jeder Q-Knoten hat mindestensdrei Kinder;

Jeder R-Knoten hat mindestensdrei Kinder.
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A B THI

F G

CDE
Abbildung 1.22:Beispiel: Ein PQR-Baum

Der in Abbildung 1.22 angegelene PQ-Baum ist also ein editer PQR-Baum. Auch
fur edite PQR-Baumedgilt, dassdie Anzahl der P-, Q- und R-Knoten kleiner als die
Kardinalit at desbetrachteten Alphabets ist.

Die R-Knoten werdeninnerhalb desPQR-Baumesdie Stellen angeken, wo bei der
Einarbeitung neuer Restriktionen Widerspreche zur C1P aufgetretensind.

De nition 1.12 Sei T ein echter PQR-Baum wmber . Die Frontier von T, kurz
f (T) ist die Permutation ubker , die durch dasAblesender Blattmarkierungenvon
links nach rechts geschieht(also die Reihefolgeder Blattmarkierungenin einer Tie-
fensucheunter Berecksichtigungder Ordnung auf den Kindern jedesKnotens).

Die Frontier desBaumesaus Abbildung 1.22ist dann ABCDEF GHI.

De nition  1.13 Zweiechte PQR-BaumeT und T hei en aquivalert, kurzT = T¢
wenn sie durch endiche AnwendungfolgenderRegeln ineinander uberfuhrt werden
kennen:

BeliebigesUmordnen der Kinder einesP- oder R-Knotens;

Umkehen der Reihenfolgeder Kinder eines Q-Knotens.

De nition 1.14 Sei T ein echter PQR-Baum, dann ist consisten{T) die Menge
der konsistentenFrontiers von T, d.h.:

consisten(T) = ff(TY : T=T%:

Beispielsveisebe nden sich dannin der Mengeconsisten(T) fur den Baum ausder
Abbildung 1.22:BADCEFGIH, ABGFCDEHI oder HIDCEF GBA. —
4. Mai
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1.3.2 Eigenschaften von PQR-Baumen

In diesemAbsdnitt wollenwir zuerstein paarelememare Begri e und Eigensbaften
von PQR-Baumenfesthalten.

De nition 1.15 SeiT ein PQR-Baumuker undv 2 V(T). Dann ist die Domain
des Knotens v, bezeichnetmit D+(v), als die Menge der Blattmarkierungen von
Nachfolgernvonv de niert. Fur S V(T) ist

D+(S) = [ D+ (v):

v2S

Im Beispiel in der Abbildung 1.22 ist die Domain fer den Q-Knoten, der Kind
der Wurzel ist, geradefC;D;E;F; Gg. Die Domain der Menge der P-Knoten ist
fA;B;H;lg.

De nition 1.16 Sei ein Alphalet. Die trivialen Teilmengenvon , bezeichnet
mit T() , sind:
T() =f,; g[ffag: a2 g:

De nition 1.17 Sei 2 , dannist conse&( ) die Mengealler von induzierten
Restriktionen wker , d.h. die Mengealler Mengenvon in  konsekutiverZeichen:
oonse&( )= ff i, vty j 15 j9 0] 2[1:n]g

fur = 1 n-

Fur = acdbist
n 0

conse¢ ) = T(fa;b;c;dg)[ fa;cg;fc;dg;fb;dg;fa;c;dg;fb;c;dg :

De nition 1.18 Sei ein Alphalet und S , dannist

conse&(S) = conse( ):
2S

Fur S = facdbabcdy ist
n o]
conse€S) = T (fa;b;c;dg)[ fc;dg;fb;c;dg :
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Denition 1.19 Sei ein Alphatet und F eine Menge von Restriktionen. Eine
TeilmengeA hei t implizite Restriktion, wenn gilt:

( sF)=( ;F[ fAg:

Lemma 1.20 Sei ein Alphaket und F eine beliebigeMenge von Restriktionen,
dannist fur beliebigeMengenA; B 2 F

A\ B eine implizite Restriktion (Durchsdnitt);
A [ B eine implizite Restriktion, sofern A\ B 6 ; (nicht-disjunkte Vereini-
gung);

A n B eine implizite Restriktion, sofern B 6 A (Mengensubtraktion einer
Nicht-T eilmenge;

jedesElementaus T () eine implizite Restriktion.

Beweis: Ubungsaufgale. ]

De nition 1.21 Sei ein Alphalet. Eine Menge F von Restriktionen heit
vollstandig, wenn sie bereits alle impliziten Restriktionen enthalt.

De nition 1.22 Sei ein Alphatet und F eine Mengevon Restriktionen uber
Mit F bezeichnenwir die kleinste (bzgl. Mengeninklusion) Teilmengevon 2 , die
vollstandig ist und F enthalt.

Das folgendeLemma zeigt, dassdie vorhergehendeDe nition wohlde niert ist und
gibt eineandereCharakterisierungder kleinste vollstandigenMenge,die F ernthalt.

Lemma 1.23 Esgilt \
F = Fe

FF O
F Oist vollsts andig

Beweis: Ubungsaufgale. ]

Theorem 1.24 Sei ein Alphaket und F eine Mengevon Restriktionen ubker
dann gilt: B
( F)=( :F):
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Beweis: Ubungsaufgale. [

1.3.3 Beziehung zwischen PQR-Baumen und C1P

In diesemAbscdnitt gelbenwir einigeBezielungenzwisthen PQR-Baumenund Men-
genvon Restriktionen an, die die C1P erfellen

De nition 1.25 SeiT ein PQR-Baum uker einem Alphalet , dannist die Menge
ComplT) wie folgt de niert:

T()  ComplT);

D+(S) 2 Comp(T), wenn S die Mengealler Kinder einesP-Knotens von T
ist.

D1 (S) 2 CompKT), wenn S eine beliebigeMenge konsekutiverKinder eines
Q-Knotensvon T ist.

D1(S) 2 Compl(T), wenn S eine keliebige Menge von Kindern eines R-
Knotensvon T ist.

Theorem 1.26 Sei T ein PQR-Baum wker einem Alphalet , dannist ComplT)
vollstandig.

Beweis: O ensichtlich gilt T () Compl(T). Esmussalsonur noch der Absahluss
gegenDurchsdnitt, nicht-disjunkte Vereinigungund Mengensubtraktionvon Nicht-
Teilmengengezeigtwerden.

SeienS und S jeweils eine Menge von Kindern einesKnotens in T. Nehmen wir
zunachst an, dass der Elter v der Knoten aus S und der Elter w der Knoten
aus SP versdieden sind. Ist v ein Nacdfolger einesKindes in S° von w, dann gilt
D:(S) D1(S9. Ist andernfallsw ein NachfolgereinesKindesin S von v, dann gilt
D1(SY D+(S). Andernfallsist D+(S)\ D1(S9 = ;. In all diesenFallen erzeugen
die Operationen Durchsdnitt, nicht-disjunkte Vereinigungund Mengensubtraktion
von Nicht-T eilmengennur triviale Restriktionen oder die bereits bekannten.

Seienalsojetzt S und S° Mengenvon Kindern dessellen Knotens v. Ist v ein P-
Konten, dann muss S = S°seinund esist nichts zu zeigen.Ist v ein Q-Knoten,
dann mussendie Mengen S und S° konsekutive Kinder umfassen.Bei allen drei
Operationen ertstehen Mengen, die sich wieder als eine Menge D+ (S% fur eine
geeignetekonsekutive KindermengeS®von v sdreiben lassenoder trivial sind. Ist
v ein R-Knoten, dann sind S und S° beliebigeMengenvon Kindern in v. Bei allen
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drei Operationenertstehen Mengen,die sich wieder als eineMengeD 1 (S° fur eine
Menge S®von Kindern von v sdreiben lassenoder trivial sind. [

Im Folgendengeben wir noch einige Satze ohne Beweisean, um die Beziehung zwi-
sthen PQ- und PQR-Baumenunter Berucksichtigung der Erfullbarkeit der C1P zu
beleuditen.
Lemma 1.27 SeiT ein PQR-Baum ohne R-Knoten, dann gilt

Compl(T) = conse&(consisten(T)):

Ist ein PQR-Baum ein PQ-Baum, dann kennen wir die Menge der konsisterten
Frontiers audh indirekt durch die vollstandige MengeCompl(T) besdireiben.

Lemma 1.28 Ein PQR-Baum T besitzt genau dann keinen R-Knoten, wenn
( ;Comp(T)) 6 ;.

Damit haben wir eine Charakterisierung, wann ein PQR-Baum R-Knoten besitzt.
Insbesondereerhalten wir genaudann wieder PQ-Baume,wenn die gegeleneMenge
von Restriktionen die C1P erfulllt.

Lemma 1.29 SeiT ein PQR-Baum ohne R-Knoten, dann gilt
( ;ComplT)) = consisten(T):

Damit wissenwir, dassdie MengeCompl(T) ebenfallsdie Struktur der Restriktionen
besdireibt, wenn die Mengevon Restriktionen die C1P erfuillt.

Theorem 1.30 Sei F ein Mengevon Restriktionen uker , die die C1P besitzt,
und sei T ein PQR-Baum mit Comp(T) = F, dann gilt

( ;F) = consisten(T):

Damit wissenwir, dasswir fur eineMengeF von Restriktionen nur einenPQR-Baum
T mit Compl(T) = F konstruierenmessenum festzustellendassdie Mengedie C1P
erfullt. Andernfalls erhalten wir einen PQR-Baum, der R-Knoten ernthalt und uns
auf Problemstellenaufmerksammadnt, die fur die MengeF die C1P verhindert.
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1.3.4 Orthogonalit at

Nun fahrenwir noch denBegri der Orthogonalitat ein. Diesenbenstigenwir, um die
Mengen,die die Knoten desPQR-Baumesbesdireiben, besseverstehenzu kennen.

Denition 1.31 Sei  ein Alphalet und A; B . Dann heien A und B
orthogonal zueinander,bezeichnetmit A ? B, wenneine der folgendenBedingungen
erfullt ist:

A B,
A B oder
A\ B = ;.
SeiA und F 2 , dannist genaudannA ? F, wennA ? F fur alleF 2 F.

Es bezeichne
F? = fA :A? Fg:

SindF;G 2 ,danngilt F ? Ggenaudann,wennF ? G fur alle F 2 F und alle
G2G

Theorem 1.32 SeiT ein PQR-Baum uber einemAlphalet undv 2 V(T). Dann
gilt Dt (v) 2 Comp(T)\ Comp(T)?. Umgekehrtgibt es fur jede nichtleere Menge
H 2 Comp(T)\ CompT)? einenKnoten v 2 V(T) mit Dt (v) = A.

Beweis: ) : Wir zeigenzuerst,dassD+(v) 2 Compl(T) gilt. Ist v ein Blatt, dann
ist Dr(v) = fvg2 T() Compl(T). Seialsoim Folgendenv ein interner Knoten
von T und seiS die Mengealler Kinder von v. Dann gilt unabhangigvom Typ des
Knotensv, dassD+1(S) 2 Compl(T). Da D1 (v) = D1 (S), folgt die Behauptung.

Wir zeigenjetzt, dassD+(v) 2 Compl(T)? gilt. Zuerst halten wir fest, dassnac
De nition T() Comp(T)? gilt. SeiA 2 Compl(T) beliebig. Es gerugt also zu
zeigen,dassD+(v) ? A gilt. Da A 2 Compl(T), existiert einenKnoten x 2 V(T)
und eine MengeS von Kindern von x mit A = D+ (S).

Ist v ein Vorgangervon x, dann gilt nach De nition D+(S) D+ (v) und damit
D1 (S) ? Dt(v) und somitauch A ? D+ (v).

Ist v ein Nachfolger einesKindes von x ausder Menge S, dann gilt nad De nition
Dr(v) D+(S) unddamit D1 (S) ? D+(v) und somit auch A ? D+ (V).

Ist v ein Nadhfolger einesKindes von x, dasnicht zu S gehert oder ist v wederein
Vorgangernoch ein Nadfolger von x, dann gilt o ensichtlich D+ (v)\ D+ (S) = ;.
Auch in diesemFall gilt dann wiederD+(S) ? D+t (v) und somit auch A ? Dt (V).
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In allen Fallen gilt alsoD+(v) ? A fur beliebigeMengenA 2 Compl(T). Also ist
D+ (v) 2 Compl(T)?.

( : SeiH 2 Compl(T)\ Compl(T)?.Ist H 2 T(), dann existiert o ensichtlich
ein Blatt v oder die Wurzel mit H = D+ (v). Beadite, dassnadh Voraussetzung
H6 ;.

Da H 2 Compl(T) ist, gib eseinenKnoten v 2 V(T) und eine Menge S von
Kindern von v mit H = D1 (S). Ohne Besd&irankung der Allgemeinheit nehmenwir
im Folgendenan, dassjSj > 1 gilt. Ware S = fvg, dann ersetzenwir S durch die
Mengealler Kinder von v, wovon esmindestenszwei geben muss. War v ein Blatt,
dann ist die Behauptung sowiesotrivial.

Ist v ein P-Knoten, dann muss S die Mengealler Kinder von v seinund somit gilt
D+(S) = Dy (v). Ist v ein Q- oder R-Knoten und S die Mengealler Kinder, so gilt
dasselle Argumernt wie fer einenP-Knoten.

Seialsojetzt v ein Q-Knoten und S eine etite konsekutive Teilmengevon Kindern
von v mit jSj > 1. Dann gibt esjedoch eine anderekonsekutive TeilmengeS° von
Kindern von v mit S 6? S% Dann ist jedoch auch D+(S) 6?D+(S% und somit
H = D1(S) 2 Compl(T)?. DieserFall braucht alsonicht betrachtet zu werden.

Seialsov ein R-Knoten und S einebeliebigeedite Teilmengevon Kindern von v mit
jSj > 1. Dann gibt esjedoch eineandereTeilmengeS°®von Kindern vonv mit S 6?2S°
Dann ist jedoch auch D+ (S) 6?D1(S9 und somitH = D1 (S) 2 Compl(T)?. Dieser
Fall braucht also ebenfalls nicht betrachtet zu werden. ]

1.3.5 Konstruktion von PQR-Baumen

In diesemAbschnitt wollen wir jetzt konkret bestireiben, wie man zu einer gegele-
nenMengeF von Restriktionen einenPQR-Baum T konstruiert, der Compl(T) = F
erfullt.

Theorem 1.33 Fur jede MengeF 2 von Restriktionen eker einem Alphatet
existiert ein PQR-Baum T mit Comp(T) = F.

Sei T ein PQR-Baum fur F mit Compl(T) = F und F mit F 2 F. Dann
konstruierenwir aus T einenneuenPQR-Baum T°mit Compl(T) = F [ fFg. Wir
bestimmendazuwiederdenrelevanten reduziertenTeilbaum und gehenjedoch dann
diesmal top-down von der Wurzel desrelevanten reduzierten Teilbaumesaus. Die
Strategie desAlgorithmus ist in Abbildung 1.23angegelen.
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1) Markiere alle Blatter von T, derenMarkenin F erthalten sind;
2) Finde die Wurzel desrelevanten reduzierten Teilbaumesvon T, (T; F);

3) Solange die Wurzel des relevanten reduzierten Teilbaumes partielle Kinder
besitzt, baue die Wurzel mit diesempartiellen Kind um;

4) Passedie Wurzel an;

5) Entferne alle Markierungen;

Abbildung 1.23:Algorithmus: Erweiterung einesPQR-Baumesum eineneueRestrik-
tion

Analog wie im Falle von PQ-Baume charakterisieren wir die Knoten des PQR-
Baumes, um den relevanten reduzierten Teilbaum aus alle partiellen und vollen
Knoten bestimmenzu kennen.

De nition 1.34 Sei T ein PQR-Baum uker einem Alphalet und F eine
Restriktion. Ein Knoten v hei t

voll, wenner ein Blatt ist und seineMarkierung in F enthaltenist oder wenn
Dr(v) F;

partiell, wenn D+ (v) 6?7F gilt;
leer, wennD+(v)\ F =; oderF ( Dt (v) qilt.

Die Wurzeldesrelevanten reduziertenTeilbaumeswerdenwir immer alsleerbetrach-
ten, da uns hier der Zustand nicht wirklich interessiert.

In Abhengigkeit von der betrachteten Wurzel und eines seiner partiellen Kinder
fuhren die Operationen wie in Abbildung 1.24 aus. Dabei unterscheiden wir ver-
schiedenenFalle, je nachdem, ob die Wurzel und das betrachtete partielle Kind ein
P- oder Q- bzw. R-Knoten ist. Dabei verwendenwir einige Grundregelndie in den
Abbildungen 1.25,1.26,1.27und 1.28dargestellt sind. Hierbei sind volle Teilbaume
bzw. Knoten rot, partielle hellrot und leerewei dargestellt. Teilbaume, bei denen
der Zustand voll, partiell oder leer unwichtig ist, sind grau dargestellt.

Wir besdireiben im Folgendendie in der Skizze der PQR-Sdablonen angegelen
TransformationenT1 mit T4. Auf die angegelenen Operationen zur Orientierung
gehenwir nicht im Detail ein. Hierbei werden nur Q-Knoten so gedreh, dasssie
(sofernmeglich) mit den anderenmarkierten Teilbaumeskonsekutive Bereide for-
men. Falls diesenicht meglich seinsollte, so passierteigertlich nichts und die en-
sprehiendenQ-Knoten werdenim Sdritt 4 desAlgorithmus zu R-Knoten.
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| Muster | Aktion |

PP Transformation P-Knoten in Q-Knoten (T1)
Scdablonefur PQ

P 8 Vorbereitender Wurzel (T2)

(Orientieren desQ-Knoten)
Entfernen der Kinder von der Wurzel (T4)

SP Transformation P-Knoten in Q-Knoten (T1)
Scdablonefur SQ

(Orientieren der Wurzel)

(Orientieren desQ-Knotens)
Mischenin die Wurzel (T3)

10
00

Abbildung 1.24: Skizze:PQR-Sdablonen

Abbildung 1.25: Skizze: Transformation P-Knoten in Q-Knoten (T1)

Wie man sich leicht eiberlegt, ist die Transformation T1 in Abbildung 1.25ist o en-
sichtlich korrekt. Man beadte hierbei, dass die P-Knoten unter dem Q-Knoten
naterlich nur dann eingetigt werden, wenn dort jeweils mindestenszwei volle bzw.
leere Teilbaume angehangt werden. Auch hier ist eswieder meglich, dasswir einen
Q-Knoten mit nur zwei Kindern erzeugen.Da aber nach der Transformation T1
noch weitere Transformationenfolgen, die den Q-Knoten erntwederin einenanderen
Q-Knoten misden, einenanderenQ-Knoten hineinmisden oder weitere Teilbaume
anhangen,ist diesaud hier wiedernur einetemporare Erscheinung und letztendlich
ist der resultierendePQR-Baum wieder edht.

Man sollte sich auch an dieserStelle sdhon klar maden, dassdie Kosten proportional
zu der Anzahl der vollen und partiellen Kinder desehemaligeP-Knoten sind, da wir
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denehemaligenP-Knoten mitsamt seinerleerenTeilbaumezu einemKind desneuen
Q-Knotensmaden,um unbeteiligte (alsoleere) Teilbaumenicht anfasserzu meissen.
Ansonstenkennten wir einee zien te Implemertierung wiederumnicht sicherstellen.

Abbildung 1.26: Skizze:Vorbereiten der Wurzel (T2)

Auch die Transformation T2 in Abbildung 1.26 ist korrekt, da wir uns ja an der
Wurzel desrelevanten reduzierten Teilbaumesbe nden und sich somit au erhalb
diesesTeilbaumeskeine markierten Blatter be nden. Auch hier sind die Kosten
wieder proportional zur Anzahl der vollen und partiellen Kinder der Wurzel.

In den folgendenAbbildungen werden Knoten, die Q- oder R-Knoten sein kennen,
durch langgezogen®reiedke symbolisiert.

Abbildung 1.27: Skizze:Mischen in die Wurzel (T3)

Die Transformation T3 in Abbildung 1.27ist ebenfallskorrekt, da wir einenpartiel-
len Knoten in Q- bzw. R-Knoten mischen. Nur wenn der einzumistiende Q-Knoten
voll ware, kennte die Rotation weiterhin erlaubt bleiben. Bei dieserTransformation
konnte espassierendassdie Kinder desresultierendenQ-Knotens nicht konsekutiv
markiert sind. Dies wird aber in einer absdlie enden Betrachtung geregelt,indem
dann aus dem Q-Knoten ein R-Knoten wird. Hier sind die Kosten der Transforma-
tion sogarkonstart.
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Neue Wurzel

Abbildung 1.28: Skizze:Entfernen der Kinder von der Wurzel (T4)

Auch die Transformation T4 in Abbildung 1.28ist korrekt, da die an der Wurzel
hangendernvollen (eskann nach Transformation T2 nur einersein)und die partiellen
konsekutiven zu denmarkierten Teilbaumedespartiellen Q- bzw. R-Kindes gemaat
werden.

Auch hier sind die Kosten dieser Transformation o ensichtlich proportional zur
Anzahl der partiellen und vollen Kinder der aktuellen Wurzel.

Zum Sdluss mussenwir noch die aktuelle Wurzel anpassen.Handelt es sich um
einen P-Knoten, sowerdenwir noch die Transformation T2 anwenden.Handelt es
sich um einen Q-Knoten, deren volle Kinder nicht konsekutiv sind, so wird dieser
zu einemR-Knoten. Andernfalls tun wir naterlich nichts. Auch bei einemR-Knoten
ist keine weitere Anpassungnetig.

In der Abbildung 1.29 auf Seite 41 ist ein Beispiel zur Konstruktion einesPQR-
Baumesfur die Restriktionsmenge

n 0]
fB;D;E;Hg;fB;C;D;Fqg;fA;B;E;HQg;fC;D;E;Fg

angegeken.

1.3.6 Laufzeitanalyse

Im Gegensatzur Konstruktion desPQ-Baumesmeissenwir aud beider Ermittlung

desrelewvanten reduzierten Teilbaumesjeweils die Eltern von Kindern von Q- bzw.
R-Knoten kennen.Bei PQ-Baumenkonnte diesim Misserfolgsfallsehrteuer werden,
wasnur deshalbertraglich war, da diesernur einmal eintreten konnte. Danad wurde
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T4
—_—
ABCDEFGH ACFG
BDEH
T1 T2 T4
—_— —_— —_—
ACFG ACFG AG AG
BDEH CF
BDEH BDEH CFBDEH
T2 T4
—_— —_—
A G A G G
A
CFBDEH CFBDEH CFBDEH
T1 T3
—_— —_—
G G G
A A DB A
CFBDEH CFBDEH CF EH

T1 T3
—_— —_— —_—
G G G G
DB A DB A DBEHA DBEHA
CF EH CF EH CF CF

Abbildung 1.29:Beispiel: Konstruktion einesPQR-Baumes
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die Konstruktion desPQ-Baumesabgebrahen.Im PQR-Baum kann diesjedoch bei
der Einarbeitung jeder Restriktion passieren.Wir werdenim nacdsten Absdnitt
sehen,wie wir die Kindermengenorganisierenmeissen,damit der Elter jeweils im
Sanitt in Zeit O(log (n)) ermittelt werdenkann.

Wennwir jetzt dengesanten PQR-Baum in linearer Zeit unter Nichtb eaditung der
Elter-Bestimmung konstruieren kennen, erhalten wir als Gesant-Laufzeit eine um
den Faktor O(log (n)) heherenZeitaufwand, wobei n die Anzahl aller verwendeten
Blatter und Knoten der konstruierten PQR-Baumesind.

Wir betrachten nun die Laufzeit der einzelnen Sdrritte gema des Algorithmus
in Abbildung 1.23. Sdritt 1 (Markierung der Blatter) geft o ensichtlich in Zeit
O( ¢, JFJ). Sdritt 2 kennen wir unter Nichtb erecksichtigung der Kosten zur
Elternermittiung von Q/R-Knoten ahnlich wie bei PQ-Baumen in linearer Zeit
bestimmen. Auf die genaueBestimmung der Kosten gehenwir nach der Analyse
von Sdiritt 3 ein. Wir messenhier nur beracksichtigen, dasses keine blockierten

Knoten und somit auch keine Sektorengibt. Auch hier kann es wieder passieren,
dasswir nicht unbedingt die Wurzel desrelevanten reduzierten Teilbaumes nden,

sonderneinenKnoten der Vorgangerdieserund Nacdfolger der Wurzel desGesant-

baumesist. Wennwir die freien Knoten wiederumin einer Queueaufbewahren, kann
der besutite Pfad von der Wurzel desrelevanten reduzierten Teilbaumesaufwarts
hedstensso lang sein wie der relevante reduzierte Teilbaum gro ist. Die Analyse
von Sdritt 3 ist am gufwendigstenund wir werdenim Anschlusszeigen,dassdieser
ebenfallsin Zeit O( , jF]) durchfuhrbar ist. Sdritt 4 gelt in konstarter Zeit

plus der Kosten, die vollen Teilb%ume abzuhangen,also pro Restriktion F in Zeit

O(jFj). Sdritt 5 geht in Zeit O( . jFj), wenn wir uns die markierten Knoten

zur Entfernung der Markierung gemerkt haben.

Fer die Analyse von Sdiritt 3 zeigenwir, dassdie Kosten pro Anwendung einer
Restriktion F plus der Veranderungder Norm durch O(jFj) besdrankt ist. Hierfur
de nieren wieder einmal recht willkerlich die Norm eines PQR-Baumeswie folgt:
Die Norm eine PQR-BaumesT, in Zeichen jTj, ist die Summeausder Anzahl der
Q- und R-Knoten plus der Anzahl der Kinder von P-Knoten. Man beadte, dassQ-
und R-Knoten in der Norm zweimal geahlt werden kennen, namlich genaudann,
wenn sie ein Kind einesP-Knotens sind. Im Gegensatzzur Norm von PQ-Baumen
zahlen wir hier auch Kinder von P-Knoten, selbstwenn dieseBlatter sind.

Zuerst halten wir ein paar elemenare Eigenstaften dieserNorm fest:
1. Esqilt jTj O fur alle PQR-BaumeT;
2.JTO §=1 i

3.jTY jTi 1,wennT%ausT durch eineder TransformationenT; hervorgeH.
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Die ersten beiden Beziehungen sind o ensichtlich, die dritte Bezielung folgt aus
einengenaueninspektion der vier TransformationenT1 mit T4.

Sei T ein PQR-Baum. Im Folgendenbezeitine A(v) die Anzahl voller Kinder und
B (v) die Anzahl der partiellen Kinder einesKnotensv 2 V(T). Beadite, dassfuer
eineninnerenKnoten v im relevanten reduziertenTeilbaumimmer A(v) + B(v) 1

gilt.

Im Folgendeneberlegenwir uns, weldhe Kosten bei einer Bearbeitung der aktuellen
Wurzelr mit seinempartiellen Kind v ertstehen.Zur Beweisihrung verteilenwir die
ertstanden Kosten entwederauf volle Knoten, die dann ansdilie end zu einemKind
einesanderenvollen Knotens abgetangt werden,oder wir verretcinen die Kosten mit
einer Normveranderung.

Wir werdendie Norm quasials ein Bankkonto verwenden,von demwir etwas abhe-
ben, wenn eine Operation zu teuer wird (Normerniedrigung), oder etwas einzahlen
(nach obigenEigenstaften pro Transformation maximal 1 Einheit).

gP-SchabIone: Wir betrachten zuerstdenFall, dassA(r) > 1.Die Kostenzur Vor-
bereitung der Wurzel (T2) sind proportional zu A(r) und die Kosten zum Ent-
fernender Kinder vonder Wurzel (T4) sind proportional zu1+B(r) 1= B(r).
Da jedesUmhangenin konstarter Zeit erledigt werden kann, sind somit die
Gesantkostendurch O(A(r) + B(r)) bestirankt.

Die Kosten A(r) verteilen wir auf die Wurzeln der abgelangten vollen Teil-
baume,wovon esja geradeA(r) viele gibt. Die restlichen Kosten werdendurch
die Norm versdluckt da sich die Norm geradeum mindestensB(r) 1 ernied-
rigt. Fur denFall, dassB(r) = 1 (B(r) < 1 kann nicht sein!), verteilen wir die
Kosten auf die Wurzeln der abgelangtenvollen Teilbaumein der Transforma-
tion T2.

Betrachten wir jetzt denFall, dassA(r) = 1ist, dann erniedrigt sich die Norm
desBaumesum B(r) 1+ 1= B(r) 1,alsoum mindestensl. Somit kennen
wir die Kosten mit der Normerniedrigungverredinen.

Ist A(r) = 0Oist, dann erniedrigt sich die Norm desPQR-Baumesum B(r) 1.
Der Fall B(r) = 1 kann nicht eintreten, da dannr nicht die Wurzel seinkann.
Selbstwenn wir in der Transformation T4 die Wurzel verandern, so hat die
Wurzel immer mindestenszwei partielle oder volle Baume unter sic.

Wir merken an, dassdie abgelangten Wurzeln von vollen Teilbaumen sich
nun innerhalb von vollen Teilbaumenbe nden kennen,und somit jeder nicht-
Wurzel-Knoten nur konstarte Kosteneinheitenzugewieserbekommenkann.

PP-Sc hablone: Hier wird vor der SP-SchabIone nur noch die Operation Trans-
formiere P- in Q-Knoten (T1) ausge#ihrt. Dieseverursatit Kosten in Hehe
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von A(v) + B(v). Ist B(v) > 1 so kennen die Kosten hierfer mit der Nor-
merniedrigung verreinet werden. Ist A(v) > 1 so kennen die Kosten wber
die Wurzeln der abgelangtenvollen Knoten verretinet werden. Man beadite,
dassbei A(v) > 1 und B(v) = 0 die Norm auch wachsenkann. Dann mels-
senzusatzliche Kosten auf die abgelangten Wurzeln verteilt werden,um die
Erhehung desKontostandesauszugleiben.

Es bleiben noch die Falle A(v); B(v) 2 [0: 1]. Die Kosten sind dannin jedem
Falle konstart. Bei A(v) = B(v) = 1 kennendiesemit der Normerniedrigung
verrenet werden;der Fall A(v) = B(v) = 0 st nicht meglich. In den beiden
anderenFallen bleibt die Norm gleich und wir verrecinendiesemit der Norm-
minderung der folgendenTransformation T4 (bei T2 mussdie Norm ja gleich
bleiben).

2 Q_Schablone: Das Mischen in die Wurzel (T3) ist in konstarter Zeit meglich.

Da sich hierbei die Norm um genaul verringert, kann dies hiermit einfac
verredinet werden.

P 2-Schablone: Hier wird vor der ¥ 2-Sdablone nur noch die Operation Trans-

formiere P- in Q-Knoten (T1) ausge#ihrt. Dieseverursatit Kosten in Hehe
von A(v) + B(v). Ist B(v) > 1 so kennen die Kosten hierfer mit der Nor-
merniedrigung verrenet werden. Ist A(v) > 1 so kennen die Kosten wber
die Wurzeln der abgelangtenvollen Knoten verredinet werden. Man beadite,
dassbei A(v) > 1 und B(v) = 0 die Norm auch wachsenkann. Dann mels-
senzusatzliche Kosten auf die abgelangten Wurzeln verteilt werden,um die
Erhehung desKontostandesauszugleiben.

Es bleiben noch die Falle A(v);B(v) 2 [0: 1]. Die Kosten sind dannin jedem
Falle konstart und kennen mit der folgendenMischen in die Wurzel (T3)
verrenet werden,da dort die Norm ja um einssinkt.

Somit habenwir die Kosten fur jede Transformation mit der Norm verredinet oder
auf einenKnoten verteilt, der ansdilie end innerhalb einesvollen Teilbaumesliegt.

Fur dasfolgendeBezeitine work(T; F) die Anzahl der Umhange-Ogerationen(auch
leerer),die netig sind, um in einenPQR-Baum T die Restriktion F einzubauenDie
Kosten, um die Information eber den Elter einesKindes abzuholenwerden hierbei
noch nicht beracksidtigt.

Lemma 1.35 SeiT ein PQR-Baumuker einemAlphalet , F eine Restriktion
und T°der PQR-Baum, der durch die Einarbeitung der Restriktion F ausT entsteht.
Dann existiert eine Konstante ¢, so dasswork(T;F) + ¢(jTY jTj) = O(jFj) gilt.
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DiesesLemma folgt unmittelbar aus der vorherigen Argumerntation und der Beob-
adtung, dassdie Summealler voller Knoten (die einen Wald als Teilgraphendes
resultierendenPQR-Baumesbilden) durch die Anzahl der markierten Knoten (also
O(jFj)) bestirankt ist. Daraus erhalten wir sofort den folgendenSatz.

Theorem 1.36 Sei ein AlphatetundF 2 eine Mengevon Restriktionen. Die
Menge ( ;Il—':,) kann durch einen PQR-Baum mit CompT) = F dargestel und
mit O j j+ - JF] Umhangeperationen berechnetwerden.

also }:1 work(T; 1;Fj), gilt nach dem vorherigerLemma
!
X< - - - - XI . .
work(T; ;F)+c jTij c jT, 14 =0O JFi]
i=1 j=1

Also aud
|
X( - - - - X< - --
work(T; ;Fj)+c jTej ¢ jToj=0O JFi]
j=1 j=1

DajTkj OundijToj=j j folgt

X< - - X( . -
work(T; 1;F) =0 j j+  |Fj

i=1 j=1

Somit folgt die Behauptung. ]

Fur die Bestimmung der Elter-Information verwendenwir eine so genanrte Union-
Find-Datenstruktur, wie sieim folgendenAbsdnitt nehererlautert wird. Diesestellt
die folgendenzwei Operationen zur Verfugung:

Find-Op eration: Fur ein Kind in einer Mengewird ein ausgevahltes Kind dieser
Mengebestimnt, von dem wir dann ausgehengdassesseinenElter kenrt.

Union-Op eration: Vereinigt zwei Mengenvon Kindern (die dann Kinder einesQ-
oder R-Knotens sein werden) und gibt dessenindex zureck, d.h. das ausge-
wahlte Kind dieserMenge,das seinenElter kenrt.
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Die Mengenwerdendabei als Baumedargestellt, wobei die Kanten von den Blattern
zur Wurzel gerichtet sind. Die Knoten des Baumessind die zur Menge geherigen
Kinder und die Wurzel ist dasausgevehlte Kind.

Kinder einesP-Knotens werdendabei immer in einer ein-elemetigen Mengegehal-
ten (alsoin einemBaum aus einemKnoten). Die Kinder einesQ- oder R-Knotens
werdenin einereinzigenMengegehalten.Dasist sinnvoll, da Kinder einesP-Knotens
bei den Transformationenaud getrenrt werden, wahrend Kinder eine Q- oder R-
Knotens immer nur mit Kindern einesanderenKnotens vereinigt werden.

Wie wir im nadchsten Abscnitt sehenwerden, kennen dieseOperationen auf einer
Mengevon n Elemerien in konstarter Zeit fur eine Union-Operation und in Zeit
O(log (n)) fur eineFind-Operation implemertiert werden.Wie viele Kinder kennen
wir insgesamwahrendder ErzeugungeinesPQR-Baumeshaben (dabeiist zu beat-
ten dassaud Kinder wiederverstciwinden kennen)?Im sdlimmsten Fall kann jede
Umhange-Ogeration eine konstarte Anzahl neuer Kinder erzeug,en.Somit sind in
der Union-Find-Datenstruktur im sdlimmstenFallen = O(j j+ ., jFj) Kinder
erthalten. Damit ergibt sich unmittelbar dasfolgendeTheorem:

Theorem 1.37 Sei ein AlphaketundF 2 eine Mengevon Restriktionen. Die
Menge ( ;F )Pkann durch einen PQRPBaum mit CompKT) = F dargestelt und in
ZeitO j j+ L JF] log j j+ . JF] berechnetwerden.

Beweis: Wie wir im vorherigen Satz geseherhaben, kennenmaximal
|
- - X< - ..
O jij+ JF]
F2F
Umhange-Ogerationenausgetihrt werden.In jedemFall sind die Union-Operationen

konstart und eine ewvertuelle Find-Operation kostet O(log (j j+ (. JF])) Zeit.

Insgesarh erhalten wir fer den Zeitbedarf also
| |1
- - X - -. - - X - -. .
O jij+ JFj log jj+  jF]

F2F F2F

Es bleiben noch die Kosten von Sdritt 2. Man eberlegt sich jedoch leicht, dassaus
den vorhergehenderDiskL|§sionenfoIgt, dassdie Gre e der relevanten reduzierten
Teilbaumedurch O(j j+ (. jF]) bestirankt ist. Bei der Abarbeitung verfolgen
wir ja alle partiellen und vollen Knoten. In volle Teilbaume dringt unsererProze-
dur zwar nicht ein, aber alle vollen Knoten werdenbei der Abschatzung der Anzahl
Umhangeoperationen bereicksichtigt. Die Gre e desrelevanten reduzierte Teilbau-
mesenspricht jedoch genauder Anzahl der Umhange-Ogerationenplus der Anzahl
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P
voller Knoten. Da wir jedeElterbestimmungin Zeit O(log (j j+ ¢, jF])) durch-
fuhrbar ist, ist die Zeitdauer von Sdritt 2 genausogro wie die von Sdritt 3. =

1.4 Exkurs: Union-Find-Datenstrukturen

In diesemAbsdcnitt madenwir einenkurzen Exkurs, um die im letzten Absdnitt
erwahnten Methoden zu erlautern.

1.4.1 Problemstellung

Jetzt mussenwir noch genauerauf die sogenanrie Union-Find-Datenstruktur einge-
hen. Eine Union-Find-Datenstruktur glr eine GrundmengeU besatireibt eine Parti-
tion P = fPy;::;PgfarUmit U= _, Phund P\ P, = ; furallei 6 j 2[1:"].
Dabei ist zu Beginn P = fPq;:::;Pjy;g mit P, = fug fur alle u 2 U. Weiterhin
werdendie beidenfolgendenelememnaren Operationenzur Verfugung gestellt:

Find-Op eration: Gibt fur eine Elemert u 2 U denIndex der Mengein der Men-
genpartition zureck, die u erthalt.

Union-Op eration: Vereinigtdie beidenMengemit Index i und Index und vergibt
fur diesevereinigte Mengeeinenneuenindex.

1.4.2 Realisierung durch Listen

Die Realisierungerfolgt durch zwei Felder. Dabei nehmenwir der Einfachheit halber
an, dassU = [1: n] ist. Ein Feld von ganzenZahlen namensindex gibt fur jedes
Elemert u 2 U an, welchen Index die Mengebesitzt, die u erthalt. Ein weiteresFeld
von Listen namensListe erthalt fur jeden Mengenindexeine Liste von Elemernten,
die in der entspredhendenMengeerthalten sind.

Die Implemertierung der Prozedur Find ist naheliegend.Es wird einfach der Index
zureck gegelen, der im Feld Index gesgeidhert ist. Fur die Union-Operation wer-
den wir die Elemerie einer Mengein die andere kopieren. Die umkopierte Menge
wird dabei gelbsdit und der entsprethendelndex der wiedenernendetenMengewird
dabei recycelt. Um meglichst e zient zu sein, werdenwir die Elemerte der kleine-
ren Mengein die gre ere Menge kopieren. Die detaillierte Implemertierung ist in
Abbildung 1.30angegelen.
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Union-Find
function initialize (int n)
f
int Index|n];
for (i=1;1i n;i+)
Index(i] = i;

<int> Liste[n];
for (i=121;i nji++)
Liste[i] = <i> ;

g
function Find (int u)
f
return Indexu];
g
function Union (int i, j)
f
if (Liste[i]:siz) Liste[j ]:siz€))
f
for all (u 2 Liste[i]) do
f
Liste[j J:add(u);
Index{u] = j;
Liste[i]:remove(u);
g
g
else
f
for all (u2 Liste[j]) do
f
Liste[i]:add(u);
Index[u] = i;
Liste[j ]:remove(u);
g
g
g

Abbildung 1.30: Algorithmus: Union-Find
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Wir mberlegenuns jetzt noch die Laufzeit dieserUnion-Find-Datenstruktur. Hierbeli
nehmenwir an, dasswir k Find-Operationenauskihren und maximaln 1 Union-
Operationen. Mehr Union-Operationen macden keinen Sinn, da sich nach n 1
Union-Operationenalle Elemerte in einer Mengebe nden.

O ensichtlich kann jede Find-Operation in konstarter Zeit ausgetihrt werden. Fur
die Union-Operation ist der Zeitbedarf proportional zur Anzahl der Elemerte in der
kleinerenMenge, die in der Union-Operation beteiligt ist. Somit ergibt sich fer die
maximal n 1 meglichen Union-Operationen:
X X
0O(1):
S(LLY
Um dieseSummejetzt besserabstatzen zu kennenvertausdien wir die Summati-
onsreihenfolgeAnstatt die au ere Summeeber die Union-Operation zu betrachten,
summierenwir fur jedesElemert in der Grundmenge,wie oft esbei einer Union-
Operation in der kleineren Mengesein kennte.
X X X X
0o(1) = 0(1):
=(LL9 2L u2U =(LL 9

iLii L9 uz2L
jiLii L9

Waspassiertmit einemElemernt, dasssich beieinerUnion-Operationin derkleineren
Menge be ndet? Danad be ndet essidh in einer Menge die mindestensdoppelt
so gro wie vorher ist, da diese mindestensso viele neue Elemert in die Menge
hinzubekomnt, wie vorher sdion drin waren. Damit kann jedesElemen maximal
log(n) Mal in einerkleinerenMengebei einer Union-Operation gewesensein,da sich
diesesElemert dannin einer Mengemit mindestensn Elemerten be nden muss.

Da die Grundmengeaber nur n Elemerte besitzt, kann danad eberhaupt keine
Union-Operation mehrausgetihrt werden,da sich dannalle Elemerte in einerMenge
be nden. Somit ist die Laufzeit fur ein Elemert durch O(log(n)) besdirankt. Da es
maximal n Elemerie gibt, ist die Gesantlaufzeit aller Union-Operationen durch
O(nlog(n)) bestirankt.

Theorem 1.38 Sei U mit jUj = n die Grundmengefur die vorgestelte Union-
Find-Datenstruktur. Die Gesamtlaufzeitvon k Find- und maximal n 1 Union-
Operationen ist durch O(k + nlog(n)) beschmnkt.

Es gibt noch e zien ter Implemertierungen von Union-Find-Operationen, die wir
hier aber nicht bemetigen und daher auch nicht naher darauf eingehenwollen. Wir
verweisenstatt desserauf die einsdlagigeLiteratur.
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1.4.3 Darstellung durch Baume

Als zweite Meglichkeit speichern wir die Mengenals Baume ab, wobei die Kanten
hier von denKindern zu denEltern geridtet sind. Am Anfang bildet jedeeinelemen-
tige MengeeinenBaum, der ausnur einemKnoten besteh. Bei derunion Operation
wird dann die Wurzel deskleineren Baumes(also der kleineren Menge) zum Kind
der Wurzel desgre eren Baumes(also der gre eren Menge).

Bei der find Operation wandern wir von dem dem Elemert zugeordnetenKnoten
bis zur Wurzel deszugetorigenBaumes.Der Index der Wurzel gibt danndenNamen
der Mengean, in der sich das gesubte Elemert be ndet. Die zweite Variante der
Realisierungeiner Union-Find-Datenstruktur ist im Bild 1.31dargestellt, allerdings
wird hier die for -Sdleife fur die spater erlauterte Pfadkompressionnoch nicht aus-
gemihrt.

O ensichtlich hat die union Operation nun Zeitkomplexitat O(1). Dafur ist die
Zeitkomplexitat der find Operation gestiegenDie Zeit fur einefind Operation ist
durch die maximale Hehe der erntstandenenTeilbaume bestirankt.

Lemma 1.39 Ein in der zweiten Union-Find-Datenstruktur entstandenerBaum
mit Hehe h besitzt mindestens2" Knoten.

Beweis: Wir beweisendiese Aussagemit vollstandiger Induktion eber die Hehe
der Baume.

Induktionsanfang (h = 0): Nad unsererDe nition der Heheist ein Baum mit
Hehe 0 geradeder Baum, der aus einemKnoten bestett. Damit ist der Induktions-
anfang gelegt.

Induktionssc hritt (h ! h + 1): SeiT ein Baum der Hohe h. Wir betrachten
den Prozessvon Union-Operationen bei der Konstruktion von T. Seidabei T° der
ersteenstandeneTeilbaum (im SinneeinesTeilgraphen)von T, der eineHoheh+ 1
besitzt. Es gilt nach Konstruktion jV(T)j jV(T9j. Der Baum T°der Hoheh + 1
mussdurch AnhangeneinesBaumesT ®mit Hoheh an die Wurzel einesBaumesT %%
enstandensein.Nach De nition von T°hat der Baum T °®ineHehevon maximal h.
Nad Induktionsvoraussetzunghat der Baum T °mit Heheh mindestens2" Knoten.
Nach Konstruktion wird die Wurzel vom BaumesT ®nur dann ein Kind der Wurzel
des Baumes T%° wenn dieser mindestensgenausoviele Knoten hat. Also hat der
Baum T° mit Hehe h + 1 mindestens2h + 2" = 21 Knoten. Somit hat auch der
Baum T mindestens2"** Knoten. n

Damit kostet nun einefind Operation O(log(n)). Da bei unseremAlgorithmus aber
durchaus n find Operationen auftauchen kennen, haben wir mit dieser zweiten
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Union-Find-2
f

int sizeln], parent[n];

for (inti=0;i<n;i+)

f
sizeli] = 1; [* permissiblefor roots only */
parent[i] = i;  /* aroot points to itself */

g

int nd(int i)
f
intj =1i,p;
while (parent[j]6 j)
j = parentj J;
int root= j;

[* path compressiort/
for (j =i;parentj]6j;j =p)
f
p = parent[j];
parent[j] = root,
g
[* end of path compressiort/

return root
g

union(int i, int j)

f
[* provided that i and | areroots */
int root= (sizefi] > size]j])?i :j;
int child = (sizefi] sizej])?i :j;
parent[child] = root,
size[roof] += size[child];

Abbildung 1.31:Realisierungeiner Union-Find-Datenstruktur mit Baumen
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Union-Find-Datenstruktur erst einmal nichts gewonnen. Wir werden im nadsten
Absdnitt sehen,wie wir die find Operation im Mittel doch noch besdleunigen
kennen.

Theorem 1.40 Unter Verwendungvon Baumenfur eine Grundmengevon n Ele-
menten benotigt jede find Operation Zeit O(log(n)) und jede union Operationen
Zeit O(1).

1.4.4 Pfadkompression

Wir zeigenjetzt, wie wir die find Operation noch bestleunigenkennen.Jedesmal
wennwir beieinerfind Operation auf einemPfad durch einenBaum laufen, werden
alle besuditen Knoten zu Kindern der Wurzel. Dadurch wird diesefind Operation
zwar nicht billiger, allerdingswerdenviele der folgendenfind Operationenerheblich

billiger. Die oben genanrie Umordnung desBaumes,in dem Knoten desSudpfades
zu Kindern der Wurzel werden, nenrt man Pfadkompeession (engl. path compres-
sion). Diesezweite Variante der Realisierungeiner Union-Find-Datenstruktur mit

Hilfe von Baumenwurdeja bereitsim Bild 1.31dargestellt.Zu derenAnalysemeissen
wir noch zwei Funktionen de nieren.

De nition 1.41 Esist2™ 0:= 1und2™ n:= 22" D Mit log bezeichnenwir
die diskrete Umkehrfunktionvon 2™ (), alsolog (n) = minfk : 2™ k ng.

Man beadite, dass2 ™ () eine sehr sdinell wachsendeund damit log eine sehr
langsamwachsendeFunktion ist. Esgilt 2™ 1= 2,2™ 2= 4,2™ 3 = 16,
2™ 4 = 65536,2"™ 5 = 2036 Fur alle praktischen Zwede ist log (n) 5, da
209536 (2106553 1019659 1P und damit 2™ 5 schon wesetlich gre er als die
vermutete Anzahl von Atomen im sichtbaren Weltall ist. Damit kennen Eingaben
der Gro e 2™ 5 sdion gar nicht mehr direkt konstruiert werden!

Sei eineFolgevon union und find Befehlen.SeiF im Folgendender Wald, der
entstanden ist, wenn nur die union Operationenin ausgeéhrt werden.Mit dem
Rang einesKnotens v wollen wir die Lange eineslangstenPfadesvon v zu einem
Blatt seinesBaumesin diesemWald F bezeitinen.

Lemma 1.42 Es gibt maximal n=2" Knoten mit Rangr im Wald F.

Beweis: Zuerstbemerlenwir, dassverstiedeneKnoten mit demsellen Rang ver-
sthiedeneVorganger im Baum haben meissen.Man beadite, dassVorganger hier
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Knoten auf den Pfaden zu den Blattern sind, da die Kanten ja zur Wurzel hin
gerichtet sind. Nach Lemma 1.39 hat jeder Knoten mit Rang r mindestens2" ver-
schiedeneVorganger(sich selbsteingeshlossen).Gabe esmehralsn=2" Knoten vom
Rangr, so messteder Wald mehr als n Knoten besitzen. ]

Damit kennenwir sofort folgern, dasskein Knoten einenRanggre er alslog(n) hat.

Ist irgendwann bei der Abarbeitung der Folge von union und find Operationenv

ein direkter Vorgangervon w, dann ist der Rang von v kleiner als der Rang von w.

Diesfolgt ausder Tatsade, dassdie find Befehledie Vorgangerrelationrespektieren,
d.h. ein Knoten wird bei der Pfadkompressiomur dann ein direkter Vorgangereines
anderenKnotens, wenn er bereits ein Vorgangerwar. Also ist v auch ein Vorganger
von w, wenn man die find Operationenaus nicht austhrt. Daraus folgt sofort
die obige Aussageeiber die Rangeder Knoten.

Nun teilen wir die Knoten in Gruppen auf. Die Knoten mit Rang i ordnen wir
der Gruppe mit Nummer log (i) zu. Zum Beispielgelangendie Knoten mit Rangen
zwisten5und 16in die Gruppemit Nummer 3. Wir verwendenaud hier wiederden
Buchhaltertrick und nehmendazuan, dassdie Kostender find Operation genauder
LangedesPfadesertsprechen, der zum Au nden der Wurzel durchlaufenwird. Wir
belastenaud diesmalwieder die einzelnenKnoten mit den Kosten und beredinen
hinterher die Gesantschuld aller Knoten.

Zuerstbelastenwir jedenKnoten desSudpfadesmit einerKosteneinheit.O ensicht-
lich bilden die Range der Knoten auf dem Sudpfad zur Wurzel eine aufsteigende
Folge.Nun begleihen die Wurzel und diejenigenKnoten, derenElter in einer ande-
ren Gruppe liegen,dieseneueSdwuld sofort. Da esmaximal log (n) + 1 versdiedene
Gruppen gibt, kostet jeder find Befehl maximal log (n) + 1.

Wir gro ist nun die verbleibende Sculd eines Knotens am Ende des Ablaufs?
Immer wenn ein Knoten Sculden madit, erhalt er wegender Pfadkompressioreinen
neuenElter, namlich die Wurzel desBaumes.Dabei erhalt er alsoeinenneuenElter,
dessenRang um mindestensl gre er ist. Nur Kinder einer Wurzel bilden hierbei
eine Ausnahme(aber dieseKnoten haben ihre Scwlden ja sofort beglichen).

In der Gruppe g be nden sich nur Elemernte, die einenRang von aus dem Intervall
zwishien2 ™ (g 1)+ 1und 2™ g besitzen.Also madt ein Knoten maximal
2™ g 2™ (g 1)Sdulden,bewor ereinenElter in einerheherenGruppe zugewiesen
bekommt. Nach der ZuweisungeinesElters einerheherenGruppe madt der Knoten
nad Konstruktion nie wieder Schulden, sondernzahlt die Kosten sofort.

Seinun G(g) die Anzahl der Knoten in Gruppe g. Dann erhalten wir mit der obi-
genBeobaditung, dassesnur n=2" Knoten mit demsellen Rang geben kann (siehe
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Lemma1.42), folgendeAbscatzung:

G X' n n | n _n
(9) o I 52" (g 1) _ pm g
r=2m(g 1)+1 rﬂz_}
1

JederKnoten in der Gruppe mit Nummer g madt hedcstensSdulden in Hehevon
2™ g (2™ (g 1)). Damit macen alle Knoten in der Gruppe g Sdulden
in Hehevon O(z.f+g((2 "™qg) 2™ (g 1)) = O(n). Da esmaximal log (n) + 1
verstiedeneGruppengibt, ist die Gesantschuld O(nlog (n)). Damit habenwir das
folgendeTheorembewiesen.

Theorem 1.43 Zur Ausfuhrung von f (n) union und find Operationen basierend
auf der Union-Find-Datenstruktur mit Baumdarstelung und Pfadkompessionwird
maximal Zeit O(nlog (n) + f (n) log (n)) benetigt.

Beweis: Die Behauptungfolgt unmittelbar ausder vorherigenDiskussion.Der erste
Term entspricht den entstandenenSdwlden, der zweite Term den sofort bezahlten
Kosten. [

Korollar 1.44 Zur Ausfuhrung von O(n) union und find Operationen basierend
auf der Union-Find-Datenstruktur mit Baumdarstelung und Pfadkompessionwird
maximal Zeit O(n log (n)) benetigt.

1.5 Weitere Varianten fur die C1P

In diesemAbsdnitt stellen wir noch kurz einige weitere Verfahren zur Erkennung
der Consecutive OnesProperty von Matrizen vor.

1.5.1 PC-Baume

Fur die bereits in den Ubungen kennengelerrte Circular Ones Property von 0-1-
Matrizen kann man eigenseinendirekten Algorithm us zur FeststellungdieserEigen-
sthaft angelen. Dazu benetigen wir die so genanrien PC-Baume. Doch geben wir
zuerstnoch einmal die De nition der Circular OnesProperty an.
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De nition  1.45 Eine 0-1-Matrix M besitzt die Circular OnesProperty, wenn es
eine Permutation der Spalten gibt, so dassin jeder Zeile die Einsen oder die Nullen
eine konsekutiveFolge bilden.

Die linke Matrix in Abbildung 1.32 erfullt die Circular OnesProperty. Dies sieht
man, wenn man die erste und dritte Spalte vertausdit, wie in der rechten Matrix
dargestellt.

0 1 0 1
00011 00011
11010 01110
01101 11001
11111 11111
10000 00100
10010 00110

Abbildung 1.32:Beispiel: Circular OnesProperty

De nition 1.46 Sei ein endiches Alphalet. Dann ist ein PC-Baum wker
induktiv wie folgt de niert:

Jeder einelementigeBaum (also ein Blatt), dasmit einemZeichenaus mar-
kiert ist, ist ein PC-Baum.

P-Knoten C-Knoten
Abbildung 1.33: Skizze:Darstellung von P- und C-Knoten
In der Abbildung 1.3 ist skizziert, wie wir P- bzw. C-Knoten graphis darstellen
wollen. P-Knoten werdendurch Kreise, C-Knoten durch langeRedtecke dargestellt.

Fur die Blatter fuhren wir keine besondereKonvertion ein. In der Abbildung 1.34
ist das Beispiel einesPC-Baumesangegeken.

Im Folgendenberstigen wir speziellePC-Baume, die wir jetzt de nieren wollen.
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A B THI

F G

CDE
Abbildung 1.34:Beispiel: Ein PC-Baum

De nition  1.47 Ein PC-Baumheit edt, wennfolgendeBedingungenerfullt sind:

JedesElementa2 kommtgenaueinmal als Blattmarkierung vor;
Jeder P-Knoten hat mindestenszwei Kinder;

Jeder C-Knoten hat mindestensdrei Kinder.

Der in Abbildung 1.34 angegelene PQ-Baum ist also ein editer PC-Baum. Auch
fur edite PC-Baume gilt, dassdie Anzahl der P- und C-Knoten kleiner als die
Kardinalit at desbetrachteten Alphabets ist.

Die P- und C-Knoten besitzen naterlich eine besondereBedeutung, die wir jetzt
erlautern wollen. Wir wollen PC-Baumeim Folgendendazuverwenden,Permutation
zu besdireiben. Daher wird die Anordnung der Kinder an P-Knoten willk erlich sein
(d.h. alle Permutationen der Teilbaumesind erlaubt). An C-Knoten hingegenist die
Reihenfolgebis auf zyklische Rotationen und Umdrehen der Reihenfolgefest. Um
diesgenauerbesdireiben zu kennenbermotigen wir noch einige De nitionen.

De nition  1.48 SeiT ein echter PC-Baum uker . Die Frontier von T, kurzf (T)
ist die Permutation mker , die durch das Ablesender Blattmarkierungen von links
nach rechts geschieht(also die Reihefolgeder Blattmarkierungenin einer Tiefensu-
che unter Berucksichtigungder Ordnung auf den Kindern jedesKnotens).

Die Frontier desBaumesaus Abbildung 1.4 ist dann ABCDEFGHI.

De nition  1.49 Zwei echte PC-BaumeT und T°hei en aquivalert, kurz T = T¢
wenn sie durch endiche AnwendungfolgenderRegeln ineinander ukerfuhrt werden
kennen:

BeliebigesUmordnen der Kinder einesP-Knotens;

zyklische Rotation der Reihenfolgeder Kinder eines C-Knotens, eventuel
gefolgtvon Umkehrungder Reihenfolge.
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De nition 1.50 SeiT ein echter PC-Baum, dannist consisten{T) die Mengeder
konsistentenFrontiers von T, d.h.:

consisten(T) = ff(TY : T=T%:

Beispielsveisebe nden sich dannin der Mengeconsisten(T) fur den Baum ausder
Abbildung 1.4: BADECFGHI, ABGDCEFIH oder FCDEGABHI.

Auch PC-Baumelassensic fer eine Mengevon Restriktionen in linearer Zeit kon-
struieren, soferndie Mengedie Circular-Ones-Progerty besitzt. Fur weitere Details
verweisenwir auf die Originalliteratur.

1.5.2 Algorithmus von Hsu fur die C1P

Der Algorithmus von Hsu arbeitet direkt mit den gegelenen0-1-Matrizen und ver-
sudit fer diesedie Consecutive OnesProperty festzustellenFur einee zien te Imple-
mertierung werden deinn besetzteMatrizen (also mit wenig 1en) durch verkettete
Listen dargestellt. Dabei kann parallel zur Darstellung der erlaubten Permutationen
ebenfallswieder ein PQ-Baum mitk onstruiert werden.

Der Algorithmus versudit ebenfalls iterativ die versdiedenenRestriktionen (also
Zeilen der Matrix) zu verarbeiten. Er verwendet dabei jeweils die kerzeste, d.h.
diejenigemit den wenigstenEinsen.

Fur einekurze Besdireibung der Idee desAlgorithmus von Hsu nehmenwir an, die
Matrix ware bereits so permutiert, dasssie die Consecutive OnesProperty erfulllt.
Seiv die kerzeste Zeile mit Einsen. Die Zeilen der Matrix lassensich dann in vier
Klassen(a) mit (e) einteilen:

(a) Die Zeilen,derenl1-Block mit der Zeilev edit mberlappt und nad links hinaus-
ragt.

(b) Die Zeilen,derenl1-Block mit der Zeilev edt mberlappt und nad recht hinaus-
ragt.

(c) Die Zeilen, deren 1-Block mit der Zeile v mberlappt und sovohl nach links als
audh nad redits hinausragt.

(d) Die Zeilen, deren1-Block mit der Zeile v identisch ist.

(e) Die Zeilen,deren1-Block vellig au erhalb des1-Blocks der Zeile v liegt.
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(@)

(b)

(€)
(d)
(€)

Abbildung 1.35: Skizze:Darstellung der versdiedenenBlede

Da wir jeweils die kerzeste Zeile wahlen kann es keine Zeile gelen, deren 1-Block
edit im 1-Block der Zeile v erthalten ist. In der folgendenAbbildung 1.35ist diese
Einteilung in diesevier Klassennoch einmal sthhematist dargestellt.

Auch wenn die Matrix wild permutiert ist, kennenwir die Zeilenvom Typ (c), (d)

und (e) leicht erkennen.Die restlichen Zeilensind eineMischung vom Typ (a) und (b)

Da dieseZeilenau erhalb desl1-Blocks von Zeilev nad links oder rechts herausragen
messenund jeweils die erste Spalte links bzw. rechts mit einer 1 besetztsein muss,
suden wir in der restlichen Menge von Zeilen nur noch die Spalte au erhalb des
1-Block von Zeile v mit den meisten 1-en. Dieseist dann entweder eine Spalte die

unmittelbar links bzw. rechts vom 1-Block der Zeile v liegen muss. So kennen wir

aud die Zeilenin die Klassen(a) und (b) einteilen.

Mit den Zeilenvom Typ (a) oder (b) kennenwir jetzt die Ordnung der Spaltenim
1-Block von Zeile v festlegen.Da in diesemBlock von Spalten die anderenZeilen
keinen Ein uss auf die Anordnung mehr haben, kontrahieren wir dieseSpalten zu
einer neuenSpalte und iterieren das Verfahren. Dabei kann parallel eine PQ-Baum
bottom-up aufgebautwerden.

Man kann zeigen,dassdiese Methode ebenfallsin linearer Zeit lauft und aud so
modi ziert werdenkann, dasser bei kleinen Fehlern, wie zu Beginn diesesKapitels
angegelen, einesinnvolle Anordnung generiererkann. Fer weitere Details verweisen
wir auf die Originalliteratur.
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1.6 Intervall-Graphen

In diesemAbsdnitt wollen wir eine andereModellierung zur genomisben Kartie-
rung vorstellen.Wie wir im nachsten Absahnitt sehenwerden,hat dieseModellierung
den Vorteil, dasswir Fehler hier leichter mitmodellierenkennen.

1.6.1 De nition von Intervall-Graphen

Zuerst bemstigen wir die De nition einesintervall-Graphen.

De nition 1.51 Ein Mengel = f[i;ri] R :i 2 [1:n]g von reellen Intervallen
[i;ri] mit ;< r; fur allei 2 [1:n] heit Intervall-Darstellung.
Der zugelorige Graph G(1 ) = (V; E) ist gegelen durch

V=1=][1:n],

E=f1;1%9:1;1°21 21\ 1% ;g.

Ein Graph G heit Intervall-Graph (engl. interval graph), wenn es eine Intervall-
Darstellung | gibt, sodassG = G(I).

In Abbildung 1.36ist ein Beispiel einesintervall-Graphen sant seinerzugelerigen
Intervall-Darstellung gegelen.

Ll
[LF)

Abbildung 1.36:Beispiel:Ein Intervall-Graph sant zugeleriger Intervall-Darstellung

Zuerst bemerlen wir, dassdie Intervalle so gewahlt werdenkennen,dassdie Inter-
vallgrenzenpaarweiseversdiedensind, d.h. fur einenintervall-Graphen G kann eine
Intervall-Darstellung | = f[i;ri] : [i 2 1: n]g gefundenwerden,so dassG = G(l)
und jfi;r; 112 [1:n]gj = 2n. Dazu messengleiche Intervallgrenzennur um ein
kleinesSteick verstioben werden.Fernermerkenwir hier noch an, dassdie Intervall-
Grenzender Intervalle einer Intervalldarstellung ohne Besdrankung der Allgemeirt
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aus N gewahlt werdenkennen. Dazu messennur die Anfangs- und Endpunkte der
Intervallgrenzeneiner Intervall-Darstellung nur aufsteigenddurchnummeriert wer-
den.

Wir de nieren jetzt noch zwei spezielleKlassenvon Intervall-Graphen, die fur die
genomisbe Kartierung von Bedeutungsind.

De nition  1.52 Ein Intervall-Graph G heit edt (engl. proper interval graph),
wenn er eine Intervall-Darstellung | besitzt (d.h. G = G(l)), sodass

8161°21:(161%201619:

Ein Intervall-Graph G heit Einheits-Intervall-Graph (engl. unit interval graph),
wenn er eine Intervall-Darstellung | besitzt (d.h. G = G(I)), sodassjlj = jl§ fur
allel;1°2 1.

Zunadst zeigenwir, dasssic trotz untersdiedlicher De nition diesebeidenKlassen
gleich sind.

Lemma 1.53 Ein Graphist genaudann ein Einheits-Intervall-Graph, wenner ein
echter Intervall-Graphiist.

Den Beweis diesesLemmaseberlassenwir dem Leserals Ubungsaufgale.

1.6.2 Modellierung

Warum sind Intervall-Graphen fur die genomistie Kartierung interessah Sdauen
wir uns noch einmal unsereAufgeb der genomistien Kartierung in Abbildung 1.37
an. O ensichtlich entspredien die Fragmerte geradelntervallen, namliche den Posi-
tionen die sie mberde&en. Mit Hilfe unsererHybridisierungs-Experimerte erhalten
wir die Information, ob sich zwei Fragmerie bzw. Intervalle eberlappen, namlich
genaudann, wenn beide Fragmene dassell® Landmark, also STS, erthalten. Somit
bilden die Fragmerte mit den Knoten und den &berstineidungenals Kanten einen
Intervall-Graphen. Was in der Aufgabe der genomisben Kartierung gesuét ist, ist
die Anordnung der Fragmerie auf dem Genom.Diesist aber nichts anderesals eine
Intervall-Darstellung des Graphen, den wir eber unserebiologistien Experimerte
erhalten. Aus diesemGrund sind oft audh Einheits-Intervall-Graphenvon Interesse,
dain denbiologisthen Experimerten die Fragmerte im Wesetlichen dieselle Lange
besitzenund somit eine Intervall-Darstellung durch gleich lange Intervalle erlauben
sollte.
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Abbildung 1.37: Skizze:Genomisbe Kartierung

Wir formulieren nun einigeProblemefeur Intervall-Graphen, die die Problemstellung
bei der genomistien Kartierung widerspiegelnsoll.

Pr oper Inter vall Completion (PIC)

Eingab e: Ein Graph G = (V;E) und k 2 N.
Gesucht: Ein edter Intervall-Graph G°= (V;E [ F) mit jFj k.

Mit PIC wird versudit dasVorhandenseinvon FalseNegativeszu simulieren. Es wird
angenommengdassbei den Experimerten einige Ubersdhneidungenvon Fragmerten
(maximal k) nicht erkannt wurden.

Pr oper Inter vall Selection (PIS)

Eingab e: Ein Graph G = (V;E) und k 2 N.
Gesucht: Ein edter Intervall-Graph G°= (V;E nF) mit jFj k.

Mit PIS wird versudit dasVorhandenseirnvon FalsePositiveszu simulieren. Es wird
angenommengdassbei den Experimerten einige tberstineidungenvon Fragmerten
(maximal k) zu Unrecht erkannt wurden.

Inter vall Sandwich (1S)

Eingab e: Ein Tripel (V;D;F) mit D;F A

Gesucht: Ein Intervall-Graph G= (V;E) mit D E F.

Mit IS soll in gewissenSinne versudit werden savohl False Positive als auch False
Negatives zu simulieren. Hierbei reprasertiert die MengeD die Ubersdineidungen
von Fragmerten, von denenman sich sicher ist, dasssich gelten. Diesewerdeneine
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Teilmengeder aus den experimertell gewonnen Ubersdineidungen sein. Mit der
Menge F versutit ein Menge von Kanten anzugelen, die hedstens berutzt wer-
den durfen. Diese werden eine Obermengeder experimertellen Uberstineidungen
sein.Man kann das|S-Problemauch andersformulieren.

Inter vall Sandwich (IS)

Eingab e: Ein Tripel (V;M;F) mit M;F \; .
Gesucht: Ein Intervall-Graph G= (V;E) mit M E undE\ F = ;.

Hierbei bezeitinet M (wie vorher D) die Mengevon Kanten, die in jedemFalle im
Intervall-Graphen auftreten sollen(engl. mandatory). Die MengeF bezeitinet jetzt
die Mengevon Kanten, die im zu konstruierendenintervall-Graphen sicherlich nicht
auftreten derfen (engl. forbidden). Wie man sich leicht uberlegt, sind die beiden
Formulierungenaquivalert.

Bewvor wir unserletztes Problem formalisieren,benetigen wir noch die De nition von

Farbungenin Graphen.

De nition 1.54 SeiG = (V;E) ein Graph. Eine Abbildungc: V ! [1:K] heit
k-Farbung. Eine k-Farbungheit zulassig wennc(v) 6 c(w) fur alle fv;wg2 E.

Damit kennenwir dasfolgendeProblem de nieren:

Inter valizing Colored Graphs

Eingab e: Ein Graph G = (V; E) und einek-Farbungc.
Gesucht: Ein Intervall-Graph G°= (V;E9 mit E = E° so dassc eine zulassige
k-Farbung fur GOist.

Die Motivation hinter dieserFormalisierungist, dassman bei der Herstellung der
Fragmerte daraufadten kann, welche Fragmerte auseinerKopie desGenomsgleic-
zeitig generiertwurden. Damit wei man, dasssich dieseFragmerte sicherlich nicht
eiberlappen kennenund gibt ihnen daher dieselle Farbe.

Man beadite, dassICG ist ein Spezialfall desIntervall Sandwid Problemsist. Mit
F = ffi;jg : c(i) & c(j)g kennenwir aus einer ICG-Instanz eine aquivalerte 1S-
Instanz konstruieren.
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1.6.3 Komplexit aten

In diesemAbsdnitt wollen kurz auf die Komplexitat der im letzten Absdnitt vor-
gestellten Probleme eingehen.Leider sind fur diese Fehler tolerierenden Modellie-
rungendie Entscheidungsproblem,ob esden gesubiten Graphengibt oder nicht, in
der Regelbereits N P-hart.

PIC: Proper Interval Completion ist N P-hart, wenn k Teil der Eingabe ist. Fur
festek ist das Problem in polynomieller Zeit lesbar, aber die Laufzeit bleibt
exponertiell in k.

ICG und IS: Intervalizing Colored Graphs ist ebenfalls N P-hart. Somit ist auch
dasIntervall Sandwit Problem, dasja ICG als Teilproblem erthalt, ebenfalls
N P-hart. Selbstfer ein festesk 4 bleibt ICG N P-hart. Far k 3 lassen
sich hingegenpolynomielle Algorithmen fur ICG nden. Der Leser sei dazu
eingeladenfur die Falle k = 2 und k = 3 polynomielle Algorithmen zu nden.
Leider taucht in der Praxis doch eherder Fall k 4 auf.

1.7 Intervall Sandwich Problem

In diesemAbsdnitt wollenwir dasintervall Sandwid Problemvom algorithmischen
Standpunkt ausgenauerunter die Lupe nehmen.Wir wollen zeigen,wie man dieses
Problem prinzipiell, leider mit eineexponeniellen Laufzeit lost, und wie man daraus
fur einen Speziallfall einenpolynomiellen Algorithmus ableiten kann.

1.7.1 Allgemeines Lesungspinzip

Wir wollen an dieserStelle noch anmerken, dasswir im Folgendenohne Besdiran-
kung der Allgemeinheit annehmen,dassder Eingabe-Graph (V; M) zusammenian-
gendist. Andernfalls bestimmenwir einelntervall-Darstellung fer jede seineZusam-
menhangskmponerten und hangen dieseswillk erlich aneinander. Fur praktische
Eingabenin Bezugauf die genomisbe Kartierung kennenwir davon ausgehengdass
die Eingabe zusammeniangend ist, da andernfalls die Fragmerte so denn gest
waren, dasseine edite Kartierung sowviesonicht meglich ist.

Zunadst de nieren wir einigefur unserealgorithmische Idee grundlegendedennach
sehreinfade Begri e.
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De nition 1.55 Sei S = (V;M;F) eine Eingale fur IS. Eine TeilmengeX V
heit Kern. Der Rand (X) M einesKerns X ist de niert als

(X)y=fe2 M : je\ Xj=1g:
Die aktive RegionA(X) V einesKerns X ist de niert als

AX)=fv2X : 92 (X):v2eg:

Der Hintergrund fur dieseDe nition ist der folgende.Der aktuell betrachtete Kern
in unseremAlgorithmus wird eine Knotenteilmengesein, fur die wir eine Intervall-
Darstellung bereits konstruiert haben. Die aktive Regionbesd@ireibt dann die Menge
von Knoten desKerns, fur die noch benadbarte Knoten au erhalb desKerns exis-
tieren, die dann mber die Kanten ausdem Rand verbundensind.

L)
et

Abbildung 1.38:Skizze:Aktive RegionA(X) und Rand (X) desKerns X

Kommenwir nun dazugenauerzu formalisieren,waseinelntervall-Darstellung eines
Kerns ist.

De nition 1.56 SeiV eineKnotenmengeund M ; F \é . Ein Layout L (X)) eines
Kerns X  V ist eine Funktion| : X ! f[a;blja< b2 Rg mit

1. 8fv;wg2 M\ %t 1(V)\ I(w)6 ;,

2. 8fv;wg2 F\ % 1 (V)\ I(w)=;,

3.8v2 A(X) :r(lI(v)) = maxfr(l(w)) : w2 Xg, wolei r([a;b]) = b fur alle
a<b2R.

Ein Kern heit zulassig wenner ein Layout besitzt.

Damit ist ein zulassigerKern also der Teil der Knoten, fur den bereits ein Layout
bzw. einelntervall-Darstellung konstruiert wurde. Mit der nachstenDe nition geben
wir im Prinzip die algorithmische Idee an, wie wir zulassigeKerne erweitern wollen.
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Wir werdenspater sehendassdieseldeeausreitiend seinwird, um fer eineEingabe
desintervall Sandwit Problemseine Intervall-Darstellung zu konstruieren.

De nition  1.57 Ein zulassigerKern Y = X [ fvg erweitert genaudann einen
zulassigenKern X, wennL(Y) aus L(X) durch Hinzufugen eines Intervalls | (v)
entsteht, so dass

1. 8w2 X nA(X): r(l(w)) < (I(v));
2. 8w 2 AX):r(l(w)) =r((v).
Hierbei ist “([a;b]) = aundr([a;b]) = bfur allea< b2 R.

In Abbildung 1.39ist ein Beispiel fer eine soldhe Erweiterung deszulassigenKerns
f1;2; 3; 49 zu einemzulassigenKern f 1; 2; 3; 4; 59 dargestellt.

Abbildung 1.39: Skizze:Erweiterung einesLayouts

Wir kommenim folgendenLemma zu einer einfachen Charakterisierung, wann ein
zulassigerKern eine Erweiterung einesanderenzulassigenKernsist. Hierbei ist ins-
besonderewichtig, dassdieseCharakterisierungvellig unabhangigvon denzugrunde
liegendenLayouts ist, die den Kernen ihre Zulassigleit besteinigen.

Lemma 1.58 SeiX ein zulassigerKern. Y = X[ fvgist genaudann ein zulassiger
Kern und erweitert X, wenn(v;w) 2 F fur alle w 2 A(X).

Beweis: ) :DayY eineErweiterungvon X ist, eberstineidet sich dasintervall von
v mit jedemintervall ausA(X). DaauerdemY = X [ fvg ein zulassigerKern ist,
gilt (v;w) 2 F fur allew 2 A(X).

( : Seialso X ein zulassigerKern. Wir betrachten das Layout von X in Abbil-
dung 1.40Da (v;w) 2 F fur alle w 2 A(X), kennenwir nun alle Intervalle der
Knoten ausA (X) verlangernund ein neuesintervall fer v einfagen,dasnur mit den
Intervallen aus A (X)) uberlappt. ]
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Abbildung 1.40: Skizze:

Wir zeigenjetzt noch, dasseszu jedem zulassigenKern einenkleineren zulassigen
Kern gibt, der sich zu diesemerweitern lasst.

Lemma 1.59 Jeder zulassigeKern Y erweitert mindestenseinen zulassigenKern
X (Y.

Beweis: SeiL(Y) mitl : V! J (R) einLayout fur Y, wobei J (R) die Mengealler
abgeshblossenreellenintervalle bezeitinet. Wir wahlenjetzt y 2 Y, sodass (I (y))
maximal ist. Siehedazuaucd Abbildung 1.41.Beadite, dassy nicht notwendigerveise
ausA(Y) seinmuss.

T

Y
A(Y)

—
1

Abbildung 1.41:Skizze:Layout L(Y) fur Y

Wir de nieren jetzt ein Layout L(X) fur X = Y nfyg ausL(Y) wie folgt um:
8fx;yg2 M : r(1(x)) := maxfr(z) : z2 A(Y)g:

Alle anderenWerte von | auf X bleiben unverandert und y wird aus dem De niti-
onskereih von | ertfernt.

Wir muessenjetzt lediglich die drei Bedingungenaus der De nition eines zulas-
sigen Layouts nadweisen. O ensichtlich gilt weiterhin 1(v) \ 1(w) 6 ; fur alle
fviwg2 M\ % M\ 7 . Auerdem gilt ebenfallsl(v)\ I(w) = ; fer alle
fviwg2 F\ % F\ Y . Letztendlich gilt nach unsererKonstruktion, dass
r(l(v)) = maxfr(l(w)) : w2 Xgfur allev 2 A(X), da man sich leicht mberlegt,
dass

AX)=1fx2 X :fx;yg2 Mg[ (A(Y)nfyQ):

Damit ist der Beweis abgesblossen. [

Als unmittelbare Folgerung erhalt man das folgende Korollar, dassdie Basis fer
unserenAlgorithmus seinwird.
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Korollar 1.60 Fur eine Eingale S = (V;M;F) desInterval SandwichProblems
existiert genaudann eine Lesung,wennV ein zulassigerKern ist.

I
Mit Hilfe diesesKorollars wissenwir nun, dasseseine aufsteigendefFolge 25. Mai
; = Xo X1 Xn1 Xn=V
mit jXi+1 n Xjj = 1 gibt. Das bedeutet, dasswir ein Layout iterativ fer unsere

Problemeingale konstruierenkennen.Nach demLemmal.58wissenwir ferner, dass
die Erweiterungenunabhangig vom betrachteten Layout meglich sind. Insbesondere
folgt daraus, dasswenn ein Layout eineszulassigenKerns nicht erweitert werden
kann, es aud kein anderesLayout diesesKerns geben kann, dasssidh erweitern

lasst.

Somit erhalten wir denin Abbildung 1.42angegelen Algorithm us zur Konstruktion
einer Intervall-Darstellung fer eine gegeleneEingabe S deslintervall Sandwid Pro-
blems. Hierbei testen wir alle meglichen Erweiterungender leerenMengezu einem

Sandwich
f
QueueQ;
Q:enqueug; );
while (not Q:is_empty())
f
X = Q:dequeud);
for each v2 X do
if (Y := X [ fvgis feasibleand extendsX)
if (Y =V)
output Solution found;
else
Q:enqueugY);
g
output No solutionsfound,;

Abbildung 1.42: Algorithmus: Allgemeinesintervall Sandwid Problem

zulassigenKern V. Da esleider exponertiell viele Erweiterungspfadegibt, namlich
genaun!, wennn = jVj ist, ist dieserAlgorithmus sicherlich nicht praktikabel. Da
der Test, ob sich ein Kern erweitern lasstnach Lemma 1.58in Zeit O(jVj2) imple-
mertieren lasst, erhalten wir dasfolgendeTheorem.

Theorem 1.61 Fur eine Eingale S = (V;M;F) desInterval SandwichProblems
lasstsichin Zeit O(jVj! jVj?) feststelen, ob eseine Lesunggibt, und falls ja, kann
dieseauch konstruiert werden.
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1.7.2 Lesungsansatz fur Bounded Degree Interval Sandwich

Wir wollen nun zwei Varianten desintervall Sandwid Problemsvorstellen, die sich
in polynomieller Zeit losenlassen.Dazu gebenwir erst noch kurz die De nition einer
Clique an.

De nition 1.62 Sei G = (V;E) ein Graph. Eine Teilgraph G° = (V2E9 heit
Clique oder k-Clique, wenn folgendesgilt:

E°= Y’ (d.h. GOist ein volistandiger Graph),

Fur jedesv 2 V nVOist G%®= (V% VZOO) mit V%= VO[ fvg kein Teilgraph

von G (d.h. GCist ein maximaler vollstandiger Teilgraph von G).

Die Cliquenzahl! (G) desGraphenG ist Gre e einer gre ten Clique von G.

Mit Hilfe dieserDe nition kennenwir folgendeSpezialille desIntervall Sandwid
Problemsde nieren.

Bounded Degree and Width Inter val Sandwich

Eingab e: Ein Tripel (V;M;F) mit M;F \; sovie zwei naterliche Zahlen
dk2 Nmit ( V;M)) d

Gesucht: Ein Intervall-Graph G = (V;E) mit M E und E\ F = ; sawie
1(G) k.

Wir bestiranken also hier die Eingabe auf Graphen mit bestrankten Grad und
suden nadc Intervall-Graphen mit einer besdirankten Cliquenzahl.

Bounded Degree Inter val Sandwich (BDIS)

Eingab e: Ein Tripel (V;M;F) mit M;F \é und d 2 N.
Gesucht: Ein Intervall-Graph G = (V;E) mit M E und E\ F = ; sowie
(G d

Beim Bounded Degreelnterval Sandwid Problem bestiranken wir den Sudiraum
nur dadurd, dasswir fur die Loesungemur gradbesdirankte Intervall-Graphenzulas-
sen.Wir werdenjetzt fur diesesProblem einenpolynomiellenAlgorithm usvorstellen.
Fur daserstgenante Problem lasstsich mit ahnlichen Methoden ebenfallsein poly-
nomieller Algorithmus nden. Die beidenhier erwahnten Problemesind audh fer die
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genomisbe Kartierung relevant, da wir bei den biologisdhien Experimerten davon
ausgehengdassdie Uberded&ung einer Position im Genomsehr gering ist und auf-
grund der kurzen, in etwa gleichlangenFragmertie der resultierendelntervall-Graph
sonvohl einenrelativ kleinen Grad als aud einerelativ kleine Cliquenzahlbesitzt.

Um unserenAlgorithmus geeignetmodi zieren zu kennen, mussenwir aud die
grundlegendeDe nition der Layouts anpassen.

in d-Layout (oder kurz
I flajbjja< b2 Rg

De nition 1.63 Sei V eine Mengeund M;F
Layout) L(X) einesKerns X  V ist eine Funktion
mit

1. 8fv;wg2 M\ 7%t 1(V)\ 1(w)6 ;,

Vv
, - E
| : X |

2. 8fv;wg2 F\ % 1w\ I(w)=;,

3.8v2 A(X) :r(lI(v)) = maxfr(l(w)) : w2 Xg, wolei r([a;b]) = b fur alle
a< b2R,

4. 8v2 X nA(X) : I (v) schneidethechstensd ander Intervalle,

5. 8v 2 A(X) : I (v) schneidethechstensd jE(v; X)j ander Intervalle, wolei
E(v;X)=1ff vywg2 M jw 2 Xg.

Ein Kern heit d-zulassig(oder auch kurz zulassig, wenn er ein d-Layout besitzt
und A(X) d 1

Im Folgendenwerden wir meist die Begri e Layout bzw. zulassig anstatt von d-
Layout bzw. d-zulassig verwenden. Aus dem Kontext sollte klar sein, welches d
wirklich gemein ist.

Im Wesetlichensind die Bedingungerd und 5 in der De nition neuhinzugelommen.
Die Bedingung 4 ist klar, da wir ja nur Intervall-Graphen mit maximalen Grad
kleiner gleich d konstruierenwollen. Daher darf sich jeder fertig konstruierte Knoten
mit maximal d anderenIntervalle sdineiden. Analog ist es bei Bedingung 5. Hier
gibt JE(v; X)j geradedie Anzahl der Nachbarn an, die noch nicht in der aktuellen
Intervall-Darstellung bzw. im Layout realisiert sind. Daher darf ein Intervall der
aktiven Regionvorher maximal d  jE(v; X )j anderelntervalle sdneiden.

Es bleibt noch zu uberlegen,warum man die Einschrankung gemadit hat, dass
JA(X)) d 1list. WarejA(X)] d+ 1, dann werde jedesintervall der aktiven
Regionbereitsd anderelntervalle sthneiden.Da die Knoten jedoch noch aktiv sind,
gibt esnoch nicht realisierte Nachbarn und der resultierendenGraph weirde einen
Grad von gre er als d bekommen.
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Warum verbieten wir auch noch jA (X)j = d? Angenommen,wir hatten eine aktive
Regionmit d Knoten. Dann hatte jeder Knoten der aktiven RegionbereitseineGrad
vond 1, dasid alle Intervall der aktiven Regionebersdineiden.Die aktive Region
bildet alsoeined-Cliqgue. Wennnun ein Knoten hinzukommt, wird er zu allen Knoten
der aktiven Region benatbart. Somit konstruierenwir eine (d + 1)-Clique, in der
jeder Knoten Grad d besitzt. Werde die aktive Region also einmal aus d Knoten
bestehen,so meisste eine erfolgreithe Ausgalbe desAlgorithmus eine (d + 1)-Clique
sein.Da wir voraussetzendassder Eingabegraph(V; M) zusammenlangendist und
somit auch der zu konstruierendeAusgalegraphzusammenk&ngendseinmuss,kann
diesnur der Fall sein,wennjVj = d+ 1 ist. Andernfalls gabe eseinenKnoten mit
Grad gre er alsd. Wir kennenalsovorher prefen, ob der vollstandige Graph auf V
eine zulassigeAusgale ist und hinterher diesenFall aussalie en.

Lemma 1.64 Sei X ein d-zulassigerKern. Y = X [ fvg ist genaudann ein d-
zulassiger Kern und erweitert X, wenn (v;w) Z F fur alle w 2 A(X) und X
ein d-Layout L besitzt, so dassl (u) hechstensd jE(u;X)j 1 andee Intervalle
schneidet,fur alleu 2 A(X) mit fu;vg2 M, und JA(X)j] d JE(v;Y)].

Beweis: ) : Nadh Lemma 1.58wissenwir, dass(v;w) Z F fur allew 2 A(X).

SeiY = X [ fvg ein zulassigerKern, der X erweitert. SeiL(Y) ein Layout von
Y und L(X) das Layout fur X, dasdurch Entfernen deslIntervalls fur v aus dem
Layout L(Y) ertsteht. Seiweiter u 2 A(X) mit fu;vg 2 M. Wir unterscheidenjetzt
zwei Falle, je nacdhdem, ob u audh in der aktiven Regionvon Y ist oder nicht.

Fall 1 (u 2 A(Y)): Da u sich nicht mehrin der aktiven Regionvon Y be ndet,
obwohl esin der aktiven Regionvon X war, mussv der letzte verbliebene Nachbar
von u au erhalb von X gewesensein. Damit ist (u;v) 2 M und dieserFall kann
nach der Wahl von u gar nicht auftreten.

Fall 2 (u 2 A(Y)): DaL(Y) einLayoutvonY ist und sich u in der aktiven Region
von Y be ndet, sdineidet | (u) maximal d JE(u;Y)j andereIntervalle in L(Y).
Durch Hinzunahmevonv zu X bleibt die Mengeder Nadchbarn von u au erhalb von
X bzw.Y unverandert, d.h. E(u; X) = E(u;Y) (sieheauch Abbildung 1.43).

Nadh De nition der Erweiterung meissensich jedoch die Intervalle von u und v
stneiden,obwohl fu; vg 2 M . Damit schneidet dasIntervall 1 (u) im Layout von'Y
maximald jJE(u;Y)j=d jE(u;X)j anderelntervalle. Da im Layout von L(X)
nun das Intervall von v nicht mehr erthalten ist, das sich mit dem Intervall von
u stneidet, gilt im Layout von X, dassl (u) maximal d jE(u;X)j 1 andere
Intervalle sdhneidet.
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Abbildung 1.43:Skizze:Erweiterung von X um v

Esbleibt noch zu zeigen,dassjA (X)] d JE(v;Y)j gilt. DaY ein zulassigerKern
ist, sthneidet dasIntervall von v maximald jJE(v;Y)j anderelntervalle im Layout
L(Y) von Y. Die zu diesenintervallen zugelerigen Knoten bilden geradedie aktive
Regionvon X . Somit gilt JA(X)j d JE(v;Y)].

( : Nadch Lemma 1.58folgt aus(v;w) 2 F fur allew 2 A(X) bereits,dassY eine
Erweiterung von X und die Bedingungenl mit 3 fer dasLayout L(Y) fur Y gelten.
Wir meissenalsonur noch die Bedingungen4 und 5 eiberprefen.

Zum Nadweis der Bedingung 4 halten wir zunadst fest, dassKnoten aus X, die
in X nicht mehr aktiv sind, sicherlich auch in Y nicht aktiv sind, d.h. es gilt
X nA(X) Y nA(Y). Fur alle Knoten aus X n A(X) gilt also Bedingung 4.
Seijetzt alsoy 2 Y nA(Y) n(X nA(X)). Daherwird v jetzt inaktiv und esmuss
daherfv;yg 2 M gelten. Aufgrund der Bedingung5 fer das Layout L(X) von X
stneidet dasIntervall von y maximal d anderelntervalle und die Bedingung4 gilt.

Es bleibt noch der Fall, dassaud der neue Knoten v nicht in Y nicht mehr zur
aktiven Regiongehort. Dann schneidetv maximald 1 anderelntervalle, daimmer
JA(X)] d 1gilt

Zum Nacdhweis der Bedingung5 fer dasLayout L(Y) fur Y madenwir wiedereine
Fallunterscheidung und betrachten hierbeiy 2 A(Y) (A(X)[ fvg):

Fall 1 (y 2 A(X)): Ist fy;vg 2 M, dann sdineidet das Intervall 1 (y) im Lay-
out L(X) von X nad Voraussetzungmaximal d jE(y; X)j anderelntervalle. Da
E(y;Y) = E(y; X) nfvg und somit JE(y; X)j = JE(y;Y)j + Llist, kann | (y) im
enweiterten Layout L (y) maximal

d JE(y;X)j+1=d (E(y;Y)i+1)+1=d JE(y,Y)]
anderelntervalle schneiden.

Ist andererseitsfy;vg 2 M, dann sdneidet | (y) im Layout L(X) von X nach
Voraussetzungmaximal d  JE(y;X)] 1 anderelntervalle. Somit kann | (v) im
erveiterten Layout L(Y) maximal d jE(y;X)] 1+ 1= d JE(y;X)j andere
Intervalle schneiden.
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Fall 2 (y = v): DaA(X) d jJE(v;Y)jist, kanny = vim Layout L(Y) maximal
d jJE(y;Y)j anderelntervalle schneiden. m

Somit habenwir audh wieder eine Charakterisierunggefunden,die eine Erweiterung
von X zuY besdtreibt, ohne auf die konkreten Layouts einzugehenlm Gegensatz
zum allgemeinenFall messenwir hier jedoch die Grade der Knoten in der aktiven
Regionbzgl. desbereits konstruierten Intervall-Graphen kennen.

Lemma 1.65 Jeder d-zulassigeKern Y erweitert mindestenseinen d-zulassigen
Kern X (Y.

Beweis: SeiY ein zulassigerKern und seiL(Y) ein zugelerigesLayout. Seiy 2 Y
sogewahlt, dass (I (y)) maximal ist. Weiter seiL (X ) dasLayout fur X = Y nfyg,
dasdurch Entfernenvon | (y) ausL(Y) entsteht. Aus dem Beweisvon Lemma1.59
folgt, dassdie Bedingungenl mit 3 fur das Layout L(X) erfullt sind. Wir messen
jetzt nur noch zeigen,dassaud die Bedingungen4 und 5 gelten.

Zuerst zur Bedingung4. Fer allev 2 X nA(X) gilt o ensichtlich, dassl (v) maximal
d andereIntervalle sthneidet. Ansonstenware L(Y) sdion kein Layout fur Y, da
diesesdann ebenfalls die Bedingung4 verletzten weirde.

Kommen wir jetzt zum Beweis der Gelltigkeit von Bedingung 5. Zuerst stellen wir
fest,dassA(X) A(Y)nfyggilt.

Fall 1 (v 2 A(Y)): Damit gilt, dass(v;y) 2 M seinmuss.In L(Y) sdnei-
det | (v) dann maximal d anderelntervalle. In L(X) sdineidet | (v) dann maximal
d 1=d jE(v;x)] anderelntervalle,dasich | (v) und I (y) in L(Y) sdineidenund
daE(v;Y) = fyg.

Fall 2 (v 2 A(Y)): Nad Voraussetzungsdneidet | (v) maximal d JE(v;Y)j
anderelIntervalle im Layout L(Y). Da sich die Intervalle von v und y nach Wahl
von y sdineidenmeissen,scineidet | (v) maximald jE(v;Y)] 1=d JE(v;X)j
andereintervallein L(X), daE(v;Y) = E(v;Y) ][ fyg. [

Korollar 1.66 Fur die Eingake S = (V;M;F) desBoundal Degree Interval Sand-
wich Problemsexistiert genaudann eine Loesung,wennV ein d-zulassigerKern ist.

Wir merken hier noch an, dassman X durchauszu Y erweitern kann, obwohl ein
konkretesLayout fur X sich nicht zu einemLayout fur Y erweitern lasst. Dennach
haben wir aud hier wieder festgestellt,dasses eine bzgl. Mengeninklusionaufstei-
gendeFolge von zulassigenKernen gibt, anhand derer wir von der leeren Menge
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als zulassigenKern einen zulassigenKern fer V konstruieren kennen, sofern das
Problem eberhaupt eine Lesungbesitzt.

Da wir fur die Charakterisierungder Erweiterbarkeit nun auf die Grade der der Kno-
ten der aktiven Regionbzgl. desbereits konstruierten Intervall-Graphen angewiesen
sind, ist die folgendeDe nition netig.

De nition  1.67 Fur ein d-Layout L(X) von X ist der Grad vonv 2 A(X) de -
niert als die Anzahlder Intervalls, die I (v) schneiden.

Ein Kern-Paar (X;f) ist ein d-zulassigerKern X zusammenmit einer Gradfolge
f :A(X)! N, die jedemKnoten in der aktiven Region von X ihren Grad zuordnet.

Das vorherige Lemmaimpliziert, dasszwei Layouts mit demsellen Grad fer jeden
Knoten v 2 A(X) entweder beide erweiterbar sind oder keinesvon beiden. Damit
kennen wir unserengenerisbe Algorithmus aus dem vorigen Absdnitt wie folgt
fur dasBoundedDegreelnterval Sandwid Problem erweitern. Wenn ein Kern Paar
(X;f) betrachtet wird, wird jedesmegliche Kern-Paar (Y;g) hinzugetigt, das ein
Layout fur Y mit Gradfolgeg besitzt und ein Layout von X mit Gradfolgef erwei-
tert. Aus denvorherigenLemmata folgt bereits die Korrektheit. Wir wollen unsim
nadhsten Absdnitt nun noch um die Laufzeit kammern.

1.7.3 Laufzeitabschatzung

Fur die Laufzeitabsdatzung stellen wir zunadhst einmal fest, dasswir im Algorith-
mus eigerlich nichts anderestun, als einenso genannen Berechnungsgaphenz.B.
per Tiefensute zu durchlaufen. Die Knoten diesesBeredqinungsgraphensind die
Kern-Paareund zwei Kern-Paare (X ;f) und (Y; g) sind mit einergericdhteten Kante
verbunden,wenn sich (X;f) zu (Y;g) erweitern lasst. Unser Startknoten ist dann
die leereMengeund unser Zielknoten ist die MengeV.

Wir messenalso nur noch (per Tiefen- oder Breitensude oder einer anderenopti-
mierten Sudstrategie) feststellen,ob sich der Zielknoten vom Startknoten auserrei-
chen lasst. Die Laufzeit ist dann proportional zur Anzahl der Knoten und Kanten
im BeretcinungsgraphenDaher werdenwir dieseals erstesabshatzen.

Lemma 1.68 Ein zulassigerKern X ist durch das Paar (A(X); (X)) eindeutig
charakterisiert.

Beweis: Wir messenjetzt nur feststellen,wie wir anhand des gegelenen Paares
feststellen kennen, welche Knoten sich im zulassigenKern be nden. Dazu stellen
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wir fest, dassgenaudann x 2 X ist, wenn eseinen Pfad von x zu einem Knoten
v 2 A(X) der aktiven Regionim Graphen(V;M n (X)) gibt. [

Somit kennenwir jetzt die die Anzahl der zulassigernKerne abzahlen,indem wir die
Anzahl der oben bestiriebenencharakterisierendenPaare abzahlen.

Zuerst einmal stellenwir fest, dassesmaximal

Xt p Xt oopdog
: n
i=0 : i=0 n 1

=0

Meglichkeiten gibt, eine aktive RegionausV auszwahlen,da jA(X)] d 1.

Fur die megliche Rander der aktiven Region gilt, dassderen Anzahl durch 24 1)
besdirankt ist. Wir messennamlich von jedemder (d 1) Knoten jeweils festlegen
weldhe ihrer maximal d Nadchbarn bzgl. M im Rand liegen.

Jetzt mussenwir noch die Anzahl meglicher Gradfolgenabstatzen. Dieseist durch
d 1< dd 2" fur ein" > 0 bestirankt, da nur fur jeden Knoten ausder aktiven
Regionein Wert ausd meglichen Wertenin [0:d 1] zu vergelenist. Somit ist die
Anzahl der Kern-Paareist bestirankt durch O(2(+ ¢ nd 1),

Lemma 1.69 Die Anzahlder Kern-Paare, deren aktive Region maximald 1 Kno-
ten besitzt, ist beschmnkt durch O(2@* ¥ nd 1) fur ein " > 0.

Nun messenwir noch die Anzahl von Kanten im Beredinungsgraphenermitteln.
Statt dessernwerdenwir jedoch denmaximalen Ausgangsgradier Knoten ermitteln.

Wir betrachten zuerst die Kern-Paare, deren aktive Region maximale Gre e, also
d 1 Knoten, besitzen.Wie viele andereKernpaare kennen ein soldhes Kern-Paar
enweitern? Zuerstbemerlenwir, dasszu einemsoldenKern nur Knoten hinzugekigt
werden kennen, die zu Knoten der aktiven Region benatbart sind. Andernfalls
weirde die aktive Regionauf d Knoten anwadhsen,was nicht zulassigist.

Wir meissenalso nur einen Knoten aus der Nadhbarstatft der aktiven Region aus-
wahlen. Da dieseaus weniger als d Knoten bestelt und jeder Knoten im Graphen
(V; M) nur maximal d Nachbarn hat, kommennur d? viele Knoten in Frage.

Nadchdemwir einendieserKnoten ausgevehlt haben, kennenwir mit Hilfe desGra-
phen (V; M) und der aktuell betrachteten aktiven Region sofort die aktive Region
sawvie derenRand bestimmen.Ebenfalls die Gradfolge der aktiven Regionlasstsich
leicht ermitteln. Bei allen Knoten, die in der aktiven Regionbleiben, erheht sich der
Grad um 1. Alle, die ausder aktiven Regionherausfallen,sind uninteressamn, da wir
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uns hierfur den Grad nicht zu merken braudhen. Der Grad desneu hinzugenommen
Knotens ergibt sich ausder Kardinalit at der alten aktiven Region.

Somit kann der Ausgangsgradder Kern-Paare mit eine aktiven Regionvond 1
Knoten durch d? abgeshatzt werden. Insgesarh gibt esalso O(2* )% nd 1) viele

Kanten, die ausKern-Paarenmit eineraktivenRegionvond 1 Knoten herausgehen.

Jetzt messenwir noch den Ausgangsgradder Kern-Paare abstatzen, derenaktive
Regionwenigerals d 1 Knoten umfasst. Hier kann jetzt jeder Knoten, der sich
noch nicht im Kern be ndet hinzugenommenwerden. Wiederum kennenwir sofort
die aktive Regionund dessenRand mithilfe desGraphen (V; M) beredinen. Auch
die Gradfolgefolgt unmittelbar.

Wie viele Kern-Paare, deren aktive Region maximal d 2 Knoten umfasst, gibt

es denn mberhaupt? Wir haben dies vorhin im Lemma 1.69 fur d 1 angege-
ben. Also gibt es O(2* 1¥nd 2) Da von all diesenjeweils maximal n Kanten in

unserem Beredinungsgraphenausgehen,erhalten wir also insgesarh gibt es also
o2+ "% npd 1) viele Kanten, die aus Kern-Paaren mit einer aktiven Region von

maximal d 2 Knoten herausgehen.

Damit erhalten wir zusammenfassendas folgendeTheorem.

Theorem 1.70 Das Boundal Degree Interval Sandwich Problem kann in Zeit
021+ "% nd 1) fur ein " > 0 gebst weren.

Da dasIntervalizing Colored Graphs als Spezialfall desInterval Sandwid Problems
aufgefasstwerdenkann, erhaltenwir auch hier fur einegradbestirankte Lesungeine
polynomielle Laufzeit.

Korollar 1.71 Das ICG Problemist in P, wenn der maximale Grad der Lesung
beschenkt ist.
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Phylogenetische Baume 2

2.1 Einleitung

In diesemKapitel wollen wir uns mit phylagenetischerBaumen bzw. evolutionaren
Baumen besthaftigen. Wir wollen also die Entwicklungsgeshkichte mehrerer ver-
wandter Speziesansdaulich als Baum darstellen bzw. das Auftreten von Unter-
scthiedenin den Speziesdurch Verzweigungenin einemBaum wiedergelen.

De nition 2.1 Ein phylogenetisber Baum fur eine MengeS = fs;;:::;S,g vonn
Speziesist ein ungerdneter gewurzelterBaum mit n Blattern und den folgenden
Eigenschaften:

Jeder innere Knoten hat mindestenszwei Kinder;
JedesBlatt ist mit genaueiner Speziess 2 S markiert;

Jede Speziestaucht nur einmal als Blattmarkierung auf.

Ungeordnet bedeutet hier, dass die Reihenfolgeder Kinder eines Knotens ohne
Belang ist. Die bekannten und noch lebenden (zum Teil aud bereits ausgestor-
benen)Spezieswerdendabei an den Blattern dargestellt. Jeder(der maximaln 1)
inneren Knoten erntspricht dann einem Ahnen der Spezies,die in seinemTeilbaum
die Blatter bilden. In Abbildung 2.1 ist ein Beispiel einesphylogenetisben Baumes
angegeken.

Noch ein paar Anmerkungenzur De nition von phylogenetisben Baumen: Manch-
mal werdenwir statt gewurzelteraudh ungewurzelte,also freie Baume als phyloge-
netisthe Baume betrachten, wir werden dies aber dann jeweils explizit erwahnen.
Da die Klassi k ation mittels phylogenetistier Baumeaud fer andereArten als evo-
lution are Stammbaume verwendet wird, wie etwa die Einteilung der Sprathfamilien
in der Linguistik, spricht man oft audh von Taxa anstatt von Spezies.Manchmal
erlaubt man aud, dassSpeziesbzw. Taxa nicht nur an den Blattern, sondernauc
an den inneren Knoten auftreten derfen.

Wir wollen uns hier mit der mathematisden und algorithmischen Rekonstruktion
von phylogenetistien Baumen anhand der gegelenen biologistien Daten bestaf-
tigen. Die daraus resultierendenBaume messendaher nicht immer mit der biolo-
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[Schakal|  |wolf|  [Kojote| [Am.Fuchs||Eu.Fuchs| [Katze| [Ozelotff [Lewe|  [Tiger]|

Abbildung 2.1: Beispiel: Ein phylogenetistier Baum

gischen Wirklic hkeit mbereinstimmen.Die rekonstruierten phylogenetisben Baume
megenAhnen vorhersagendie niemalsexistiert haben.

Diesliegt zum einendaran, dassdie biologisthen Daten nicht in der Vollstandigkeit
und Genauigleit vorliegen, die fur eine mathematishie Rekonstruktion netig sind.
Zum anderenliegt dies auch an den vereinfathenden Modellen, da in der Natur
nicht nur Spezi zierungen(d.h. Verzweigungenin den Baumen)vorkommenkennen,
sonderndassaud Vereinigungenbereits getrenrter Speziesvorkommenkennen.

Biologisth weirde man daherehernad einemgerichteten azyklisthhen Graphenstatt
einesgewurzeltenBaumessuden. Da diese Verstimelzungenaber eher vereinzelt
vorkommen, bilden phylogenetistier Baume einen ersten Ansatzpunkt, in die dann
weiteresbiologisthesWisseneingearkeitet werdenkann.

In der Rekonstruktion unterscheidet man drei prinzipiell untersdiedliche Verfah-
ren: distanzbasierte,charakterbasierte bzw. merkmalsbasierteund probabilistische
Methoden, die wir in den folgendenUnterabsdnitten genauererertern werden.

2.1.1 Distanzbasierte Verfahren

Bei den so genannen distanzlasierten Verfahren wird zwisden den Speziesein
Abstand bestimnt. Man kann dieseneinfac als die Zeitspannein die Vergangen-
heit interpretieren, vor der sich die beiden Speziesdurch Spezi zierung aus einem
gemeinsamerUrahn auseinanderentwickelt haben.

Fur solhe Distanzen, also ewlutionare Abstande, konnenbeispielsveisedie EDIT-
Distanzen von speziellen DNS-Teilstrangen oder Aminosauresequenzerverwendet
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werden. Hierbei wird angenommengdasssic die Sequenzerdurch Mutationen aus-
einanderentwickeln und dassdie Anzahl der sogenannen akzeptierten Mutationen
(alsoderer, die einemWeiterbestehender Art nicht im Wegestanden)zur zeitlichen
Dauer korreliert ist. Hierbei mussman vorsictig sein, da unterschiedliche Bereiche
im Genomaud unterschiedliche Mutationsraten besitzen.

Eine andereMeglichkeit ausfreherenTagensind Hybridisierungsexgrimerte. Dabei
werden durch vorsiditiges Erhitzen die DNS-Doppelstrange zweier Speziesvonein-
ander getrenrt. Bei der ansdilie enden Abkehlung hybridisieren die DNS-Strange
wieder miteinander. Da jetzt jedoch DNS-Einzelstmngevon zwei Speziesvorliegen,
kennenaud zwei Einzelstrangevon zwei versdiedenenSpeziesmiteinander hybri-
disieren,vorausgesetztdie Strangewaren nicht zu versdieden.

Beim ansdilie enden erneutenErhitzen trennensich diesegemistiten Doppelstrange
umso sdneller, je versdiedener die DNS-Sequenzersind, da dann ertsprechend
weniger Wassersto brecken aufzubredien sind. Aus den Temperaturen, bei denen
sich dann diesegemistiten DNS-Doppelstrangewieder trennen, kann man dann ein
ewlutionaresAbstandsma gewinnen.

Ziel der ewlutionaren Verfahrenist es nun, einen Baum mit Kantengewidten zu
konstruieren,sodassdas Gewitht der Pfade von den zwei Spezieszu ihrem niedrigs-
ten gemeinsamerVorfahren dem Abstand entspricht. Ein solder phylogenetistier
Baum, der aufgrund von keinstlichen ewolutionaren Distanzenkonstruiert wurde, ist
in der Abbildung 2.2 illustriert.

Abbildung 2.2: Beispiel: Ein distanzbasierterphylogenetister Baum

2.1.2 Merkmalshasierte Metho den

Bei den sogenanrten charaktertasierten Verfahren bzw. merkmalslasierten Verfah-
ren verwendet man gewisseEigenstaften, so genanre Charaktere bzw. Merkmale,
der Spezies Hierbei unterscheidet man binare Charaktere bzw. binare Merkmale, wie

Version0.32 Fassungvom 5. Januar 2005



80 Kapitel 2. Phylogenetistie Baume

beispielsweise, ist ein Saugetiek, ,ist ein Wirb eltied\, ,ist ein Fisd, ,ist ein Voge\,
+Ist ein Lungenatmey, etc., numerischeCharaktere bzw. numerischeMerkmale, wie
beispielsveiseAnzahl der Extremit aten, Anzahl der Wirb el, etc., und zeicheneihige
Charaktere bzw. zeicheneihige Merkmale, wie beispielsveisebestimnte Teilsequen-
zenin der DNS. Bei letzterem werden oft Teilsequenzeraus nicht-codierendenund
nicht-regulatorischen Bereichen der DNS betrachtet, da diesebei Mutationen in der
Regelunverandert weitergegelen werdenund nicht durch Veranderungeinerlebens-
wichtigen Funktion sofort aussterten.

DasZiel ist auc hier wiederdie Konstruktion einesphylogenetisten Baumes,wobei
die Kanten mit Merkmalen und ihren Anderungen markiert werden. Eine Markie-
rung einer Kante mit einem Merkmal bedeutet hierbei, dassalle Speziesin dem
Teilbaum nun eine Anderung diesesMerkmals erfahren. Die genaueAnderung die-
sesMerkmals ist auch an der Kante erfasst.

Bei merkmalbasiertenVerfahrenverfolgt man dasPrinzip der minimalen Mutations-
hau gk eit bzw. der maximalenParsimonie(engl. parsimory, Geiz, Sparsamleit). Das
bedeutet,dassman einenBaum sudt, der sowenig Kantenmarkierungenwie meg-
lich besitzt. Man geht hierbei davon aus,dassdie Natur keineunnetigen Mutationen
verwendet.

In der Abbildung 2.3 ist ein Beispiel fur einen solden merkmalbasiertenphyloge-
netisdhen Baum angegelen, wobei hier nur binare Merkmale verwendet wurden.
Au erdem werdendie binaren Merkmale hier soverwendet, dasssie nach einer Kan-
tenmarkierung in den Teilbaum eingeghrt und nicht gelosdt werden. Bei binaren
Merkmalen kann man diesimmer annehmen,da man ansonstendas binaren Merk-
mal nur negierenmuss.

afhij bfhj ehj cgj dgj K

Abbildung 2.3: Beispiel: Ein merkmalbasierterphylogenetistier Baum
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2.1.3 Probabilistische Metho den

Hierbeiwird fur Mutationen bzw. MerkmalsanderungereineWahrsdeinlichkeit fest-
gelegt,mit der manannimmt, dassdieseMutationen auftreten. Basierendauf solden
Wahrsdeinlichkeitsverteilungen gibt eszwei Anwendungen,zum einendie Bered-
nung der Kantenlangeneinesgegelenenphylogenetisben Baumesund zum anderen
die Rekonstruktion der Topologie desphylogenetistien Baumesselbst.

In jedemFall versutt man, die Wahrsdeinlichkeit einesgegelenenphylogenetistien
Baumesunter dem zugrunde liegendenModell (im Wesetlichen die Wahrsdein-
lichkeitsverteilung der Mutationen, mandimal audch die Topologie) zu bestimmen.
Derjenige phylogenetistie Baum, der die gre te Wahrsdeinlichkeit seinesAuftre-
tens unter dem betrachteten Modell besitzt, wird als der phylogenetisbe Baum
angesehender die Wirklic hkeit am bestenbesdtireibt (daher der Name Maximum-
Likelihood).

Problematist wird esbei diesemAnsatz, wenn man versudit die Topologie eines
phylogenetistien Baumeszu bestimmen.Da esfur n Taxa exponertiell viele phy-
logenetishe Baume mit einer untersdiedlichen Topologiegibt, ist das Problem fur
gro e n sonicht lesbar. Daher werdenoft aus den Daten inkremertell versdiedene
phylogenetiste Baume aufgebaut und derjenige mit der gre ten Wahrsdeinlich-
keit bestimnt. Da hierbei nicht alle meglichen phylogenetisten Baume betrachtet
werden, kann die Lesung suboptimal sein. Oft bleibt man dabei in einem lokalen
Minimum stedken.

2.2 Perfekte Phylogenie

In diesemAbsdnitt wollen wir unsjetzt um merkmalbasierteMethoden kemmern.
Wir werden dazu allgemeineKriterien angelen, wann eine Merkmalsmatrix eber-
haupt eineperfektePhylogeniebesitzt. Unter gewissermstandenlassensich daraus
e zien te Algorithmen zur Rekonstruktion der perfekten Phylogenieableiten.

2.2.1 Charakterisierung binarer perfekter Phylogenie

Wir bestiranken uns hier auf den Spezialfall, dassdie Merkmale binar sind, d.h.
nur zwei vershiedeneWerte annehmenkennen. Zunadst bemstigen wir noch ein
paar grundlegendeDe nitionen, um dasProblem der Konstruktion phylogenetister
Baumeformulieren zu kennen.
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82 Kapitel 2. Phylogenetistie Baume

De nition 2.2 Eine binare Charaktermatrix bzw. binare Merkmalsmatrix M ist
eine binare n  m-Matrix. Ein phylogenetisber Baum T fur eine binaren m-
Merkmalsmatrix ist ein ungerdneter gewurzelterBaum mit genaun Blattern, so
dass:

1. Jedesder n Objekteaus|[1: n] markiert genaueinesder Blatter;
2. Jeder der m Merkmale aus[1 : m] markiert genaueine Kante;

3. Fur jedesObjektp 2 [1: n] gilt fur die Menge C; der Kantenmarkierungen
auf dem Pfad von der Wurzel von T zu dem Blatt mit Markierung p, dass
Cr(p) = fc: My = 10.

In Abbildung 2.4 ist eine binare Merkmalsmatrix sant seineszugeterigen phyloge-
netisihen Baumesangegelen.

1
M|1 2 3 45 6 7 3 2
1/1 010010

211 01010 1 5

3/!2 010100 6

411000000 é . 4
5/0 1 00000

6/0 1 01000 @ @

Abbildung 2.4: Beispiel: binare Merkmalsmatrix und zugehoriger phylogenetisber
Baum

Somit kennenwir das Problem der perfekten Phylogenieformulieren.

Perfekte binare Phylogenie

Eingab e: Eine binaren m-Merkmalsmatrix M .
Gesucht: Ein phylogenetister Baum T fur M.

Zunadist bemetigen wir noch eine weitere Notation bevor wir uns der Lesungdes
Problemszuwendenkennen.

Notation 2.3 SeiM eine binare n  m-Merkmalsmatrix, dann umfasstdie Menge
O =fi2[1:n]: M;; = 1g die Objekte,die dasMerkmal j besitzen.
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Wir geben zunadst eine Charakterisierungan, wann eine binare Merkmalsmatrix
elberhaupt einenphylogenetishen Baum besitzt.

Theorem 2.4 Eine binaren m-Merkmalsmatrix M besitzt genaudann einen phy-
logenetischenBaum, wenn fur jedesPaar i;j 2 [1: n] entwaler O; \ O; = ; oder
O Oj oder O Oj gl|t

Beweis: ) : SeiT ein phylogenetisbier Baum fur M. Seie bzw. g die Kante in
T mit der Markierung i bzw. j. Wir unterscheidenjetzt vier Falle, je nachdem, wie
sich die Kanten e und g zueinanderim Baum T verhalten.

Fall 2: ¢ < &

Fall 3: e > g Fall 4:e 6 g
Abbildung 2.5: Skizze:Phylogenetisber Baum fer M

Fall 1: Wir nehmenzuerstan, dasse; = g ist (sieheaudh Abbildung 2.5). In diesem
Fall gilt o ensichtlich O; = O; und somitauch O; 0.
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Fall 2: Nun nehmenwir an, dasssich im Teilbaum vom unteren Knoten vom g die
Kante g be ndet (sieheauch Abbildung 2.5). Also sind alle Nachfahren desunteren
Knotensvon g aud Nadchfahrendesunteren Knoten von e und somit gilt O;  O;.

Fall 3: Nun nehmenwir an, dasssich im Teilbaum vom unteren Knoten vom g die
Kante g be ndet (sieheaudh Abbildung 2.5). Also sind alle Nachfahren desunteren
Knotensvon e auch Nachfahrendesunteren Knoten von g und somit gilt O; 0.

Fall 4: Der letzte verbleibende Fall ist, dasskeine Kante Nadfahre eine anderen
Kante ist (sieheauch Abbildung 2.5). In diesemFall gilt o ensichtlich O;\ O; = ;.

( : Wir messenjetzt ausder Matrix M einenphylogenetisten Baum konstruieren.
Zuerst nehmenwir ohne Besdirankung der Allgemeinheit an, dassdie Spalten der
Matrix M interpretiert als Binarzahlenabsteigendsortiert sind. Dabei nehmenwir

an, dassjeweils in der ersten Zeile das hechstwertigste Bit und in der letzten Zeile
das niederwertigste Bit steit. Wir maden uns dies noch einmal anhand unserer
Beispiel aus der Einleitung klar und betrachten dazu Abbildung 2.6. Der besseren
Ubersiditlichkeit wegen,bezeitinen wir die Spaltenjetzt mit af g anstatt mit 1{7.

M|a b cdef ¢ M°la ¢c f e g b d
111 010010 1/11 10000
211 010101 2111 01100
31 010100 3/1 101000
411 0 0 00 O0O 411 0 0 O0O0O0O
5/01 0 00 0O 5/00 00010
6|01 010 00O 6 |0 OO OO0 11

Abbildung 2.6: Beispiel: Sortierte Merkmalsmatrix

Wir betrachten jetzt zwei beliebigeObjekte p und g. Seik dasgre te gemeinsame
Merkmal, das savohl p als auch q besitzt, d.h.

k=maxfj : M(p;j) = M(q;j) = 1g:

Hierbei setzenwir k = 0, wenn uberhaupt kein soldesj existiert. Wir stellen jetzt
folgendeBehauptung auf:

Behauptung:  Esqilt:
a) 8i k:M(p;i) = M(qi);

b) 8i > k:M(p;i) = M(q;i)) M(p;i) = 0= M(qi).
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Teil b) und der Fall k = i im Teil a) der Behauptung folgen unmittelbar aus der
De nition (auch fur k = 0).

Fur Teil a) geregt es,die beidenfolgendenAussagenzu beweisen:

8i<k:M(p;i)=1) M(qi)=1

8i<k:M(p;i)=1( M(qi)=1;

Dazu betrachten wir zuerst ein Merkmal i < k von p, d.h. M(p;i) = 1. Falls es
kein soldesi existiert, ist nichts zu zeigen.Andernfalls gilt p 2 O; \ O und nach
Voraussetzunggilt entweder O; Oy oder Oy O;. Da die Spalten absteigend
sortiert sind, mussdie gre ere Zahl (also die zur Spaltei korrespondierende)mehr
1-Bits besitzenund esgilt somit O, O;. Da q2 O qilt, ist nun auch g2 O;.

Analogesgilt fur eini < k mit M (qg;i) = 1. Damit gilt fur alle Merkmalei  k (nach
der Spaltensortierung),dassenwederbeidedas Merkmal i besitzenoder keiner. Da
k der gre te Index ist, sodassbeideein Merkmal gemeinsanbesitzen,gilt fur i > Kk,
dassaus M (p;i) = M(q;i) folgt, dassbeide das Merkmal i nicht besitzen, d.h.

M (p;i) = M(q;i) = O.

Betrachten wir also zwei Objekte (also zwei Zeilen in der spaltensortierten Merk-
malsmatrix), dann besitzenzu Beginn erntwederbeideein Merkmal gemeinsanoder
keines.Sobaldwir ein Merkmal nden, dasbeide Objekte unterscheidet, kennenwir
spater kein gemeinsamed$lerkmal mehr nden.

Mit Hilfe dieserEigenstaft kennenwir jetzt einenphylogenetisben Baum konstru-
ieren. Dazu betrachten wir die Abbildung p 7! s,.1  Sp:$, wobei wir jedem Objekt
eine Zeidhenkette wmber [1 : m] zuordnen,so dassjedesSynbol aus[1 : m] maximal
einmal auftaucht und eini 2 [1: m] nur dann auftaucht, wenn p das enspredende
Merkmal besitzt, alsowenn M (p;i) = 1. Die Reihenfolgeergibt sich dabei aus der
Spaltensortierungder Merkmalsmatrix. Fer unser Beispiel ist diese Zuordnung in
der Abbildung 2.7 angegelen.

Wennwir jetzt fur dieseZeichenreiheneinenTrie konstruieren(dies ertspricht dem
Sudimuster-Baum aus dem Aho-Corasidk-Algorithm us), so erhalten wir den phylo-
genetisben Baum fur unsereMerkmalsmatrix M . Wir meissennur noch Knoten mit
nur einemKind kontrahieren und die Kantenmarkierungenmit dem$ ertfernen. Das
Terminalsynbol $ hatten wir nur eingebihrt, damit keine Taxa an inneren Knoten
verbleiben.

Aus der Konstruktion folgt, dassalle Blatter die benetigten Kantenmarkierungen
auf dem Pfad von der Wurzel zum Blatt besitzen.Nadh der Spaltensortierungund
der daran ansdilie enden Diskussion kommt aud jedes Merkmal nur einmal als
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S
S3
Sy
S5

acf$
acedb
aceb
a$
bdb

Abbildung 2.7: Skizze:Trie fur die Zeichenreihender Merkmalsmatrix

Kantenmarkierung vor. Somit habenwir nachgewiesendassder konstruierte Baum
ein phylogenetistier Baum ist und der Beweisist beendet. ]

2.2.2 Algorithmus zur perfekten binaren Phylogenie

Aus demvorherigenBeweis erhalten wir unmittelbar einenAlgorithmus zur Bered-
nung einer perfekten binaren Phylogenie,der in Abbildung 2.8 aufgelistetist.

1. Sortierender Spalten der binaren Merkmalsmatrix. O(nm)
2. Konstruktion der Zeichenreihensy;:::: s O(nm)
3. Konstruktion desTries T fur sq;:::;Sh O(nm)
4. Kompakti ziere denTrie T und teste, ob der kompakti zierte Trie ein phylo-

genetister Baum ist.

O(nm)

Abbildung 2.8: Algorithmus: Konstruktion einer perfekten binare Phylogenie

Anstatt die Bedingung aus dem Lemma zu eberprefen, konstruieren wir einfat
einen kompakti zierten Trie. Ist dieserein phylogenetistien Baum, so mussdieser
der gesutite sein.Andernfalls gibt eskeinenphylogenetistenBaum fur die gegelene
binare Merkmalsmatrix.
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2.2. Perfekte Phylogenie 87

Theorem 2.5 Fur einebinaren m-Merkmalsmatrix M lasstsichin Zeit O(nm)
entscheiden,ob sie eine perfekte Phylogenie besitzt. Falls eine perfekte Phylagenie
existiert, lasstsich der zugelrige phylagenetischeBaum in Zeit O(nm) konstruie-
ren.

Beweis: Wir messennur noch den Beweis zur Laufzeit fehren. Zur Sortierung
der Spalten verwendenwir einen Radix- oder Bucket-Sort, der sich in Zeit O(nm)
implemertieren lasst. Die Zeichenreihenkennen sich ansdilie end trivialerweisein
Zeit O(nm) erzeugenlassen.Die Konstruktion deszugelorigen Tries ist durch die
Anzahl der Zeichenin denZeichenreihen,alsoO(nm), bestirankt. Der Trie hat dann
eine Gre e von O(nm). Die Kompakti zierung lasstsich mittels einer Tiefensude
eiber den Trie in Zeit O(nm) auskihren. Fer die Entscheidung, ob der Trie einen
phylogenetistien Trie darstellt, muss nur noch festgestellt werden, ob jedesKan-
tenlabel maximal einmal vorkomnt. Auch dieselasstsich mit Hilfe eine Boolestien
Feldesfur die Kantenlabel und einer Tiefensude durch den Trie in Zeit O(nm)
bewerkstelligen. ]

Der eben gezeigteAlgorithmus fer die perfekte binare Phylogeniehatte zur Voraus-
setzung,dassUbergange einesbinaren Merkmals nur von 0 nach 1 erlaubt waren.
Jetzt seienbeide Richtungen einesZustandsvedselserlaubt (wobei naterlich nur
eine der beiden Zustandanderungeneines Merkmals im zugelerigen phylogeneti-
sthen Baum auftreten darf).

Betrachte dazudie folgendeTransformationeinerbinarenMerkmalsmatrix M in eine
binare Merkmalsmatrix M % In jeder Spalte, in der mehr 1len als Oen vorkommen,
komplementiee die Eintr agedieser Spalte.

Man kann jetzt zeigen,dassder Algorithmus ausder Vorlesungangevendet auf die
transformierte Merkmalsmatrix M ° eine perfekte binare Phylogeniefur M konstru-
iert. Die Details mberlassenwir dem Leserals Ubung.

2.2.3 Charakterisierung allgemeiner perfekter Phylogenien

Im Folgendenwollen wir das Problem der perfekten Phylogenienaher untersudcen,
wenn die Merkmale nicht nur binar sind, sondernjeweils beliebigeWerte aus[1: r]
annehmenkennen. Hierbei ist zu beadtten, dassim Zustand nicht das Merkmal
kodiert ist. Der Zustand 2 des Merkmals 1 ist also etwas vellig anderesals der
Zustand 2 desMerkmals 2.

In der binarenPhylogeniehatten wir zunadst nur angenommengdassZustandiber-
gangeder Form 0! 1 auftreten. Spater haben wir ohne Beweis erwahnt, dasses
meglich ist Zustandsibergangein beide Richtungen zuzulassenim allgemeinenFall
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kennen die Zustandaibergange auch gewissenEinscdrankungen unterliegen. Meis-
tens werden megliche Ubergange in einen Diagramm, wie in Abbildung 2.9 dar-
gestellt. Hier sind beispielsveisealle Ubergange meglich (wie im ersten Diagramm

l—2 1—2 1—2 1—2

Abbildung 2.9: Skizze:Zustandsbergange

von links), die Ubergangebilden einelineare Ordnung (wie im zweiten Diagramm),
die Ubergange bilden ein partielle Ordnung (wie im dritten Diagramm), oder die
Ubergange sind ohne weitere Struktur (wie im vierten Diagramm). Im Folgenden
wollen wir annehmen,dasszwisden den Zustanden alle Ubergange meglich sind.
Wir sdrankennur ein, dassjeder Zustand nur einmalin der Evolution neugenerierte
wird. Diesfuehrt zur folgendenDe nition den allgemeinenperfekten Phylogenie.

Perfekte  Phylogenie

Eingab e: Einen m-Merkmalsmatrix M mit Eintragenaus[1:r].

Gesucht: Ein ungewurzelterphylogenetisber Baum T fer M, sodassalle Knoten
mit Zustandj 2 [1:r] desMerkmalsi 2 [1: m] einenTeilbaumvon T
bilden.

Ein Beispiel einessolten phylogenetishen Baumeszu einer perfekten Phylogenie
ist in der folgendenAbbildung 2.10 angegelen. Hierbei bezeitien wir der Uber-

F

YXX

D E
Abbildung 2.10:Beispiel: Phylogenetistier Baum mit mehrwertigen Merkmalen
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sichtlichkeit die Zustande der vershiedenenMerkmale einfach mit x, y und z. Die
Merkmalsmatrix fer diesenBaum ist in der Tabelle in Abbildung 2.11angegelen.

G G G

TmMOO @>

N X X N N

XK X X
X X< X N N

Abbildung 2.11:Beispiel: Merkmalsmatrix desphylogenetistien Baumes

DieseBaum kennenwir auch etwas andersdarstellen, indem wir den Baum durch
die Teilbaumedarstellen,in denensic ein Merkmal in einemfestenZustand be n-
det. Diesist fur den phylogenetisben Baum aus Abbildung 2.10in Abbildung 2.12
dargestellt. Der Ubersiditlichkeit haben wir hier die Zustande mit dem Merkmal

X3
X1

Y3

Abbildung 2.12:Beispiel: Phylogenetistier Baum mit Merkmalen als Pfade

indiziert, zu dem sie geloren. Gleichzeitig wurden die drei verstiiedenenMerkmale
audh noch farbig unterschienden.

Ziel wird es also sein, einen Baum zu rekonstruieren, wie beispielsweisein Abbil-
dung 2.12 angegelen. Zu so dargestellten Baumen (als Menge von Teilbaumen)
kennenwir einenanderenGraphen de nieren, der uns im Folgendenhilfreich sein
wird.
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Denition 2.6 SeiT = (W;F) ein Baumund T = fTy;:::;T-g eine Mengevon
Teilbaumenvon T. T heit BaumdarstellungdesGraphenG = (V; E) mit

V=[1:1=T;
E=fijg:V(T)\ V(T;) 6 ;9:

Ein Graph heit Durchsdnittsgraph von Baumen (bzw. tree intersection graph),
wenn er eine Baumdarstelung besitzt.

Wennwir einenphylogenetisbien Baum in einer Baumdarstellunghaben, dann sind
im zugeordnetenDurchsdnittsgraph von diesen Baumen die Knoten geradedie
verstiedenenZustande der vorhandenenMerkmale.

Fer denin Abbildung 2.12 angegelene Baumdarstellungist der zugetorige Durch-
sdnittsgraph von Baumenin Abbildung 2.13angegelen.

Abbildung 2.13:Beispiel: zugetoriger Durchsdnittsgraph von Baumen

Weldhen Vorteil hat diese Darstellung? Wir kennen versudien aus der gegelenen
Merkmalsmatrix den Durchsdnittsgraphenvon Baumenzu rekonstruieren.Wennes
eine Zuordnung zur Baumdarstellunggibt, habenwir einenphylogenetisten Baum
rekonstruiert. Dieseldee werdenwir im Folgendenweiter verfolgen.Zunadst geben
wir noch eine Charakterisierungvon Durchsdnittsgraphen von Baumenan, die uns
hilfreich seinwird. Dazu benetigen erst noch die De nition eineschordalenGraphen.

De nition 2.7 SeiG = (V;E) ein Graph.Ein GraphG°= (V% E9 heit Teilgraph,
bezeichnetmit G° G, wennV® V undE® E°

Fur eine KnotenmengeV® V bezeichnetG[VY = (VEY den induzierten Teil-

o - o 0
graph, wenn G[V] ein Teilgraphvon G ist und wennE®= E \ V2
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De nition 2.8 SeiG = (V;E) ein Graph. G heit chordal oder trianguliert, wenn
fur jedenKreisC G mit jV(C)j 4 gilt, dassjE(G[V(C)])j > jV(C)j ist.

Ansdaulich bedeutetdie obige De nition, dassmit jedemKreis, der ein Teilgraph
ist, auch eine Sehne(engl. chord) desKreisesim Graphenenhalten seinmuss.

Iteriert man dieseBestreibung, sofolgt, dassKreise ohne SehneDreiedke seinmels-
senund der Graph dann quasi aus Dreiedken bestehenmuss, also trianguliert sein
muss. Daher stammt auch der Name triangulierter Graph.

Fur deneigerilichen fundamertalen Satzfehlt unsnoch eineweitere De nition (Zur
Erinnerung: Cliquen hatten wir in De nition 1.62auf Seite 68 de niert.)

De nition 2.9 Sei G = (V; E) ein Graph. Eine Baumzerlegungin Cliquen von G
ist ein Baum T = (W; F) mit

C 2 W genaudann, wenn C eine Cliquein G ist;

fur jedesv 2 V ist der induzierte Teilgraph T[C,] mit C, = fC 2 W : v2 Cg
eine Baum.

Ansdaulich bedeutetdies,dassman den Graphendurch Aufzahlung seinerCliquen
bestireiben kann. Damit sind alle Knoten und Kanten (eben die in den Cliquen)
besdirieben. Daruber hinaus besitzen die einzelnenKnoten in den Cliquen noch
eine baumartige Struktur. Letztendlich versutit man bei einer Baumzerlegungin
Cliquen, die in dem GraphenvorhandeneBaumstruktur zu extrahieren.

Nun kommenwir fer uns zu der zertralen Charakterisierungvon Durchsdnittgra-
phenvon Baumen(die ja als phylogenetistie Baumeeiner perfekten Phylogeniebei
unsim Mittelpunkt deslinteressesstehen).

Theorem 2.10 SeiG = (V; E) ein Graph, dann sind folgendeAussagemquivalent:
1) G ist chodal.

i) G ist ein Durchschnittsgaph von Baumen.
iil) G besitzt eine Baumzerlgungin Cliquen.

Beweis: Wir feahren den Beweis nur fur den Fall, dassG zusammenkngendist,
ansonstenwerdendie Zusammenhangskmponerten einzelnbetrachtet.

iii ) ) ii): DerBaumT derBaumzerlegungvird alsBaum fer die Baumdarstellung
verwendet. Fur jedenKnoten desGraphenG werdenalle Knoten desBaumesin den
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TeilbaumaufgenommenderenClique denertsprechendenKnoten erthalt. Aufgrund
derBaumzerlegungerhaltenwir tatsacdlich Teilbaume.Zwei Knoten deszugelorigen
Graphensind ja genaudann adjazer, wenn sie in einer Clique enthalten sind und
somit eberlappen sich genaudann die zugelerigen Teilbaume.

i) ) i): Wir betrachten einen Kreis C = fvy;:::;vwg der Lange k 4 im
Graphenund die zugeterigen Teilbaumef T;,; : ::; T;, g in der Baumdarstellung. Wir
Wurzeln den Baum der Baumdarstellung beliebig und nehmenohne Besdirankung
der Allgemeinheit an, dasswir bei einer DFS zuerst auf den Teilbaum T;, tre en.
Die gema desKreisesmit diesenBaum benadbarten TeilbaumeseienT;, und T;,.
Uberlappen sich T;, und T;,, sohaben wir die gesutite Sehnegefunden.
Seienalso T, und T;, in T disjunkt. Dann sind T;, und T;, durch einen einfadhen
Pfad verbunden,der keinenKnoten ausT;, und T;_ erthalt und vollstandiginnerhalb
von T;,, und somit auch T, verlauft.

Um den Kreis zwisden T, und T; durch uberlappende Teilbaume sdlie en zu
kennen,musseiner der Teilbaume, die zum Kreis C korrespondieren,sich aufgrund
der Baumstruktur mit T;, mberlappenund wir erhalten die geweinsdite Sehne.

i) ) i ): Wir fahren den Beweisdurch Induktion ewbern = jVj:
Induktionsanfang (n = 1): Die Aussageist trivial.

Induktionssc hritt (n'! n + 1): SeiG = (V;E) ein zusammenkngenderchor-
daler Graph auf n + 1 Knoten. Wir wahlen jetzt einenKnoten v 2 V so aus, dass
G%:= G|V nfvg] zusammeniangendist. Es bleibt dem Leserzur &bung uberlassen,
dassein solher Knoten immer existierenmuss.Nad Induktionsvoraussetzungexis-
tiert fur G° eine BaumzerlegungT in Cliquen. Mit N(v) = fw2 V : fv;wg2 Eg
bezeitinenwir die Mengender zu v adjazerien Knoten in G, alsodie Mengeseiner
Nachbarn in G.

Ist N (v) eineClique in G dannist N (v) keineCliquein G, aber N (v)[ fvgist eine
Clique in G. Wir ersetzenin T den Knoten N(v) durch N(v) [ fvg und erhalten
somit die Baumzerlegungin Cliquen fur G.

Ist N(v) eine ecite Teilmengeeiner Clique C in G° dann sind savohl C als auch
N (v)[ fvg Cliquenin G. Wir erweitern T um denKnoten N (v)[ fvg und verbinden
ihn mit dem Knoten C in T und wir erhalten somit die Baumzerlegungin Cliquen
fur G.

SeialsletztesN (v) kein vollstandiger Teilgraphin G° Seienu;w 2 N (v) beliebig,so
dassf u;wg 2 E(GY. Da G°nach Konstruktion zusammenlangendist, gibt eseinen
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zwei beliebigeKnoten u mit w aus N (v) mit fu;wg 2 E(GY verbindet. Somit ist

ist, mussdieserKreis eine Sehnex;; x; in G besitzen.

Sind i;j 2 [1: k], so musseserntweder eine kerzeren Verbindungspfadvon u nach
w geben oder esmussfu;wg 2 E (fur fi;jg = f1;kg) sein, was aber beidesnicht
seinkann. Ist i = 0, dann mussx; 2 N(v) sein. Somit hat sovohl das Paar (u; X;)
als auch das Paar (w; x;) einenkerzerenVerbindungspfadals (u; w), was aber nath
unsererWahl von (u; w) ebenfalls nicht sein kann. Dieser Fall kann also gar nicht
erst auftreten und fer die Konstruktion der Baumzerlegungin Cliquen treten nur
die erstenbeiden Falle auf. ]

Somit mussenwir ausder gegelen Merkmalsmatrix nur noch einenchordalen Gra-
phen de nieren. Aus diesemkennenwir nach dem Satz eine Baumzerlegungn Cli-
guen konstruieren, die den gesubten phylogenetistien Baum liefert. Dieser Graph
wird der sogenanre State-Intersection-Graphsein.

De nition 2.11 Sei M eine Merkmalsmatrix M mit r Zustanden. Der State-
Intersection-GraphG(M ) = (V; E) ist wie folgt de niert:

V="F@GKk :j2[1:m];k2[1:r]g,
E=1f(; k);(%Kk)g: 9 2[1:n]:M(i;j) = k" M(i;j9 = k%.

In Abbildung 2.14ist der State-Intersection-Graphfur die Merkmalsmatrix unseres
Eingangskeispielsfer einenphylogenetistien Baum angegelen.

GG C G
Al X1 2o Z3
B | X1 Y2 Z3
Clyr 2z X3
D|yi X2 VY3
Elyr x2 X3
F X1 2z X3

Abbildung 2.14:Beispiel: State-Intersection-Graph

In der Regelsindim State-Intersection-Graphender Merkmalsmatrix nicht alle Kan-
ten desDurchsdnittsgraphen deszugehorigen phylogenetistien Baumesvorhanden.
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94 Kapitel 2. Phylogenetistie Baume

Somit mussder State-Intersection-Graphender Merkmalsmatrix zunadst erst noch
trianguliert werden.Dabeiist zu beaditen, dasseskeineKanten zwisdenversdiede-
nen ZustandeneinesMerkmals gelen darf, da sich dieseim phylogenetisben Baum
ja audh nicht mberlappen kennen:In einem Knoten des phylogenetisten Baumes
be ndet sich ein Merkmal ja immer nur in einemund nicht in mehrerenZustanden.

Somit ist der gegelene Eingabegraph, der State-Intersection-Graphder Merkmals-
matrix, gemrbt: Knoten, die verstiedeneZustande dessellen Merkmals darstellen,
sind in dersellen Farbe gemrbt. Fur die De nition einer zulassigenFarbung ver-
weisenwir auf De nition 1.54 auf Seite 62). Die Anzahl der Farben entspricht also
genauder Anzahl der Merkmale. Daher gelen wir erst noch folgendeDe nitionen

an.

De nition 2.12 Sei G = (V;E) ein Graph. Ein Graph G° G heit eine
Triangulation von G, wenn G° trianguliert ist.

De nition 2.13 Sei G ein Graph und c eine zulassigeFarbung fur G. G heit c-
triangulierbar, wenn G eine zulassigeTriangulierung G° besitzt und ¢ auch fur G°
eine zulassigeFarbungist.

Aus diesentberlegungenund dem vorherigen Satz folgt unmittelbar der folgende
Satz.

Theorem 2.14 Eine n m-Merkmalsmatrix besitzt genaudann einen phylaene-
tischen Baum, wenn der zugelorige State-Intersection-Graph mit seiner zulassigen
Farbung c auch c-triangulierbar ist.

Leiderist dasProblem der c-Triangulierbarkeit im Allgemeinenein N P-hartes Pro-
blem. Somit kennen wir im Allgemeinen nicht auf eine e zien te Lesung fur die
perfekte Phylogenieho en. Fur feste Parameter m oder r gibt eswiederum xed-
parameter-solutions.Eine Ubersiht der Komplexitaten fer die versdhiedenenVari-

| [m=2] m fest | m beliebig |
r=2 O(nm)
r=3 O(maxf nm?; nmg)
r=4 O(n?m)
r fest O(2%'m?n)
r bel. || O(n) | O((rm)™* + nm?) NPC

Abbildung 2.15: Ubersiht: Komplexitat perfekter Phylogenie
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anten ist in Abbildung 2.15angegelen. Im folgendenAbsdnitt werdenauf die per-
fekte Phylogeniemit zwei Zustandennoch genauereingehen.Fer Details verweisen
wir fur r 2 f3;4g auf die Originalarbeit von Kannan und Warnow aus dem Jahre
1992, fur festesr auf die Arb eit von Kannan und Warnow ausdem Jahre 1997,und
fur festesm auf die Arb eit von McMorris, Warnow und Wimer.

Fur den allgemeinenFall kehrenwir noch einmal zu unseremBeispiel zureick. Der
State-Intersection-Graph unserer Merkmalsmatrix in Abbildung 2.14 ist bereits c-
trianguliert. Wie man leicht siehlt, bestehenalle Cliquen diesesGraphenausje drei
Knoten. Die Baumzerlegungn Cliquen desState-Intersection-Graphenkann, wie in
Abbildung 2.16 angegelen, leicht konstruiert werden. Aus dieserBaumzerlegungn

G
T

Abbildung 2.16: Beispiel: Baumzerlegungin Cliquen des c-triangulierten State-
Intersection-Graphen

Cliquen erhalten wir sofort die Baumzerlegung,wie in Abbildung 2.17 links ange-
geben. Wir haben hier bereits den zugelorigen phylogenetistien Baum angegelen,
wobei wir das Zustandstripel durch das zugelerige Taxon angegelen haben, sofern

® <
© \
©—®

Abbildung 2.17: Beispiel: Baumdarstellung des c-triangulierten State-Intersection-
Graphen

—®
—©
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96 Kapitel 2. Phylogenetistie Baume

meglich (hier im Beispiel entspricht jeder Knoten einem Taxon, was in der Regel
nicht der Fall seinmuss). Wir haben jetzt hier de nitionswidrig einen phylogeneti-
sihen Baum konstruiert, in dem aud die inneren Knoten mit Taxa markiert sind.
Um nun einen phylogenetisten Baum gema der De nition zu erhalten, werden
die Taxa, die innere Knoten markieren, in daran adjazene Blatter ausgelagertwie
im rechten Teil von Abbildung 2.17 zu sehenist. Es sei dem Leser mberlassenzu
veri zieren, dassder rekonstruierte phylogenetisbie Baum in Abbildung 2.17 rechts
isomorph zum urspreinglichen phylogenetistien Bild in Abbildung 2.10auf Seite 88
ist.

Wir wollen jetzt noch ein zweites Beispiel betrachten. In Abbildung 2.18ist rects
der State-Intersection-Graphfer die links angegelene Merkmalsmatrix angegelen.
In diesemBeispielmussalsonoch die Kante f x;; x3g zur Triangulierung eingezogen

G & G
A | Xy X2 Y3
B | X1 y2 X3
Clyr X2 Z3
Diyi 22 X3

Abbildung 2.18:Beispiel: State-Intersection-Graph

werden. Die Kante fx;;y;g werrde zwar audh zu einer Triangulierung des State-
Intersection-Graphenfehren, jedoch weirde die Farbung, die durch die Merkmale
induziert wird, dabei zers®rt.

Auch hier erkennt man nach der Triangulierung, dassalle Cliquen destriangulierten
State-Intersection-Graphenaus jeweils drei Knoten bestehen.Somit ergibt sich die
Baumzerlegungin Cliquen, die links in Abbildung 2.19 angegelen ist. Vergleidit
man die Merkmale der einzelnenKnoten mit der ursprenglichen Merkmalsmatrix,
so erhalt man sofort den zugelerigen phylogenetistien Baum, der rechts in der
Abbildung 2.19angegelenist.

2.2.4 Perfekte Phylogenien mit zwei Zustanden

Nun betrachten wir noch den Spezialfall, dassdie Merkmalsmatrix nur zwei versaie-
deneMerkmale besitzt, die aber jeweils beliebig viele Zustande annehmenderfen.

Theorem 2.15 Eine n 2-Merkmalsmatrix besitzt genaudann eine perfekte Phy-
logenie, wenn der zugel@rige State-Intersection Graph azyklischist.
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X1X2X3

Y1X2X3

Abbildung 2.19:Beispiel: State-Intersection-Graph

Beweis: ( : Wenn der State-Intersection-Graph einer n  2-Merkmalsmatrix
azyklisdh ist, dann handelt essich um einenWald und dieserist bereits trianguliert.
Da ein Wald o ensichtlich ein bipartiter Graph ist, ist dieserbereits auch scon
zulassigauch 2-gefrbt. Mit dem Satz 2.14folgt die Behauptung.

) : Mit Satz 2.14folgt sofort, dassder zugelerige State-Intersection-Graph eine
2-Triangulierung besitzt. Somit ist dieser State-Intersection-Graph ein bipartiter
Graph.

Wir betrachten jetzt einenkerzestenKreis der Langek 4 in einemsolden bipar-
titen Graphen,der einegeradelLangehabenmuss.Da der Graph ja chordal ist, muss
dieserGraph eine SehnedieseKreiseserthalten. Die Endpunkte meisseneineunter-
schiedliche Farbe besitzen,da die Farbung desGraphenja nach Voraussetzungeine
2-Farbungist. Dann kennenwir denKreis jedoch an dieserKante in zwei Kreise der
Langer und s mit r + s= k + 2 aufteilen. Somit muss mindestenseiner der beiden
Kreise eine Langekerzer als k besitzen,was unsererAnnahme widerspridt. ]

Somitkennenwir einfac einenAlgorithmus zur Konstruktion einerperfektenPhylo-
geniefur zwei Merkmale angelen, dassich Azyklit at von Graphenin Zeit O(jV (G)j)
testenlasst.Fur einenazyklishhenGraphenG = (V; E) qilt, dassjEj < jVj ist. Somit
kennenwir bei Graphenmit mindestensjVj Kanten sofort sagen,dasser nicht azy-
klisch ist. Ansonstenkennenwir mit Hilfe einerTiefen- oder Breitensudein linearer
Zeit feststellen,ob der Graph azyklisd ist.

Ist der Graph azyklisdhem, soist er trivialerw eisetrianguliert und wir kennengenms
dem Beweis von Satz 2.10 sofort eine Baumzerlegungin Cliquen (das sind hier 2-
Cliquen, alsodie Kanten desWaldes)konstruierenund somit gleichzeitig die Baum-
darstellung des Graphen angelen, die ja genau dem gesubiten phylogenetistien
Baum ertspricht.
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98 Kapitel 2. Phylogenetistie Baume

Theorem 2.16 Eine perfekte Phylogenie fur eine n  2-Merkmalsmatrix kann in
Zeit O(n) bestimmt werden, sofern ukerhaupt eine existiert.

2.2.5 Minimale Anzahl von Zustanden perfekter Phylogenien

Am Ende diesesAbsanitts wollen wir noch festhalten, dasssich jeder binare phy-
logenetistie Baum mathematisd durch 5 versdhiedeneMerkmale besdireiben lasst.

Theorem 2.17 Jeder (binare) phylaggenetischeBaum lasst sich durch einen  5-
Merkmalsmatrix eindeutig bescheiben.

Fur den Beweis verweisenwir auf die Originalarbeit von Sempleund Steel. Wir
merken hier nur noch an, dassdabei die Anzahl der Zustande sehr gro werden
kann. Daraus folgt naterlich nicht, dasssicd jeder ewlutionare Baum aus der Bio-
logie aus 5 versdiedenenMerkmalen rekonstruierenlasst (insbesonderedann nicht,
wenndie Anzahl der Zustande sehrklein ist). Da esjedoch mathematisd prinzipiell
meglich ist, bestel die Ho n ung, dasses prinzipiell meglich ist, dassman ewlu-
tionare Baume aus wenigen Merkmalen mit vielen vershiedenenZustanden (also
beispielsweiselangerenDNA-Sequenzenyekonstruieren kann.

Mittlerw eile gibt esnoch eineVerbesserunggdie besagt,dass4 Merkmale ausreitien.
Man kann sich auch uberlegen,dass3 Merkmale zu wenig sind.

Theorem 2.18 Jeder (binare) phylaggenetischeBaum lasst sich durch einen  4-
Merkmalsmatrix eindeutig bescheiben.

2.3 Ultrametrik en und ultrametrische Baume

Wir wollen uns nun mit distanzbasiertenMethoden besdaftigen. Dazu stellen wir
zuersteinigesdoneund einfadhe Charakterisierungernvor, ob einegegeleneDistanz-
matrix einenphylogenetisben Baum besitzt oder nicht.

2.3.1 Metrik en und Ultrametrik en

Zuerstmeisserwir noch ein paar Eigensdaften von Distanzenwiederholenund einige
hier nutzliche zusatzliche De nitionen angelen. Zuerst wiederholenwir die De ni-
tion einer Metrik.
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2.3. Ultrametrik en und ultrametrische Baume 99

De nition  2.19 Eine Funktion d: M2 ! R, heit Metrik auf M, wenn gilt:
(M1) 8x;y2 M : d(x;y) =0, x =y (De nitheit),

(M2) 8x;y 2 M : d(x;y) = d(y;x) (Symmetrie),

(M3) 8x;y;z2 M : d(x;z) d(x;y)+ d(y;z) (Dreiecksungleichung).

Im Folgendenwerdenwir aud die folgendeversharfte Variante der Dreieksunglei-
chung benetigen.

De nition 2.20 Eine Metrik heit Ultrametrik, wenn zusatzlich die so genannte
ultrametrische Dreiedsungleidung gilt:

8X;y;z2 M :d(x;z) maxtd(x;y);d(y;z)g:

Eine andereCharakterisierungder ultrametrischen Ungleichung wird unsim Folgen-
den aus beweistetinischen Grenden netzlich sein.

Lemma 2.21 Seid eine Ultrametrik auf M. Dann sind fur alle x;y;z 2 M die
beidengre ten Zahlenausd(x;y), d(y;z) und d(x; z) gleich.

Beweis: Zuerst gelte die ultrametrische Dreiedksungleitiung fer alle x;y;z2 M:
d(x;z) maxtd(x;y);d(y;2)g:

Ist d(x;y) = d(y;z), dann ist nichts zu zeigen. Sei also ohne Besdirankung der
Allgemeinheit d(x; y) < d(y; z). Dannist audh d(x; z)  d(y; z).

Aufgrund der ultrametrischen Ungleichung gilt ebenfalls:
d(y;z) maxtd(y;x);d(x;z)g= d(x;2z):

Die Gleichung in der letzten Ungleichung folgt aus der oben bewiesenernlatsade,
dassd(y; z) > d(y; x).

Zusammengilt alsod(x;z) d(y;z) d(x;z). Also gilt d(x;z) = d(y;z) > d(x;y)
und dasLemmaist bewiesen. [

Nun zeigenwir aud noch die umgelehrte Richtung.

Lemma 2.22 Seid: M2 ! R,, wolei fur alle x;y 2 M genaudann d(x;y) = 0
gilt, wennx = y. Weiter gelte, dassfur alle x;y;z 2 M die beidengre ten Zahlen
ausd(x;y), d(y;z) und d(x; z) gleichsind. Dann ist d eine Ultrametrik.
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Beweis: Die De nitheit (M1) gilt nach Voraussetzung.

Fer die Symmetrie (M2) betrachten wir beliebigex;y 2 M. Aus der Voraussetzung
folgt mit z = x, dassvon d(x; y), d(y; X) und d(x; x) die beidengre ten Werte gleich
sind. Da nach Voraussetzungd(x; x) = Osowied(x;y) Oundd(y;x) Ogilt, folgt,
dassd(x; y) und d(y; x) die beidengre ten Werte sind und somit nach Voraussetzung
gleich seinmeissen.Also gilt d(x;y) = d(y;x) fur alle x;y 2 M und die Symmetrie
ist gezeigt.

Fur die ultrametrische Dreiedsungleidung ist Folgendeszu zeigen:
8X;y;z2 M :d(x;z) maxtd(x;y);d(y;z)g:

Wir unterscheidendrei Falle, je nachdem, welche beiden Werte der drei Distanzen
die gre ten sind und somit nach Voraussetzunggleid sind.

Fall 1 (d(x;z) d(x;y) = d(y;z)): Die Behauptunglasstsich sofort veri zie-
ren.

Fall 2 (d(y;z) d(x;y) = d(x; z)): Die Behauptunglasstsic sofort veri zie-
ren.

Fall 3 (d(x;y) d(x;z) = d(y;z)): Die Behauptunglasstsich sofort veri zie-
ren. ]

Da die beidenLemmatabewieserhaben, dassvon drei Abstandendie beidengre ten
gleich sind, nent man dieseEigenstaft aud 3-Punkte-Balingung

Zum Sdluss diesesAbsdhnittes de nieren wir noch so genanrie Distanzmatrizen,
ausdenenwir im Folgendendie ewlutionaren Baumenkonstruierenwollen.

De nition 2.23 SeiD = (di;) eine symmetrischen n-Matrix mit di; = O und
dij > Ofur allei;j 2 [1:n]. Dann heit D eine Distanzmatrix.

2.3.2 Ultrametrische Baume

Zunadst einmal de nieren wir spezielle ewlutionare Baume, fer die sich, wie wir
sehenwerden, sehre zien t die geweinsthten Baume konstruieren lassen.Bevor wir
diesede nieren kennen,bemstigenwir noch denBegri desniedrigstengemeinsamen
Vorfahren von zwei Knoten in einemBaum.
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De nition 2.24 SeiT = (V; E) ein gewurzelteBaum. Seienv;w 2 V zweiKnoten
von T. Der niedrigste gemeinsameéVorfahr von v und w, bezeichnetmit Ica(v;w)
(engl. leastcommonancesto}, ist der Knoten u 2 V, so dassu sowohlein Vorfahr
von v als auchvon w ist und es keinen echten Nachfahen von u gibt, der etenfalls
ein Vorfahr von v und w ist.

Mit Hilfe desBegri s desniedrigstengemeinsamefVorfahrenkennenwir jetzt ultra-
metrische Baumede nieren.

De nition 2.25 Sei D eine n n-Distanzmatrix. Ein (strenger) ultrametrischer
Baum T fur D ist ein Baum T = T(D) mit

1. T besitzt n Blatter, die bijektiv mit [1: n] markiert sind;

2. Jeder innere Knoten von T besitzt mindestens2 Kinder, die mit Werten aus
D markiert sind;

3. Entlang einesjeden Pfadesvon der Wurzel von T zu einem Blatt ist die Folge
der Markierungen an den inneren Blattern (streng) monoton fallend;

4. Fur je zweiBlatter i undj von T ist die Markierung desniedrigsten gemein-
samenVorfahren gleichdj .

Besitzt D einen (streng) ultrametrischenBaum, so heit D auch (streng) ultrame-
trisch.

In Folgendenwerden wir hauptsadlich strenge ultrametrische Baume betrachten.
Wir werden jedoch der Einfachheit wegenimmer von ultrametrischen Baume spre-
chen. In Abbildung 2.20ist ein Beispielfer eine6 6-Matrix angegelen, die einen

ultrametrischen Baum besitzt.
/ 7\
6

D|1 2 3 45 6 .
1/0 7 6 7 7 3

2 07 4 4 7 3/ \3 2/ 4'1,\5
3 07 76 6/ \1 T T

4 0 4 7 T T

5 0 7

6 0 lca(1;4); 7 Ica(3;6); 6

Abbildung 2.20: Beispiel: ultrametrischer Baum

Wir wollen an dieser Stelle noch einige Bemerkungenzu ultrametrischen Baumen
festhalten.
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Nicht jede Matrix D besitzt einen ultrametrischen Baum. Dies folgt aus der
Tatsade,dassjederBaum, in demjederinnereKnoten mindestenszwei Kinder

besitzt, maximal n 1 innere Knoten besitzenkann. Dies gilt daherinsbeson-
derefur ultrametrische Baume Also kennenin Matrizen, die einenultrametri-

sthen Baum besitzen,nur n 1 von Null verstiedeneWerte auftreten.

Der Baum T(D) fur D heit audh kompakte Darstellung von D, da sich eine
Matrix mit n? Eintragendurch einenBaum der Gre e O(n) darstellenlasst.

Die Markierung an den inneren Knoten kennenals Zeitspannein die Vergan-
genheitinterpretiert werden.Vor diesemZeitraum haben sich die Spezies,die
in versdiedenenTeilbaumenauftreten, auseinanderertwickelt.

Unser Ziel wird esjetzt sein, festzustellen,ob eine gegelene Distanzmatrix einen
ultrametrischen Baum besitzt oder nicht. Zuerst einmal eberlegenwir uns, dasses
es sehr viele gewurzelte Baume mit n Blattern gibt. Somit sdheidet ein einfades
Ausprobierenaller meglichen Baume aus.

Lemma 2.26 Die Anzahlder ungerdnetenbinaren gewurzelterBaumemit n Blat-
tern betragt
Y (2n 3)!
2i 3)= ————
@ 3= 27 m 2

Um ein besseresGefuhl fur diesesAnzahl zu bekommen, rechnet man leicht nad,

dass
Y

2 3) (n 1) 2072
i=2
gilt. Eine besseréAbschatzung lasstsidh naterrlich mit Hilfe der Stirlingschen Formel
bekommen.

Beweis: Wir fuhren den Beweis durch vollstandige Induktion eber n.

Induktionsanfang (n = 2): Hierfur gilt die Formel o ensichtlich, das esgenau
einemBaum mit zwei markierten Blattern gibt.

Induktionsanfang  (n 1! n): SeiT ein ungeordneterbinarer gewurzelter
Baum mit n Blattern. Der Einfachheit halber nehmenwir im Folgendenan, dass
unser Baum noch eine Superwurzel besitzt, deren einzigesKind die ursprengliche
Wurzelvon T ist.

Wir entfernen jetzt dasBlatt v mit der Markierung n. Der Elter w davon hat jetzt
nur noch ein Kind und wir entfernen es ebenfalls. Dazu wird das andereKind von
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w jetzt ein Kind des Elters von w (anstatt von w). Den so konstruierten Baum
nennenwir T% Wir merken noch an, dassgenaueine Kante eine , Erinnerung an
das Entfernen von v und w hat. Falls w die Wurzel war, so bleibt die Superwurzel
im Baum und die Kante von der Superwurzel hat sich das Entfernen , gemerkl.

Wir stellenfest, dassTein unge%dneterbinarer gewurzelterBaum ist. Davon gibt
esnad Induktionsvoraussetzung ™ [,'(2i  3) viele. Darin kann an jeder Kante v
mit seinemElter w entfernt worden sein.

Wie viele Kanten besitzt ein binarer gewurzelterBaum mit n 1 Blattern? Ein
binarer gewurzelterBaum mit n 1 Blattern besitzt genaun 2 innere Knoten plus
die von uns hinzugedabte Superwurzel. Somit besitzt der Baum

n D+(n 2)+1=2n 2

Knoten. Da in einem Baum die Anzahl der Kanten um einesniedriger ist als die
Anzahl der Knoten, besitzt unserBaum 2n 3 Kanten, die sich an einenVerlust eines
Blattes ,erinnern kennen. Somit ist die Gesantanzahl der ungeordnetenbinaren
gewurzeltenBaume mit n Blattern genau

y1 Y
(2n  3) 2 3)= (2 3
i=2 i=2
und der Induktionschlussist vollzogen. ]

Wir fagennoch eineahnliche Behauptungfer die Anzahl ungewurzelterBaumean.
Der Beweisist im Wesetlichen ahnlich zu dem vorherigen.

Lemma 2.27 Die Anzahlder ungewurzelten(freien) Baumemit n Blattern, deren
innere Knoten jeweils den Grad 3 besitzen, betragt

L _ (@n 5y
i=3(2| 5)——2n3 " 3

Wir benetigen jetzt noch eine kurze De nition, die Distanzmatrizen und Metriken
in Bezielung setzen.

De nition 2.28 Eine n n-Distanzmatrix M induziert eine Metrik bzw.UIltrame-
trik auf [1: n], wenndie Funktion d: [1:n]?! R, mit d(x;y) = My, eine Metrik
bzw. Ultrametrik auf M ist.
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2.3.3 Charakterisierung ultrametrischer Baume

Wir geben jetzt eine weitere Charakterisierungultrametrischer Matrizen an, deren
Beweissogareinene zien ten Algorithmus zur Konstruktion ultrametrischer Baume
erlaubt.

Theorem 2.29 Eine symmetrischen n-Distanzmatrix D besitztgenaudanneinen
(strengen)ultrametrischenBaum, wenn D eine Ultrametrik induziert.

Beweis: ) : Die De nitheit und Symmetrie folgt unmittelbar aus der De nition
einer Distanzmatrix. Wir meissenalso nur noch die ultrametrische Dreiedksunglei-
chung zeigen:

8i;j; k2[1:n]: dij maxfdik;djkg:

Wir betrachten dazudenultrametrischenBaum T = T(D). Wir unterscheidendazu
drei Falle in Abhangigkeit, wie sich die niedrigstengemeinsamen/orfahrenvoni, j
und k zueinanderverhalten. Seidazu x = Ica(i; j), y = Ica(; k) und z = Ica(j; k).
In einem Baum mussdabei gelten, dassmindestenszwei der drei Knoten idertisch
sind. Die erstenbeidenFalle sind in Abbildung 2.21 dargestellt.

dix = dik > dj dix = dj > dji

Abbildung 2.21:Skizze:Fall 1 und Fall 2

Fall 1 (y = z 6 x): Damit folgt ausdemredten Teil der Abbildung 2.21 sofort,
dassd(i;j)  d(i; k) = d(j; k).

Fall 2 (x = y 6 z): Damit folgt ausdem linken Teil der Abbildung 2.21 sofort,
dassd(j; k)  d(i; k) = d(i; j ).

Fall 3 (x = z 6 y): DieserFall ist symmetrist zu Fall 2 (einfaches Vertausdien
voni undj).

Fall 4 (x = y = z): AusderAbbildung 2.22folgt aud hier, dassdie ultrametrische
Dreieksungleitwung gilt, da alle drei Abstande gleich sind.
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dik = dij = djk d d
SIN= N\
i ] k i
- : J Kk
I J k

Abbildung 2.22: Skizze:Fall 4 und binare Neukonstruktion

Wenn man statt einesstrengenultrametrischen Baumeslieber einenbinaren ultra-
metrischen Baum haben medite, sokann man ihn beispielsveisewie im redchten Teil
der Abbildung 2.22 umbauen.

(' : Wir betrachten zuerstdie Abstandevon Blatt 1 zu allen anderenBlattern. Sei
alsofdyy;::;ding = f 150005 kg, d.h. 11115 « sind die paarweise versdiedenen
Abstande, die vom Blatt 1 aus auftreten. Ohne Besdirankung der Allgemeinheit
nehmenwir dabei an, dass ; < < k. Wir partitionieren dann [2 : n] wie folgt:

Di=f 2[2:n] : dp = ;0:

Es gilt dann o ensichtlich [2 : n] = ] X, D;. Wir bestimmenjetzt fur die Mengen
D; rekursiv die entsprechendenultrametrischen Baume. Ansdlie end konstruieren

T(D«)

T(D»)
T(D1)

Abbildung 2.23: Skizze:Rekursive Konstruktion ultrametrischer Baume

wir einenPfad von der Wurzel zum Blatt 1 mit k inneren Knoten, an die die rekur-

siv konstruierten Teilbaume T(D;) angelangt werden. Dies ist in Abbildung 2.23
sthematisd dargestellt.

Wir meissenjetzt nachpreifen, ob der konstruierte Baum ultrametrisch ist. Dazu
meissenwir zeigen,dassdie Knotenmarkierungenauf einemPfad von der Wurzel zu
einem Blatt streng monoton fallend sind und dassder Abstand von den Blattern i
und j geradedie Markierung von Ica(i; j ) ist.
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Fur denerstenTeil mberlegenwir uns, dassdie Monotonie der Knotenmarkierungen
sovohl auf dem Pfad von der Wurzel zu Blatt 1 gilt als auch auf allen Pfaden
innerhalb der Teilbaume T(D;) von der jeweiligen Wurzel zu eine beliebigenBallt
von T(D;). Wir mussennur noch die Verbindungspunkte eiberprefen. Dies ist in
Abbildung 2.24illustriert. Hier sindx undy zweiBlattern in T(D;), derenniedrigster

1 T(Di)
Xy

Abbildung 2.24: Skizze:Abstandevon x und y und geforderteMonotonie

gemeinsameNorfahre geradedie Wurzel von T(D;) ist. Wir meissenals zeigen,dass
dyy < i gilt. Esgilt zunachst aufgrund der ultrametrischen Dreiedksungleidung:

dxy maxf dy; dlyg = O = dly =

Gilt jetzt dy, < ;, dannist allesgezeigt. Andernfalls gilt , = ; und wir werden
den Baum noch ein wenig umbauen,wie in der folgendenAbbildung 2.25illustriert.
Dabei wird die Wurzel des Teilbaums T(D;) mit dem korrespndierendenKnoten

X1 X2 X3

Abbildung 2.25: Skizze:Umbau im Falle nicht-strenger Monotonie

desPfadesvon der Wurzel desGesantbaumeszum Blatt 1 miteinander identi ziert
und die Kante dazwistien gelosdit. Damit haben wir die strenge Monotonie der
Knotenmarkierungenauf den Pfadenvon der Wurzel zu den Blattern nachgewiesen.

Esist jetzt noch zu zeigen,dassdie Abstande von zwei Blattern x und y den Kno-
tenmarkierungenenspredien. Innerhalb der Teilbaume T(D;) gilt dies nach Kon-
struktion. Ebenfalls gilt dies nach Konstruktion fer das Blatt 1 mit allen anderen
Blattern.

Wir meissendieseEigensdaft nur noch nadweisen,wenn sich zwei Blatter in unter-
sdiedlichen Teilbaumenbe nden. Seidazux 2 V(T(D;)) undy 2 V(T (D;)), wobei
wir ohne Bestirankung der Allgemeinheit annehmen,dass ; > ; gilt. Diesist in
der Abbildung 2.26illustriert.
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Abbildung 2.26:Skizze :Korrektheit der AbstandezweierBlatter in untersciedlichen
rekursiv konstruierten Teilbaumen

Nach Konstruktion gilt: ; = dix und ; = dyy. Mit Hilfe der ultrametrischen Drei-
edksungleihung folgt:

Cy maxf diy; diyg
= maxt i; ;g
- i

= O
maxf dyy; dyxQ
dadly: j < = dlx

= dxy

Daraus folgt also dyy i dyy und somit ; = d,,. Damit ist der Beweis abge-
schlossen. [ ]

Mit Hilfe der obenerwahnten CharakterisierungeinerUItrametrik, dassvondendrei
Abstandenzwisden drei Punkten, die beidengre ten gleich sind, kennenwir sofort
eineneinfadien Algorithmus zur Erkenrung ultrametrischer Matrizen angelen. Wir
meissendazu nur alle dreielemetigen Teilmengenaus [1 : n] untersucen, ob von
den drei verstiedenenAbstanden, die beiden gre ten gleich sind. Falls ja, ist die
Matrix ultrametrisch, ansonstennicht.

DieserAlgorithmus hat jedoch eine Laufzeit O(n®). Wir wollen im Folgendeneinen
e zien teren Algorithmus zur Konstruktion ultrametrischer Matrizen angeken, der
audh gleichzeitig noch die zugelerigen ultrametrischen Baume mitb erednet.

Aus dem Beweis folgt weiter unter Annahme der strengen Monotonie (d.h. fer
strengeultrametrische Baume), dassder konstruierte ultrametrische Baum eindeu-
tig ist. Die Konstruktion desultrametrischen Baumesist ja bis auf die Umordnung
der Kinder einesKnoten eindeutig festgelegt.
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Korollar 2.30 Sei D eine streng ultrametrische Matrix, dann ist der zugelorige
strengeultrametrischeBaum eindeutig.

Fur nicht-strenge ultrametrische Baume kann man sich eberlegen,wie die Knoten
mit gleicher Markierung umgeordnetwerden kennen, so dassder Baum ein ultra-
metrischer bleibt. Bis auf diesekleinen Umordnungensind aud nicht-streng ultra-
metrische Baumeim Wesetlichen eindeutig.

2.3.4 Konstruktion ultrametrischer Baume

Wir versudien jetzt aus dem Beweis der Existenz einesultrametrischen Baumes
einen e zien ten Algorithmus zur Konstruktion einesultrametrischen Baumes zu
enwerfen und dessenLaufzeit zu analysieren.

Wir erinnern noch einmal an die Partition von [2 : n] durch D; = f* : d;r = g
mit n; := jD;j. Dabei war fdy;:::;ding=f 1;:::; kg, wobei ; < < . Wir
erinnern hier auch noch einmal an Skizze der Konstruktion des ultrametrischen
Baumes,wie in Abbildung 2.27.

T(Dy)
T(Dx 1)

T(D2)
T(Dy)

Abbildung 2.27: Skizze:Konstruktion einesultrametrischen Baumes

Darausergibt sich der erstenaive Algorithmus, derin Abbildung 2.28aufgelistetist.
Da jeder Sdaritt Zeitbedarf O(nlog(n)) und esmaximal n rekursive Aufrufe gelen
kann (mit jedem rekursiven Aufruf wird ein Knoten des ultrametrischen Baumes
explizit konstruiert), ist die Laufzeit insgesarh O(n?log(n)).

Wir werden jetzt noch einen leicht modi zierten Algorithmus vorstellen, der eine
Laufzeit von nur O(n?) besitzt. Dies ist optimal, da die Eingabe, die gegelene
Distanzmatrix, bereits eine Gre e von ( n?) besitzt. Dazu beadten wir, dassder

Insbesondereast dies sehrteuer, wenn esnur wenigeversdiedenElemerte in dieser
Mengegibt, da dann audc nur entsprecthend wenig rekursive Aufrufe folgen.

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik 111 SS2004

17. Juni



2.3. Ultrametrik en und ultrametrische Baume 109

1. Sortiere die Mengefd;i;:::;ding und bestimme ansdlieend 4;:::; ¢ mit
f 15000, «g= fdy; o1 ding und partitioniere [2:n] = 1%, D;.  O(nlog(n))

2. Bestimme fur Dg;:::Dy ultrametrische Baume T(Dl);:::;T(Qx) mittels
Rekursion. <, T(y)

3. Setzedie Teillosungenund den Pfad von der Wurzel zu Blatt 1 zur Gesantl o-
sung zusammen. O(k) = O(n)

Abbildung 2.28: Algorithmus: Naive Konstruktion einesultrametrischen Baumes

Daherwerdenwir zuerstfeststellen,wie viele versdiedeneElemerte esin der Menge

serMengekennenwir in einerlinearenListe (oder auch in einembalanciertenSud-
baum) aufsammeln.Dieslasstsich in Zeit O(k n) (bzw. in Zeit O(nlog(k)) bei Ver-
wendung balancierter Baume) implemertieren. Ansdlie end meissenwir nur noch
k Elemerte sortieren. Der Algorithmus selbstist in Abbildung 2.29 aufgelistet.

Dies kann mit Hilfe linearer Listen in Zeit O(k n) erledigt werden. Mit Hilfe
balancierter Baumekennenwir diessogarin Zeit O(nlog(k)) realisieren.

Dieskannin Zeit O(klog(k)) erledigt werden.
3. Bestimmedie einzelnenTeilbaume T (D;) rekursiv.

4. Setzedie Teillosungenund den Pfad von der Wurzel zu Blatt 1 zur Gesantl ©-
sungzusammen.

Dies lasstsich wiederumin Zeit O(k) realisieren.

Abbildung 2.29: Algorithmus: Konstruktion einesultrametrischen Baumes

Damit erhaltenwir als Rekursionsgleibung fur diesenmodi zierten Algorithmus:

Xk
T(n)=d k n+ T(n;)

i=1

P
mit ik=1 ni = n 1, wobei n; 1furi 2 [1: n], und einer geeignetgewahlten
Konstanten d. Hierbei ist zu beaditen, dassO(k log(k)) = O(k n) ist, dak < n ist.
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Lemma 2.31 Ist D eine ultrametrischen n-Matrix, dann kann der zugelorige
ultrametrischeBaum in Zeit O(n?) konstruiert werden.

Beweis: Esist nur noch zu zeigen,dassT(n) ¢ n? fur eine geeignetgewahlte
Konstante c gilt. Wir wahlen c jetzt so,dasszum einenc  2d und zum anderen
T(n) ¢ n?furallen 3 gilt. Den Beweis selbst fuhren wir mit vollstandiger
Induktion uber n.

Induktionsanfang (n  3): Nadh Wahl von c gilt dieso ensichtlich.

Induktiorﬁ,ssc hritt (! n): Es gilt dann nach Konstruktion desAlgorithmus mit
n 1= n:

X«
T(n) d k n+ T(n)
i=1
nad Induktionsvoraussetzungst T(n;) ¢ n?
X«
d k n+ ¢ n?

i=1
X«

= d k n+c ni(n n+ nj)
i=1

X

= dkn+c n n ¢ n( n)

i=1 i=1
dax(n x)>1(n 1)furx2[1:n 1], sieheauch Abbildung 2.30

X«
dk nten? ¢ 1(n 1)
i=1
d k ntcn®> ck(n 1
dac 2d
d k ntcn®> 2d k(h 2
da2(n 1) nfurn 3
dk ntcn®> dkn

= ¢ n%

Damit ist der Induktionssdluss vollzogenund der Beweis beendet. [

Korollar 2.32 Eskannin Zeit O(n?) entschiglen werden, ob eine gegelenen n-
Distanzmatrix (streng) ultrametrischist oder nicht.
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x(c X)

(0;0) ¢

Abbildung 2.30: Skizze:Die Funktion [0;c]! R: :x 7! x(c X)

Beweis: Wir wendeneinfadh den Algorithmus zu Rekonstruktion ultrametrischer
Baume an. Wir testen dabei beim Anhangen des rekursiv konstruierten Baumes
T(D;), ob die Markierung seinerWurzel kleiner (gleich) der Markierung des Kno-
tens,anden T(D 1) angehangt wird, auf dem Weg von der Wurzel zu dem aus-
gewahlten Blattes ist. Ist diesnicht der Fall, soist die Matrix nicht (streng) ultra-
metrisdh, da wir ja sonstnadh Lemma 2.31 einen (streng) ultrametrischen Baum
konstruieren mussen.Andernfalls konstruierenwir fur D einen(streng) ultrametri-
schen Baum, alsomussD (streng) ultrametrisch sein [

2.4 Additive Distanzen und Baume

Leider sind nicht alle Distanzmatrizen ultrametrisch. Wir wollen jetzt ein gre ere
Klassevon Matrizen vorstellen, zu denensich ewlutionare Baumekonstruierenlas-
sen,sofernwir auf eine explizite Wurzel in diesenBaumenverzichten kennen.

2.4.1 Additive Baume

Zunadst einmal de nieren wir, waswir unter additiven Baumen,d.h. ewlutionaren
Baumenohne Wurzel, verstehenwollen.

De nition 2.33 SeiD einen n-Distanzmatrix. Sei T ein Baum mit mindestens
n Knoten und positiven Kantengewichten,wolei einige Knoten bijektiv mit Werten
aus [1 : n] markiert sind. Dann ist T ein additiver Baum fur D, wenn der Pfad
vom Knoten mit Markierung i zum Knoten mit Markierung j in T das Gewichtd;
besitzt.

Wie bei den ultrametrischen Baumen besitzt auc nicht jede Distanzmatrix einen
additiven Baum. DesWeiterensind nicht markierte Blatter in einemadditivenBaum
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eiber wssig,da jeder Pfad innerhalb einesBaum nur dann ein Blatt bereihrt, wenn
diesesin Endpunkt desPfadesist. Daher nehmenwir im FolgendenohneBesdiran-
kung der Allgemeinheit an, dassein additiver Baum nur markierte Blatter besitzt.
In der folgendenAbbildung 2.31ist noch einmal ein Beispieleiner Matrix sant ihres
zugelorigen additiven Baumesangegelen.

1
0

o OonN
o o Nw
O U1 W oA~

o~ wnN 0O
O~ O 00 wl ol
oOMNWNNOO

Gewitht desPfadeszwishen5und 4:) 1+ 3+ 2+ 1=7
Gewidit desPfadeszwishenlund5:) 2+ 1= 3

Abbildung 2.31:Beispiel: Eine Matrix und der zugelorige additive Baum

De nition 2.34 Sei D eine Distanzmatrix. Besitzt D einen additiven Baum, so
heit D eine additive Matrix. Ein additiver Baum heit kompakt, wenn alle Kno-
ten markiert sind (insbesondee auch die inneren Knoten). Die zugelorige additive
Matrix heit dann auch kompakt additiv. Ein additiver Baum heit extern, wenn
nur Blatter markiert sind. Die zugelorige additive Matrix heit dann auch extern
additiv .

In der Abbildung 2.31ist der Baum ohne Knoten 6 (und damit die Matrix ohne
Zeile und Spalte 6) ein externer additiver Baum. Durch Hinzufeigenvon zwei Mar-
kierungen(und zwei ertsprechendenSpaltenund Zeilenin der Matrix) kennte dieser
Baum zu einemkompakten additiven Baum gemadt werden.

Lemma 2.35 SeiD eine additive Matrix, dann induziert D eine Metrik.

Beweis: DaD eineDistanzmatrix ist, geltendie De nitheit und Symmetrieunmit-
telbar. Die Dreiedksungleidung sieflt man leicht, wenn man sich die erntsprecdhenden
Pfadeim zu D gehorigen additiven Baum betrachtet. [

Die Umkehrung gilt eibrigensnicht, wie wir spater noch zeigenwerden.
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2.4.2 Charakterisierung additiver Baume

Wir wollen nun eine Charakterisierungadditiver Matrizen angelen, mit derenHilfe
sich audh gleich ein zugeloeriger additiver Baum konstruierenlasst. Zunadst einmal
zeigenwir, dassultrametrische Baume spezielleadditive Baume sind.

Lemma 2.36 Sei D eine additive Matrix. D ist genaudann ultrametrisch, wenn
es einen additiven Baum T fur D gibt, so dassesin T einen Knoten v (zentraler
Knoten) gibt, der zu allen markierten Knoten densellen Abstandbesitzt.

Beweis: ) : SeiT ein ultrametrischer Baum fur D mit Knotenmarkierungen .
Wir erhalten daraus einen additiven Baum T indem wir als Kantengewidt einer
Kante (v;w) folgendeswahlen:

(viw) = 5( () ():

Man redhnet jetzt leicht nach, dassfer zwei Blatter i und j sovohl das Gewicht des
Wegesvon i nad Ica(i; j) als audh das Gewidit von j nad Ica(i; ) gerade% d
betragt. Die LangedesWegesvon i nach | betragt daherim additiven Baum wie
gefordertd; .

Falls einenKnoten mit Grad 2 in einemsolden additiven Baum steren (wie sie bei-
spielweisevon der Wurzel konstruiert werden), der kann diese,wie in Abbildung 2.32
illustriert, eliminieren.In dieserAbbildung stellt der rote Knoten denzertralen Kno-
ten desadditiven Baumesdar.

a b b+ ¢,

Ci/ \Ck

bt

Abbildung 2.32: Skizze:Elimination von Knoten mit Grad 2

( : Sei D additiv und seiv der Knoten des additiven Baums T, der von allen
Blattern den gleichen Abstand hat. Man eberlegt sich leicht, dassT dann extern
additiv seinmuss.

Betrachtet man v als Wurzel, so gilt fur beliebige Blatter i, j, dassder Abstand
zwishen dem kleinsten gemeinsamen/orfahr ~ fur beideBlatter gleich ist. (Da der
Abstand d-, festist, ware andernfallsder Abstand der Blatter zu v nicht gleich). Wir
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zeigenjetzt, dassfur drei beliebigeBlatter i; j; k die ultrametrische Dreiedksunglei-
chung dix ~ maxfd;;djxg gilt. Seidazulca(; j) der kleinste gemeinsameVorfahre
voni;j.

Falls Ica(i; j) = Ica(i; k) = Ica(j; k) die gleichen Knoten sind, soist dix = dj = dj«
und die Dreiedsungleidung gilt mit Gleichheit.

Daher seijetzt ohne Bestirankung der Allgemeinheit Ica(i; j) 6 Ica(i; k) und dass
Ica(i; k) naher an der Wurzel liegt. Da Ica(i; j) und Ica(i; k) auf demWegvon i zur
Wurzel liegen, gilt entwederlca(j; k) = Ica(j; i) oder Ica(j; k) = Ica(i; k).
Sei ohne Besdirankung der Allgemeinheit Ica(j; k) = Ica(i; k) = Ica(; j; k). Dann
gilt:
di = w(ilca(i; j)) + w(j; Ica(; j))
= 2 w(j; lea(i; j));
dic = w(i;lca(i; j)) + w(lca(i; j); lca(i; j; k)) + w(lca(i; j; k); k)
= 2 w(lca(j; j; k); k);

dx = w(; Ica(; j)) + w(ca(; j); Ica(i; j; k) + w(lca(; j; k); k)
2 w(lca(i; j; k); k)

Daher gilt unter anderemd;  di, dix  djx und djx  di. Somitist die Dreiedks-
ungleichung immer erfullt. ]

Wie kennenwir nun fer eine Distanzmatrix ertscheiden,ob sieadditiv ist, und falls
ja, bestireiben, wie der zugelerige additive Baum aussiel? Im vorherigenLemma
haben wir gesehenwie wir das Problem auf ultrametrische Matrizen zureckfethren
kennen.

Wir wollen diesnoch einmal mir einer anderenCharakterisierungtun. Wir betrach-
ten zuerst die gegelene Matrix D. Dieseist genaudann additiv, wenn sie einen
additiven Baum Tp besitzt. Wenn wir diesenBaum wurzeln und die Kanten zu
den Blattern soverlangern,dassalle Pfade von der Wurzel zu den Blattern gleiches
Gewidht besitzen,dannist TJ ultrametrisch. Darauskennenwir dann eine Distanz-
matrix D(TJ) ablesen,die ultrametrisch ist, wenn D additiv ist. Dies ist in der
folgendenAbbildung 2.33sdematist dargestellt.

Wir wollen also die gegelene Matrix D so modi zieren, dassdaraus eine ultra-
metrische Matrix wird. Wenn dieseldee funktioniert, kennen wir eine Matrix auf
Additivit at hin testen,indem wir die zugelerige, neu konstruierte Matrix auf Ultra-
metrik hin testen. Fur Letztereshaben wir ja bereits einene zien ten Algorithmus
kennengelern.
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%Q%&%

add. Matrix add. Baum ultrametrischer ultrametrische
D T zuD Baum T3 Matrix DYTS)

Abbildung 2.33: Skizze:Sthemader Transformation einer additiven Matrix in eine
ultrametrische Matrix

Seiim FolgendenD eine additive Matrix und d; ein maximaler Eintrag, d.h.
di maxfde : k;" 2 [1:n]g:

Weiter sei Tp der additive Baum zu D. Wir wurzeln jetzt diesenBaum am Knoten
i. Man beadte, dassi ein Blatt ist. Wir kommen spater noch darauf zureick, wie

J
Alle Blatter auf denselben Abstand bringen

Abbildung 2.34:Skizze:Wurzeln von Tp am Blatt i

wir dafur sorgen,dassi ein Blatt bleibt. Diesist in der folgendenAbbildung 2.34
illustriert.

Unser nachster Sdiritt bestelt jetzt darin, alle Blatter (au er i) auf densellen
Abstand zur neuenWurzel zu bringen. Wir betrachten dazu jetzt ein Blatt k des
neuengewurzeltenBaumes.Wir versuhen die zu k inzidernte Kante jetzt sozu ver-
langern,dassder Abstand von k zur Wurzeli auf d; anwadst. Dazu setzenwir das
Kantengewitit auf dj und verkerzen esum das Gewidit desrestlichen Pfadesvon
k zui, d.h.um (dix d), wobei d das Gewidt der zu k inzidernten Kante ist. Dies
ist in Abbildung 2.35noch einmal illustriert. War der Baum vorher additiv, soist
er jetzt ultrametrisch, wennwir als Knotenmarkierungjetzt das Gewidt desPfades
einenKnotens zu einemseinerBlatter (die alle gleidh sein meissen)wahlen.

Somit haben wir auseinemadditiven einenultrametrischen Baum gemadit. Jedach
haben wir dazu den additiven Baum benetigt, den wir eigerlich erst konstruieren
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/d - / ij (dlk d)
=d dlk + dlj

Blatt k Blatt k = d+ |J dlk)

Abbildung 2.35: Skizze:Verlangernder zu Blattern inziderten Kanten

wollen. Es stellt sich nun die Frage,ob wir die ertsprechendeultrametrische Matrix
aus der additiven Matrix direkt ohne Kenntnis des zugelerigen additiven Baumes
beredqinenkennen.Betrachten wir dazunoch einmal zwei Blatter im additivenBaum
und versuhen denensprethendenAbstand im ultrametrischen Baum zu beretinen.
Dazu betrachten wir die Abbildung 2.36.

.f

k S

Abbildung 2.36: Skizze:Abstandeim gewurzeltenadditiven Baum T

Seienk und * zwei Blatter, fur die wir den Abstand in der ertsprechendenultrame-
trischen Matrix bestimmenwollen. Seiw der niedrigste gemeinsameé/orfahre von k
und * im gewurzeltenadditiven Baum T und , bzw. die Abstandeim gewur-
zelten additiven Baum T zwisden der Wurzel und w, w und k bzw. w und

gilt dann

= di

= dy
Im ultrametrischen Baum T3 gilt dann:

dro(w; k) = dro(w;’)

= 4+ (dy diy)

=t (dj d):
Damit gilt:

dTo(W; k) = + dij dix

dik +dj i
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= dij
und analog:
dro(w;") = +dj db
= d + dij d;
= dij

Wir messenjetzt nur noch  bestimmen. Aus der Skizzein Abbildung 2.36 folgt
sofort, wenn wir die Gewidite der Pfade von i nach k savie °~ addierenund davon
das Gewidt desPfadesvon k nach ~ subtrahieren:

2 = dy + dp de:

Daraus ergibt sich:

dro(w; K)

1
d é(dik'*'di‘ de);

dro(w; ")

1
dj (i +dv de):

Somit kennenwir jetzt die ultrametrische Matrix D °direkt ausder additiven Matrix
D beretinen:

. 1
dp- = dro(w; K) = dro(w; ) = dj é(di\ +di de):

Wir meissenuns jetzt nur noch eberlegen,dassdies wirklich eine ultrametrische
Matrix ist, dawir denadditivenBaum ja am Blatt i gewurzelthaben. Damit werrden
wir sonvohl ein Blatt verlieren, namlich i, als auch keinen edten ultrametrischen
Baum generierenda dessenWurzel nur ein Kind anstatt mindestenszweier besitzt.
In Wirklic hkeit wurzeln wir denadditiven Baum am zu i adjazerien Knoten, wie in
Abbildung 2.37illustriert. Damit erhalten wir einenedten ultrametrischen Baum.

i di

Abbildung 2.37: Skizze:Wirklic hesWurzeln desadditiven Baumes

Damit haben wir dasfolgendeLemma bewiesen.
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Lemma 2.37 SeiD eine extern additive Matrix, deren maximaler Eintrag d; ist,
dannist D% mit

€ = dij %(di‘ +dx dyg) furk6
K 0 sonst
eine ultrametrische Matrix.

Es ware shen, wenn auch die umgelehrte Richtung gelten weirde, namlich, dass
wenn D © ultrametrisch ist, dassdann bereits D additiv ist. Diesist leider nicht der
Fall, auch wenndiesin vielen Lehrbeichern und Skripten falsthlicherweisebehauptet
wird. Wir geben hierfer ein Gegereispielin Abbildung 2.38.Man sielt leicht, dass

D|1 2 3 D°|1 2 3
1/0 8 4 110 8 8 d?, =8 %(0+8 8)=8
2 0 2 2 0 ;=8 3(0+4 4)=8
3 0 3 0

Abbildung 2.38: Gegeibeispiel:D nicht additiv, aber D° ultrametrisch

DO ultrametrisch ist. D ist hingegennicht additiv, weil d(1;2) = 8, aber
d(1;3)+ d(3;2)= 4+ 2=6< 8

gilt. Im Baum mussalsoder Umwegelber 3 gre er seinalsder direkte Weg,wasnicht
sein kann (sieheaudh Abbildung 2.39), denn im additiven Baum gilt die normale
Dreieksungleitwung (sieheLemma 2.35).

1 2

e

3 3
Abbildung 2.39: Gegetbeispiel:,,Unmeglicheh additiver Baum
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Dennach kennen wir mit einer weiteren Zusatzbedingung dafur sorgen,dassdas
Lemmain der von uns geweinsditen Weisegerettet werdenkann.

Lemma 2.38 SeiD eine Distanzmatrix und seid; ein maximaler Eintragvon D.
Weiter seiD%durch df- = dj  3(dix + dr  de) fur k& "2 [1:njundd = 0
fur k 2 [1: n] de niert. Wenn D? eine ultrametrischeMatrix ist und wenn fur jedes
Blatt b im zugel®rigen ultrametrischenBaum T(D9 fur das Gewicht der zu b
inzidenten Kante gilt: (dj dy), dannist D additiv.

Beweis: SeiT%:= T(DY ein ultrametrischer Baum fur D% Weiter sei(v;w) 2 E(T9
und esseienp;q; r;s Blatter von T sodasslca(p;q) = v und Ica(r;s) = w. Diesist
in Abbildung 2.40illustriert. Hierbeiist g zweimal angegelen, da a priori nicht klar
ist, ob g ein Nadhfolgervon w ist oder nicht. Wir de nieren dann dasKantengewidt

TO

P dr s
Abbildung 2.40: Skizze:Kante (v;w) in T°
von (v;w) durch:
(v;w) = di,  dbg:

Damit ergibt sich fer

dro(k;") = 2

1
2(d; é(dik +d de))
= 2d; dk dr +de
Wenn wir jetzt fur jedesBlatt b das Gewidit der inziderten Kante um dj  dy,
erniedrigen, erhalten wir einen neuenadditiven Baum T. Da nad Voraussetzung,
das Gewidt einersolden zu b inziderten Kante gre er alsd;  dy; ist, bleiben die
Kantengewitite von T positiv. Weiterhin gilt in T:
dr(k;) = dro(k;’) (dj di) (dj di)
= (2d; di dy +de) dj + i dy +db
= dk‘:

Somitist T ein additiver Baum fer D und dasLemma st bewiesen. ]
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Gehenwir noch einmal zureick zu unseremGegetbeispiel,dasbesagte dassdie Ultra-
metrik von D° nicht ausreidit, um die Additivit at von D zu zeigen.Wir scauen
einmal was hier beim Kerzen der Gewidite von zu Blattern inzidenten Kanten pas-
sierenkann. Dies ist in Abbildung 2.41illustriert. Wir sehenhier, dassder Baum
zwar die geweinstiten Abstande besitzt, jedoch negative Kantengewitte erzeugt,
die bei additiven Baumennicht erlaubt sind.

D1 2 3 D°|1 2 3 5

1/0 8 4 10 8 8 - AVE
2| 0 2 2 0 AN .
3 0 3 0 ) 3 .

Abbildung 2.41:Gegerbeispiel: D nicht additiv und D ° ultrametrisch (Fortsetzung)

Korollar 2.39 SeiD eine Distanzmatrix und seid; ein maximaler EintragvonD.
Weiter seiD%durch df- = dj  3(di + dr  de) fur k& "2 [1:nJundd) = 0
fur k 2 [1: n] de niert. Wenn D eine ultrametrischeMatrix ist und wennfur jedes
Blatt b im zugelwrigen ultrametrischen Baum T(D9 fur das Gewicht der zu b
inzidenten Kante gilt: (dj  dyi), dannund nur dannist D additiv.

Beweis: Wir messenim Vergleidy zum Lemma 2.38 nur die Reckrichtung zei-
gen. Nad unsererKonstruktion einesultrametrischen Baumesaus einer additiven
Matrix D ist aber klar, dassdie Bedingungan die Kantengewidite der zu den Bl at-
tern inziderten Kanten eingehaltenwird. ]

Wir gebenjetzt noch eineandereFormulierung desKorollars ohneVerwendungeines
ultrametrischen Baumesan.

Korollar 2.40 SeiD eine Distanzmatrix und seid; ein maximaler EintragvonD.
Weiter seiD%durch d)- = dj  3(dix + dr  d) fur k6 ~ 2 [1:n] und d), = O fur
k 2 [1: n] de niert. Wenn D°eine ultrametrischeMatrix ist und wennd;  dip+ dy
fur alle b;” 2 [1: n] gilt, dann und nur dannist D additiv.

Beweis: Wir messennur zeigen,dassfer jedesBlatt b die Bedingung, dassim
zugelorigen ultrametrischen Baum T(D9 fur das Gewidt  der zu b inzidernten
Kante (dj  dy) gilt, aquivalert zu d; dp + dy fur b;” 2 [1 : n] ist.
O ensichtlich gilt fur jedesBlatt bim ultrametrischen Baum T(D9:

= minfd) : "2 [1:n]"" 6 by:
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Mit der Gleichung df. = dj %(dib + di dy) folgt, dassdie folgendeaquivalerte
Ungleichung erfullt seinmuss

(dj dp) min d %(dib+ d dy):"2[1:n]" " 6D
Dasist aquivalert zu
i %maxfdib+ d dy: 2[1:n]"" 6 by:
Diesist wiederumaquivalert zu
doi maxfdy dy: 2[1:n]" 6 bg:
Daimmerd, dy dy gilt, kann diesauc zu
dyi maxfdy dy :  2[1:n]g:
vereinfadit werden. Diesist weiterhin aquivalernt zu
0 minfdp+d, dr : 2][1:n]g:

Diesist aber aquivalert, dassfer alle b;” gilt: d-  djp + dy-. Somit ist das Korollar
bewiesen. -

Wir wollen an dieser Stelle noch anmerken, dassdiese Charakterisierungauch fer
gewshnliche additive Matrizen funktioniert. Im Beweismussman dann jedoch Kan-
tengewidite gleich 0 zulassendamit der Beweis durchgeht. Hinterher werdendann
im additiven Baum solthe Kanten wiederkontrahiert und die Markierung einesBlat-
tes mit Kantegewidt O derinziderten Kanten werdenzu Markierungeninnerer Kno-
ten.

2.4.3 Algorithmus zur Erkennung additiver Matrizen

Aus der Charakterisierungder additiven Matrizen mit Hilfe ultrametrischer Matri-
zenlasstsich der folgendeAlgorithmus zur Erkenrung additiver Matrizen und der
Konstruktion zugeleriger additiver Baume herleiten. Dieserist in Abbildung 2.42
aufgelistet. Es lasst sich leicht nadchredinen, dassdieser Algorithmus eine Laufzeit
von O(n?) besitzt.

Wir messenuns nur noch kurz um die Korrektheit kemmern. Nach Lemma2.37wis-
senwir, dassin Sdritt 2 die richtige Entscheidunggetro en wird. Nach Lemma2.38
wird auch im Sdritt 4 die richtige Entscheidung getro en. Also ist der Algorithmus
korrekt. Fassenwir das Ergebnisnoch zusammen.
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1. Konstruiere aus der gegelenenn n-Matrix D eineneuen n-Matrix D°
mittels d?. = dj %(dik +d- de) fur k 6 °, wobei d; ein maximaler Eintrag
von D ist.

2. TesteD?auf Ultrametrik. Ist D%nicht ultrametrisch, dannist D nicht additiv.
3. Konstruiere den zu D° gehorigen ultrametrischen Baum T°

4. Teste,ob sich die Kantengewidite fur jedesBlatt bum dj  dip erniedrigen
lassen Falls diesnicht geht, ist D nicht additiv, andernfallserhaltenwir einen
additivenBaum T fur D.

Abbildung 2.42: Algorithmus: Erkenrung additiver Matrizen

Theorem 2.41 Eskannin Zeit O(n?) entschielenwerden, ob eine gegelenen n-
Distanzmatrix additiv ist oder nicht. Falls die Matrix additiv ist, kann der zugelorige
additive Baum in Zeit O(n?) konstruiert werden.

2.4.4 4-Punkte-Bedingung

Zum Absdlusswollen wir noch eineandereCharakterisierungvon additiven Matri-
zenangelen, die sogenanrie 4-Punkte-Balingungvon Buneman

Lemma 2.42 (Bunemans 4-Punkte-Bedingung) Eine n n-Distanzmatrix D
ist genaudann additiv, wennfur je vier Punktei; j; k; ™ 2 [1: n] mit

di + djk = minfdij + die;dix + dj‘;di‘ + djkg
g”t, dassdij + de = di + dj

Diese4-Punkte-Bedingungist in Abbildung 2.43noch einmal illustriert
i .

k

dr + dix = minfd; + de;dy + div; g
) dj +de = di +dpr

Abbildung 2.43: Skizze:4-Punkte-Bedingung
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Beweis: ) : SeiT ein additiver Baum fur D. Wir unterscheidenjetzt drei Falle,
je nacdhdem, wie die Pfadein T verlaufen.

Fall 1. Im erstenFall nehmenwir an, die Pfade von i nach j und k nach ~ kno-
tendisjunkt sind. Diesist in Abbildung 2.44illustriert. Dann ist aber d; + dj nicht
minimal und somit ist nichts zu zeigen.

i j
> (O mind. 1 Kante
als Verbindung

TN

Abbildung 2.44:Skizze:Die Pfadei ! j und k! ° sind knotendisjunkt

Fall 2: Im zweiten Fall nehmenwir an, die Pfade von i nach k und j nach °
knotendisjunkt sind. Diesist in Abbildung 2.45illustriert. Dann ist jedoch ebenfalls
d + d;k nicht minimal und somit ist nichts zu zeigen.

i i

K

Abbildung 2.45:Skizze:Die Pfadei! kundj ! ° sind knotendisjunkt

Fall 3: Im dritten und letzten Fall nehmenwir an, die Pfadevoni nach ~ undj nacd
k kantendisjunkt sind und sich daher hechstensin einemKnoten sdineiden.Diesist
in Abbildung 2.46 illustriert. Nun gilt jedoch, wie man leicht der Abbildung 2.46

I k

Abbildung 2.46:Skizze:Die Pfadei! "~ undj ! k sind kantendisjunkt

ennehmenkann: dij = diy + dj‘ de- und somit dij + de = dyi + dj‘:
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( :Betrachte D°mit d?. := dj i(di + d- dc), wobeid; ein maximaler Eintrag
von D ist. Es gerugt zu zeigen,dassD° ultrametrisch ist und dassgilt:

i maxf d; dy : "2 [1:ng:
Betrachte p;q;r 2 [1:n] mit dj, d),  df. Esist dannzu zeigen:d), = dj,. Aus
dy, d) di folgt dann:
2dij dip diq + dpq 2dij dip dir + dpr 2dij diq dir + dqr:

Darausfolgt:

und weiter
dpq + d, dpr + diq dqr + dip:

Aufgrund der 4-Punkt-Bedingungfolgt unmittelbar

dpr + dig = dgr + dip:
Nach Addition von (2d;  dj ) folgt:

(2dj  di) + dy + dig = (2dj  di) + dg + dip:
Nach kurzer Rednung folgt:
2d; dy dp+dy=2d; dip  dig+ dy
und somit gilt
2dy, = 2dq,:

Also ist D nacdh Lemma 2.21 ultrametrisch. Wir messenjetzt noch zeigen,dass
di dp + dy fur alle b;” 2 [1 : n] gilt. Setzenwir in der Voraussetzungfer
j = k := bein, dann folgt, dassdas Maximum der drei folgendenWerte

dip + dp; dip + dp; dr + dpp= di

nicht eindeutigist. Das kann nur sein,wennd;  dy + dy gilt. Somitist savohl D°
ultrametrisch als auch die in Lemma 2.38 geforderte Bedingung erfullt. Also ist D
additiv. -

Mit Hilfe dieserCharakterisierungwerdenwir noch zeigen,dassesMatrizen gibt, die
eine Metrik induzieren, aber keinenadditiven Baum besitzen.DiesesGegetbeispiel
ist in Abbildung 2.47 angegelen. Man sieht leicht, dassdie 4-Punkte-Bedingung
nicht gilt und somit die Matrix nicht additiv ist. Man eberpruft leicht, dassfur
jedesDreiedk die Dreieksungleidung gilt, die Abstande also der De nition einer
Metrik gereigen.
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dij +d¢ =6
dik+dj‘: 8

Abbildung 2.47:Gegebeispiel: Metrische Matrix, die nicht additiv ist
2.4.5 Charakterisierung kompakter additiver Baume

In diesemAbsdnitt wollen wir eine sdhene Charakterisierungkompakter additiver
Baumeangelen. Zunadst bemetigen wir noch einigegrundlegendeDe nitionen aus
der Graphertheorie.

De nition 2.43 Sei G = (V;E) ein ungerichteter Graph. Ein Teilgraph G® G
heit aufspannend wennV (GY = V(G) und G° zusammenkngendist.

Der aufspannendeTeilgraph erthalt also alle Knoten des aufgespanten Graphen.
Nun kennenwir den Begri einesSpanrbaumesde nieren.

De nition 2.44 Sei G = (V;E) ein ungerichteter Graph. Ein Teilgraph G° G
heit Spanrbaum, wennGP° ein aufs@nnenderTeilgraphvon G ist und G°ein Baum
ist.

Fur gewiditete Graphen brauchen wir jetzt noch das Konzept eines minimalen
Spanrbaumes.

De nition 2.45 SeiG = (V;E; ) ein gewichteterungerichteter Graphund T ein
Spanntaum von G. Das Gewidit desSpanrbaumesT von G ist de niert durch

X
(T) = (e):

e2E (T)

Ein Spnnkaum T fur G heit minimal, wenner unter allen meglichenSpnnbaumen
fur G minimales Gewicht besitzt, d.h.

(T) minf (TY : T%ist ein Spnnkaum von Gg:
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Im Folgendenwerdenwir der Keirze wegeneinen minimalen Spanrbaum oft aud
mit MST (engl. minimum spanning tree) abkeirzen.

De nition 2.46 SeiD einen n-Distanzmatrix. Dann ist G(D) = (V;E) der zu
D gelwrige gewiditete Graph, wokei

V = [1:n]
\Y
E = 2 =ffv,wg:v6 w2Vg;
(viw) = D(v;w):

Nacdh diesenDe nitionen kommenwir zu dem zertralen Lemma diesesAbsdnittes,
der kompakte additive Baume charakterisiert.

Theorem 2.47 SeiD einen n-Distanzmatrix. Besitzt D einen kompkten addi-
tiven Baum T, dann ist T der minimale Spanntaum von G(D) und ist eindeutig
bestimmit.

Beweis: SeiT ein kompakter additiver Baum fur D (dieser muss naterlich nicht
gewurzelt sein). Wir betrachten ein Knotenpaar (X;y), das durch keine Kante in

T verbundenist. Seip = (vo;Vvi;:::;V) Mit Vo = x und v = y sowie k 2

der Pfad von x nach y in T. (p) erntspricht D(x;y), weil T ein additiver Baum

fur D ist (sieheaudh Abbildung 2.48). Da nach De nition einer Distanzmatrix alle

Kantengewidite positiv sind und der Pfad aus mindestenszwei Kanten besteh, ist
(vi 1;vi)) < D(xy) = (x;y) fur alle Kanten (v; 1;v;) desPfadesp.

Seijetzt T ein minimaler Spanrbaum von G(D). Wir nehmenjetzt an, dassdie
Kante (x;y) eine Kante desminimalen Spanrbaumesist, d.h. (x;y) 2 E(T9. Somit
verbindet die Kante (x;y) zwei Teilbaumevon TC Diesist in Abbildung 2.49illus-
triert.
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p= (Yo;:iiiVvk)
mit vo = x und v = y

% X /&

Abbildung 2.49: Skizze:Spanrbaum T%von D (G)

Da (x;y) keine Kante im Pfad von x nad y im kompakten additiven Baum von T
ist, verbindet der Pfad p die beiden durch Entfernen der Kante (x;y) separierten
Teilbaumedesminimalen SpanrbaumesT? Sei(x% y9 die erste Kante auf dem Pfad
p von x nady, die nicht innerhalb einerder beidensepariertenSpanrbaumeverlauft.
Wie wir oben geseherhaben, gilt  (x%y% < (x;y).

Wir konstruierenjetzt einenneuenSpanrbaum T fur G(D) wie folgt:

V(TS = v(T%=vV

E(TY = (E(TYnff x;ygg) [ ff x%ygg
Fur das Gewict desSpanrbaumesT “gilt dann:
o X
(T% = (e)
e2>|2(T09
= ® xy)+ (x5Y9)
e2>|2(T°) )
= (e) + f (X ,y(){z (x; Y);
e2E(T9) <0
< (T

Somit ist (T < (T) und dies liefert den gewensditen Widerspruch zu der
Annahme, dassT? ein minimaler Spanrbaum von G(D) ist.

Somit gilt fer jedesKnotenpaar (x; y) mit (x;y) 2 E(T), dassdann die Kante (X; y)
nicht im minimalen Spanrbaum von G(D) seinkann, d.h. (x;y) 2 T Also ist eine
Kante, die sich nicht im kompaktenadditiven Baum be ndet, auc keine Kante des
Spanrbaums.

Dies gilt sogarfur zwei versdhiedeneminimale Spanrbaume fer G(D). Somit kann
esnur einenminimalen Spanrbaum geben. [
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2.4.6 Konstruktion kompakter additiver Baume

Die Information aus dem vorherigenLemma kann man dazu ausrutzen, um einen
e zien ten Algorithmus zur Erkenrung kompakter additiver Matrizen zu entwickeln.
SeiD die Matrix, fur dender kompakte additive Baum konstruiert werdensoll, und
somit G(D) = (V;E; ) der gewiditete Graph, fur den der minimale Spanrbaum
beredinet werdensoll.

Wir beginnenmit der KnotenmengeV° = fvg fur eine beliebigesv 2 V und der
leerenKantenmengeE %= ;. Der Graph (V% E9 soll letztendlich der gesubte mini-
male Spanrbaum werden.Wir verwendenhier Prims Algorithmus zur Konstruktion
einesminimalen Spanrbaumes,der wieder ein Greedy-Algorithmus sein wird. Wir
versuden die MengeVin jedem Sdritt um einenKnoten ausV nV°zu erweitern.
Von allen soldhen Kandidaten wahlen wir eine Kante minimalen Gewidites. Dies ist
schematisd in Abbildung 2.50dargestellt.

Vv

f(v;w) : v2 VoA w2 (VnV9g

Abbildung 2.50: Skizze:Erweiterung von V°

Den Beweis, dasswir hiermit einenminimalen Spanrbaum konstruieren, wollen wir

an dieserStellenicht fuhren. Wir verweisenhierzu auf die einstlagigeLiteratur. Den
formalen Algorithmus haben wir in Abbildung 2.51 angegelen. Bis auf die blauen
Zeilenist diesgenauder Pseudo-Cale fur Prims Algorithm us zur Konstruktion eines
minimalen Spanrbaums.

Die blauefor-Sdleifeist dazuda, um zu testen,ob der konstruierte minimale Spann-

baum wirklich ein kompakter additiver Baum fer D ist. Zum einensetzenwir den

konstruierten Abstand dy fer den konstruierten minimalen Spanrbaum. Der nach-

folgendeTest mberpreft, ob dieserAbstand dr mit der vorgegelenenDistanzmatrix
eibereinstimnt.

Wir meissenunsjetzt nur noch die Laufzeit eberlegen.Die while-Sdleife wird genau
n = jVj Mal durchlaufen. Danad ist V° = V. Die Minimumsbestimmung lasst
sich sicherlich in Zeit O(n?) erledigen,da maximal n? Kanten zu durchsuden sind.
Darausfolgt eine Laufzeit von O(n3).
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Modified _Prim
f
EC:=;;
VO:= fvg fur ein beliebigesv 2 V;

I* (V% E9 wird am Ende der minimale Spanrbaum sein*/

while (V°6 V)

f
Seie= (x;y), sodass (x;y) = minf (v;w) : v2Vo2 w2VnVY;
/* oBdA seix 2 VO*/

EC%:= E°[ feg;
Vo= VO fxg;
for all (v2 VO9;

f
dr(v;y) ;= dr(v;x) + (X;y);
if (dr(v;y) 6 (v;y)) reject;
g
g
return (V%EO9;
g

Abbildung 2.51: Algorithmus: Konstruktion eineskompakten additiven Baumes

Implemertiert man Prims-Algorithmus ein wenig gesabickter, z.B. mit Hilfe von
Priorit y-Queuessolasstsic die Laufzeit auf O(n?) senlen. Fur die Details verweisen
wir aud hier auf die einsdilagigeLiteratur. Auch die blaue Sdleife kann insgesarm
in Zeit O(n?) implemertiert werden,da jede for-Sdleife maximal n-mal durchlaufen
wird und die for-Sdleife selbstmaximal n-mal ausge#ihrt wird.

Theorem 2.48 Sei D eine n n-Distanzmatrix. Dann lasst sich in Zeit O(n?)
entscheiden,ob ein kompakter additiver Baum fur D existiert. Falls dieserexistiert,
kann dieser etenfalls in Zeit O(n?) konstruiert werden.

24. Juni

2.5 Exkurs: Priority Queues & Fibonacci-Heaps

In diesemAbsdnitt gehenwir in einen kurzen Exkurs auf eine Realisierungvon
Priority Queuesmittels Fibonacci-Heapsein.
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130 Kapitel 2. Phylogenetistie Baume

2.5.1 Priority Queues

Ein Priority Queueist eineDatenstruktur auf einertotal geordnetenMengemit den
folgendenOperationen:

empty() erzeugteineleerePriority Queue.

insert(elt, key) fugt ein Elemert elt in die Priority Queuemit dem Sdlusselkey
ein.

int size() gibt die Anzahl Elemerte in der Priority Queuezureck.

elt delete_min() liefert ein Elemert mit dem kleinsten Schlessel,dasin der Prio-
rity Queueerthalten ist, und ertfernt diesesausder Priority Queue.

decrease_key(elt,k ey) erniedrigt den Sclesseldes Elemerts elt in der Priority
Queueauf den Wert key, sofernder gesgeicherte Stlusselgre er war.

delete(k ey) losdit dasElemert elt ausder Priority Queue.

Meist wird die Operation delete nicht explizit gefordert und aud nicht benetigt.
Wir werdensieim Folgendendaheraud au er Acht lasen.

2.5.2 Realisierung mit Fibonacci-Heaps

Ein Heap ist ein Baum, in demin den Knoten Elemerte mit Sclesselgespeichert
sind, wobei auf den Stlusselneine totale Ordnung gegelen ist. Dabei muss ein
Heap die Heap-Balingung erfullen, die besagt,dassfer jeden Knoten des Baumes
mit Ausnahmender Wurzel gilt, dassder Scdlusseldes Elemerts im Elter-Knoten
kleiner gleich dem Sdlesseldesbetrachteten Knotens seinmuss.Ein Fibonaai-Heap
ist ein Wald, derenBaume Heapssind.

Y
zyklisch doppelt
verkettete Liste

Abbildung 2.52:Beispiel: Fibonacci-Heap
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De nition  2.49 Der Rang eines Knoten in einem Fibonacci-Heap ist die Anzahl
seiner Kinder.

2.5.3 Implementierung
Fur die Implemertierung von Fib onacci-Heapsvereirbaren wir das Folgende:

Die Wurzeln der HeapseinesFibonacci-Heapswerden in einer doppelt ver-
ketteten zyklischen Liste gehalten. Diese Liste wird im Folgendenaud als
Wurzelliste bezeitinet.

Ebensowerdendie Kinder einesknotensin einerdoppelt verketten zyklischen
Liste gehalten.

Die Wurzel einesHeapsmit dem Elemen mit einemkleinsten Sclesselwird
mit dem so genanrien Min-Zeiger memoriert.

JederKnoten mit Ausnahmeder Wurzeln von Heapshaben einenVerweis auf
ihren Elter.

JederKnoten besitzt eine Verweis auf einesseinerKinder (nicht auf alle, denn
die sind ja dann mber die doppelt verkettete zyklische Kette der Gestwister-
Knoten zuganglidh).

Die Knoten einesFibonacci-Heapkennenmarkiert sein (die Wurzeln werden
dabei niemals markiert sein).

Nun gekenwir eineRealisierungeinerPriorit y Queuebasierendauf einemFibonacci-
Heapan.

size Die Anzahl der Elemerie der Priority Queuewird in einer Variablen gesgei-
chert. Diesewird zu Beginnmit O initialisiert und wird beiinsert's um 1 erheht
und bei delete min's um 1 erniedrigt.

insert Fege ein neuesElemen als einelemetigen Baum in die Wurzelliste ein.
Aktualisiere dann den Min-Pointer.

empty Gib eineleereWurzelliste zureck.
decrease_key Die Realisierungerfolgt wie folgt:

Hangeden Teilbaum gewurzeltam gegelenenElemen ab und fugediesen
Teilbaum in die Wurzelliste ein.
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MIN MIN

o 0O—b— N 0o &Ao&»

Abbildung 2.53: Skizze:Operation decreasekey

Erniedrige den Wert in der Wurzel diesesTeilbaumes,dabei bleibt die
Heap-Bedingungo ensichtlich erfuillt.

Aktualisiere den Min-Pointer.
Markiere den Elter desabgelangtenElemertis (au er eswar eineWurzel)

War dieserKnoten bereits markiert, sowiederholeVerfahrendesAbhan-
gensmit diesemKnoten.

Dieskann ein mehrfadesAbhangenvon Teilbaumenzur Folgehabenund
wird als kaskadenartigerSchnitt bezeitinet.

PR S 9S

decreasekey O : k

/

/

/.
Abbildung 2.54: Skizze:kaskadenartiger Scnitt bei einer decreasekey-Operation

delete_min Die Realisierungerfolgt wie folgt:

Gib das Elemert, auf das der Min-Pointer zeigt, aus und lesde es aus
dem Heap.

Fege die doppelt verkettet Liste der Kinder des gelsditen Knotens in
die Wurzelliste ein.

Aufraumen der Wurzelliste: Versdqimelze Baume, deren Wurzel gleichen
Rangbesitzen.Beim Verstimelzenist dabei zu beatten, dassdie Wurzel
mit dem kleineren Sclesselzum Elter der Wurzel desanderenBaumes
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MIN

0O 0O

T RRX

XX

Abbildung 2.55: Skizze:Operation deletemin

gemadt wird. Somit bleibt die Heap-Bedingunger denneuenstandenen
Baum erhalten.

2R A
%

~—

77N
| | |88| |A|ZZZZZZZZZ |_,

Rang0 Rangl Rang?2 Rang k

Abbildung 2.56: Skizze:Aufraumender Wurzelliste

Die Aufraumaktion selbstwird mit Hilfe einesFeldesder Gre e O(log(n))

gekhrt, dasin jedem Eintrag einen Heap aufnehmenkann. Die Heaps
werden der Reihe nach in das Feld eingebrabt, wobei ein Heap, deren
WurzelRangk hat, in denIndex k desFeldesgestiriebenwird. Ist bereits
ein Heapin einemIndex, sowerdendiesebeidenHeapsgema der Heap-
Bedingungversdimolzen.Dann wird wiederversudit den neuenHeapim

Feld an der richtigen Indexposition abzusgeichern.

Zum Sdcluss wird das Feld geleertund gleichzeitig sukzessie eine neue
Wurzelliste aufgebaut.

Bestimme beim sukzessien Aufbau der neuenWurzelliste neberbei den
neuenMin-Zeiger.

2.5.4 Worst-Case Analyse

Zunadst einmal wollen wir die worst-caseKosten der einzelnenPriority Queue
Operationenabsdhatzen.
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der in der Reihenfolge,wie sie Kinder von v wurden. Dann ist der Rang von v;
mindestensi 2.

Beweis: (durc h Induktion)
Induktionsanfang (i 2): Esist nichts zu zeigen

Induktionssc hritt (! i): Betrachte den Zeitpunkt als v; ein Kind von v wurde.

Rangvon v zu diesemZeitpunkt mindestens 1. Dav; einKind von v wurde, muss-
ten beide Knoten densellen Rang gehabthaben. Somit musstezu diesemZeitpunkt
der Rangvon v; ebenfallsmindestensi 1 gewesensein,

Wie viele Kinder kann v; seitdemverloren haben? Maximal eines,da v; nach einem
decreasekey auf einemKind von v; markiert wird. Jedesweitere decreasekey hatte
V; von seinemElter v getrenrt, wasja nach Voraussetzungnicht seinkann.

Somit ist der Rangvon v; mindestens(i 1) 1=1i 2. ]

Fur die weitere Analyse meissenwir zunadist die Fibonacci-Zahlende nieren. 29. Juni

De nition 2.51 Die Fibonacci-Zahlensind wie folgt de niert: fo= 0, f; = 1 und
fn+2:fn+l+fn furn 2

Fur die folgendeAnalyse benetigen wir noch die folgendenbemerlensverte Eigen-
sthaft der Fibonacci-Zahlen.

Lemma 2.52 Esqilt fur alle k 2 N:
Xk

frag = 1+ fi:
i=1

Beweis: Ubungsaufgale. ]

Mit Hilfe dieserEigenstaft der Fibonacci-Zahlenund dem vorhergehender,emma
eiber Fibonacci-Heapskennen wir die folgende Eigensdaft von Fibonacci-Heaps
beweisen,die ihnen ihren Namengegelen haben.

Lemma 2.53 Seiv ein Knoten eines Fibonaci-Heaps mit Rang k, dann ist die
Gre e desan v gewurzeltenTeilbaumesmindestensf ., .
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Beweis: (durc h Induktion)

Induktionsanfang (k 2 fO0;19):

Ist der Rang= 0, dannist die Gre e deszugelerigenTeilbaumesgenaul = f,.

Ist der Rang = 1, dannist die Gre e deszugelorigen Teilbaumesmindestens
2= f3.

Induktionssc hritt (! k): Seiv ein Knoten mit Rang k. Nach Lemma 2.50 hat
dasi-te Kind Rang mindestensi 2. Nadh Induktionsvoraussetzungst die Gre e
des Teilbaumesvon i-ten Kind mindestensf; ;.. = f;. Somit gilt fur die Gre e
desTeilbaumesvon v:

‘ _ X X«
T il fi v+ =1+ fi=feo
Wurzel rffz_} 1:Kind i=1
2:;:0k: Kind
]
p_
Darausfolgt fer die Analyse:f (n) = (' ") mit ' = % Damit ist der Rang der

Knoten durch O(log(n)) bestirankt.

Operation Aufwand (worst-case)

empty 0(1)
size 0o(1)
insert 0o(1)

decreasekey | O(#cuts) = O(n)
deletemin O(#heaps) = O(n)

Abbildung 2.57: Tabelle: Worst-CaselLaufzeiten der Priorit y-QueueOperationen

2.5.5 Amortisierte Kosten bei Fibonacci-Heaps

Die worst-caseKosten sind also sehr teuer. Man wberlegt sich jedoch leicht, dass
teure Operationen(wie delete min's mit gro en kaskadenartigenSdnitten) nicht zu
oft hintereinandervorkommenkennen.Daher analysierenwir noch die amortisierten
Kosten der Priority QueueOperationen. Dies sind die Kosten im Mittel, wenn wir
den gesanten Lebenszykluseiner Priority Queuebetrachten.
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Ziel:

Wir versutien mit Hilfe einesSparkontos die Kosten abzusbatzen. Wir wer-
denbei billigen Operationenston etwas vorweg sparen,um spater teure Ope-
rationen vom Sparkonto bezahlenzu kennen.

Als amortisierte Kosten bezeitinenwir dabei die Kosten, die fer jeden Sdritt
bezahlt werden. Das sind zum einendie Kosten, die wir direkt aus der Geld-
bersebezahlen,und das, was wir auf das Sparkonto einzahlen.Das Abheben
vom Sparkonto betrachten wir nicht, da wir dieseKosten bereits beim Einzah-
len berecksichtigt haben.

Im Folgendenbestireibenwir, bei welchen Operationenwir wieviel sparenund
versuten eineintuitiv e Bestireibung zu geben, warum.

insert: 1 Kosteneinheitauf Sparkonto.

Wir sparensdion einmal eineKosteneinheitfur dasAufraumender Wurzelliste
fur den Fall, dassder eingebtigte Knoten einmal in der Wurzelliste stefht und
bei einer Aufraumaktion beteiligt ist.

decrease_key: 3 Kosteneinheitenauf Sparkonto.

Wir spareneineKosteneinheitfur dasAufraumender Wurzelliste und zwar fer
die WurzeldesTeilbaumesdenwir in die Wurzelliste einfugen.Dareber hinaus
spartenwir zwei kosteneinheitenfur den markierten Knoten, damit wir spater
zum einendie Kosten fer den Schnitt zum Elter als Teil eineskaskadenartigen
Sdnittes bezahlenkenne,wenn der Knoten ein zweitesKind verliert. Dareber
hinaus sparenwir eine weitere Einheit, da ja dann der markierte Knoten in
die Wurzelliste eingetigt wird und wir somit auch fur ein spateres Aufraume
noch gerug auf dem Sparkonto haben.

decreasekey /k ‘
\ /
i Teilbaum in Wurzelliste
decreasekey teuer,
weil schon markiert.

Abbildung 2.58: Skizze:Vorsorge-Kosterbei decreasekey

delete_min() m Kosteneinheitenauf Sparkonto, wobei m die Anzahl der Heapsin

der neu konstruierten Wurzelliste ist (dabei gilt m = O(log(n))).

Wir sparenalsofer jedenneukonstruierten Heapder neuenWurzelliste jeweils
eine Kosteneinehit,um fer zukeinftige Aufraumarbeiten gewappnet zu sein.
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ZusammenfassekRonnenwir sagen,dasszu jedem Zeitpunkt Folgendegilt:

Fur jeden Knoten in der Wurzelliste halken wir eine Einheit auf dem
Sparkonto und fur jeden markierten Knoten halen wir zwei Einheiten
auf dem Sparkonto.

Kostenanalyse: Wir untersuden jetzt die anfallendenamortisierten Kosten fur
die einzelnenOperationen (au er fur size und empty, da diesetrivialerweise
konstarte Kosten haben).

insert: Fur die insert-Operation gilt:
Einfugenin die Wurzelliste und Aktualisieren MIN-Pointer O(1)
Einzahlung aufs Sparkonto 0(1)
amortisierte Kosten 0(1)

decrease_key: fur die decreasekey Operation gilt:

Umhangenin Wurzelliste

FORR YS9

decreaseey :
edite Kosten = proportional zur # der Sdnitte
ein Sanitt = konstarte Zeit
Abbildung 2.59: Skizze:Kosten fur decreasekey
Erster Schnitt 0(1)
kaslkadenartiger Schnitt (durch Abheben vom Sparkonto) 0
Einzahlung aufs Sparkonto 0(3)
amortisierte Kosten 0(1)

delete _min: Versdimelzenvon Baumenmit gleichem Rang
BezahleVerstimelzenvom Sparkonto (vom neuenKind der Wurzel).
Die Kosten fur das Aufraumenmessendirekt aus der Geldbersebezahlt

werden.
verstcimelzender Heaps(durch Abheben vom Sparkonto) 0
Konstruktion der neuenWurzelliste) O(log(n))
Einzahlung auf das Sparkonto O(log(n))
amortisierte Kosten O(log(n))
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Heap-Bedingung—/&
A

| | | (lél | | |ZZZZZZZZZ |_,

Rang0 Rangl Rang?2 Rang3 Rang k

Abbildung 2.60: Skizze:Kosten fur das Aufraumender Wurzelliste

Damit erhalten wir die in Tabelle 2.61 angegelenen amortisierten Laufzeiten fur
die einzelnenOperationeneiner Priority Queue,die mit Hilfe einesFibonacci-Heaps
implemertiert wurden.

Operation Aufwand (amortisiert)

empty O(1)
size 0(1)
insert 0(1)

decreasekey | O(1)
delete min O(log(n))

Abbildung 2.61: Tabelle: Amortisierte Laufzeiten der Priorit y-QueueOperationen

Zusammenfassen&ennenwir den folgendenSatz wber die Laufzeit einer Folge von
Operationeneiner Priority Queuebasierendauf einemFibonacci-Heapangelen.

Theorem 2.54 Beginnendmit einem leeren Fibonaci-Heap kann eine Folgevon °
Operationen (insert, decreasekey, deletemin, size)in Zeit O(" + k log(m)) ausge-
fuhrt werden, wokei m die maximale Anzahl von Elementenim Fibonacai-Heap ist
und k ° die Anzahlder deletemin-Operationen.

Die erweiterte Version des Prim-Algorithm us basierendauf Priorit y-Queuesist in

Abbildung 2.62 auf Seite 139 angegelen. Dabei ist der blaue teil wiederumnur die
Erweiterung zur Erkennung kompakt additiver Matrizen bzw. zur Konstruktion eines
kompakt additiven Baumes,der ja dann dem minimalen Spanrbaum enspricht.

Laufzeit PQ-Prim: Zur Analyse des Algorithmus von Prim basierendauf Prio-
rity Queuesstellen wir zunadst fer die Anzahl der Aufrufe von Priority Queue
Operationenfest:

Anzahlinsert's:=n 1 n

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik 111 SS2004



2.5. Exkurs: Priority Queues& Fibonacci-Heaps 139

PQ-Prim (set V, int [
f

setE%= ;;

setV0= fvg; /Il (for somev 2 V)
node pred|V];

real dr[V][V]

PQ gq= new PQ:empty();

for all (w2 V nfvg)

f
ginsert(w; (v;w));
predw] = v;

g

while (V°6 V)
f
y := g.delete min();
x = predly];
E%= E9[ fx;yg;
VO= VOl fyg;
for all (v2 V°nfyg)
f
dr(v;y) = dr(v;x) + (X)y);
if (dr(v;y) & (viy)) reject;
g
for all (w2 V nV9
if ((y;w) < gkey(w))
f
g.decreasekey(w; (y;w));

predw] = y;g

g

Abbildung 2.62: Algorithmus: Algorithmus von Prim mit Priority Queuesund der
Erweiterung zur Erkenrung kompakt additiver Matrizen
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Anzahl deletemin's:=n 1 n

Anzahl decreasekey's: n?

Somit ist die Laufzeit O(n?+ 2n+ nlog(n)) = O(n?). (Die Eingabegm e ist ja schon
n?, somit ist die Laufzeit eigenrlich linear). Wir rezitieren hier der Vollstandigkeit
halber noch einmal das Gesantergebnis.

Theorem 2.55 Sei D eine n  n-Distanzmatrix. Dann lasst sich in Zeit O(n?)
entscheiden,ob ein kompakter additiver Baum fur D existiert. Falls dieserexistiert,
kann dieseretenfalls in Zeit O(n?) konstruiert werden.

2.6 Sandwich Probleme

Hauptproblem bei den bishervorgestelltenVerfahrenwar, dasswir dazu die Distan-
zen genauwissenmussten,da beispielsveiseeine leicht modi zierte ultrametrische
Matrix in der Regelnicht mehr ultrametrisch ist. Aus diesemGrund werdenwir in
diesemAbsdnitt einige Problemestellungenvorstellen und lesen,die Fehlerin den
Eingabedatenmodellieren.

2.6.1 Fehlertolerante Mo dellierungen

Bewvor wir zur Problemformulierung kommen,benetigen wir noch einigeNotationen,
wie wir Matrizen zwisden zwei anderenMatrizen einstadteln kennen.

Notation 2.56 SeienM und M°zwein n-Matrizen, danngilt M M©% wenn
Mi; M2 fur alle i;j 2 [1: n] gilt. Fur drei Matrizen M, M° und M % gilt
M2 [MEM%, wennM® M M Pgilt.

Nun kennenwir die zu untersudhendenSandwid-Problemeangelen.

Additives Sandwich Pr oblem

Eingab e: Zwein n-DistanzmatrizenD- und Dy,.
Gesucht: Eine additive Distanzmatrix D 2 [D-; Dy], soferneine existiert.
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Ul trametrisches Sandwich Pr oblem

Eingab e: Zwein n-DistanzmatrizenD- und Dy,.
Gesucht: Eine ultrametrische Distanzmatrix D 2 [D-; Dy], soferneine existiert.

Im Folgendenbezeitinet jM j eine Norm einer Matrix. Hierbei wird diese Norm
jedoch nicht eine Abbildungsnorm der durch M induzierten Abbildung sein, son-
dern wir werden Normen verwenden, die einen  n-Matrix als einen Vektor mit
n? Eintrageninterpretieren. Beispielsveisekennenwir die so genanrien p-Normen
verwenden:

XX L

iDip = iMi; P ;
i=1 j=1

maxfjMi;j :i;j 2 [1:n]g:

iDjs
Damit kennenwir die folgendenApproximationsproblemede nieren.

Additives Appr oximationspr oblem

Eingab e: Einen n-Distanzmatrix D.
Gesucht: Eine additive Distanzmatrix D° die jD DY minimiert.

Ul trametrisches  Appr oximationspr oblem

Eingab e: Einen n-Distanzmatrix D.
Gesucht: Eine ultrametrische Distanzmatrix D die jD DY minimiert.

Fur die weiteren Untersuchungen benetigen wir noch einige Notationen.

Notation 2.57 SeiM einen n-Matrix, dannist MAX( M) der maximaleEintrag
vonM, d.h. MAX (M) = maxfM;; :i;j 2 [1:n]o.

Sei T ein additiver Baum mit n markierten Knoten (mit Markierungenaus|[1: n])
und dr (i; j ), der durch denadditiven Baum induzierte Abstandzwischenden Knoten
mit Markierung i und j, dannist MAX(T) = maxfdr(i;j) : i;j 2 [1:n]g.

SeiM einen n-Matrix und T ein additiver Baum mit n markierten Knoten, dann
scheikenwir T M bzw.T M, wennd(i;j) M;; bzw.dr(i;j) M;; fer
allei;j 2 [1:n] qilt.

Fur zweiMatrizen M und M ° sowieeinen additiven Baum T gilt T 2 [M; M 9, wenn
M T MOgilt
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Wir wollen noch einmal kurz daran erinnern, wie man aus einem ultrametrischen
Baum T = (V;E; ) mit der Knotenmarkierung :V ! R, einenadditiven Baum
T = (V;E; ) mit der Kantengewidtsfunktion :E ! R, erhalt, indemman wie
folgt de niert:
(v)  (w)
2
Somit kennenwir ultrametrische Baumeimmer auch als additive Baumeau assen.

8(v;iw)2 E: (v;w):= > 0

2.6.2 Minimale Spannbaume und ultrametrische Sandwiches

In diesemAbsanitt wollenwir zeigenwie manwir mit Hilfe einesminimalen Spann-
baumesdas ultrametrischen Sandwid-Problem e zien t lesenkann.

De nition 2.58 Sei Dy, eine obkere Schrankenmatrix. Ein ultrametrischer Baum
T Dy heit hedster ultrametrischerBaum fur Dy, wennfur alle ultrametrischen
BaumeT%mit T° Dy, gilt, dassT® T.

Fur den folgendenBeweis ist die folgende Charakterisierung einer ultrametrischen
Matrix hilfreich.

Lemma 2.59 Eine n n-Distanzmatrix D ist genaudann ultrametrisch, wennes
in jedemKreisin G(D) mindestenszwei Kanten maximalen Gewichtesgibt.

Beweis: Ubungsaufgale. ]

Wir gebken in Abbildung 2.63 einen Algorithmus zur Konstruktion eineshedsten
ultrametrischen Baumesfer eine gegeleneobere Strankenmatrix Dy, an.

In Abbildung 2.64 ist die rekursive Konstruktion des ultrametrischen Baumesaus
T, und T, noch einmal illustriert.

Fer die Rekursionerwehnenwir hier noch daswichtige Resultat, daswir im Folgen-
den stillschweigendverwendenwerden.

Lemma 2.60 Sei G = (V;E; ) ein gewichteterungerichteter Graph und T ein
minimaler Spannkaum fur G. SeiV® V und G°= G[VY der durch V° induzierte
Teilgraphvon G. Wenn T[VY zusammenkngendist, dannist auchT[VY ein mini-
maler Spannkaum fur G°
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1. Erzeugeeinenminimalen Spanrbaum S fur G(Dy,).
2. Sortieredie Kanten in E(S) absteigendnad ihrem Gewidht.
3. Konstruiere rekursiv aus S einenultrametrischen Baum T wie folgt:

a) Ist jV(S)j = 1, dann konstruiere einenBaum mit genaueinemKnoten, der
mit dem Label s 2 V(S) markiert ist.

b) Sonst entferne die Kante e = fa;bg mit hedhstem Gewidt aus S und
bestimme (beispielsveise mit Hilfe einer Tiefensude) die beiden Zusam-
menhangskmponerten in (V(S); E(S) nfeg); dieseseienS; und S,.

c) Konstruiere rekursiv ultrametrische Teilbaume T; fur V(S;) mit Hilfe von
S furi2[1:2].

d) Konstruiere T, indem an eine neue Wurzel r die beiden Wurzeln von T,
und T, als Kinder angelangt werden. Das Gewidt der Kante zur Wurzel
des BaumesT; ist dabei %Dh(a; b  h(T;), wobei h(T;) die Summe der
Kantengewitte auf einemeinfacden Pfad von der Wurzel von T; zu einem
beliebigenBlatt von T; ist.

Abbildung 2.63: Algorithmus: Konstruktion eineshedisten ultrametrischen Baumes
r

1Dp(a;b)  h(Ty) :Dn(ab)  h(T)

Abbildung 2.64: Skizze:Rekursive Konstruktion einesultrametrischen Baumesmit
Hilfe eine minimalen Spanrbaumes

Beweis: Ubungsaufgale. ]

Nun kennenwir uns an den Korrektheitsbeweis des Algorithmus heranvagen, der
in folgendemSatz formalisiert ist.

Theorem 2.61 Fur eine gggelenen n-Distanzmatrix D konstruiert der angege-
bene Algorithmus in Zeit O(n?) einen hechstenultrametrischenBaum T fur D.
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144 Kapitel 2. Phylogenetistie Baume

Beweis: Wir beweisenzunadst die Aussageuber die Laufzeit des Algorithmus.
Sdritt 1 berstigt mit dem Algorithmus von Prim basierendauf Priority Queues
realisiert mit Fibonacci-HeapsZeit O(n?). Das Sortieren der Kantengewidite des
minimalen Spanrbaumsin Sdritt 2 lasstsidh in Zeit O(nlog(n)) realisieren,da ein
Spanrbaum auf n Knoten genaun 1 Kanten besitzt. In Sdritt 3 lasstsich jeder
rekursive Aufruf in Zeit O(n) mit Hilfe einer Tiefensute durchfehren. Da maximal
n 1 rekursive Aufrufe netig sind, benetigt Sdritt 3 alsinsgesarh auch Zeit O(n?).

Als erstes beweisen wir, dass der Algorithmus eberhaupt einen ultrametrischen
Baum konstruiert. Dazu bemerlen wir, dassdie enspretende Markierung an der
Wurzel desrekursiv konstruierten ultrametrischen BaumesgeradeD (a; b) ist, wobei
fa;bg die ertfernte Kante aus dem minimalen Spanrbaum ist. Da wir die Kanten
absteigendnadch Gewidht ertfernen, konstruieren wir somit einen (nicht notwendi-
gerweisestrengen)ultrametrischen Baum.

Als nachstesbeweisenwir, dassder konstruierte ultrametrischenBaum T die Bedin-
gung T D erfullt. Wir betrachten dazu zwei beliebigeBlatter x und y in T. Sei
z = lca(x;y) der niedrigste gemeinsameVorfahre von x und y in T. Dies ist in
Abbildung 2.65sdematist dargestellt.

X y
Abbildung 2.65: Skizze:Abstand zwisdhhenx undy in T

Im Folgendenbezeitine dr(x;y) den Abstand zwisthen zwei Knoten x und y im
additiven Baum T, das ist die Summe der Kantengewitite der Kanten auf dem
einfathen Pfad, derx und y in T verbindet. Seie die Kante, die ausdem minimalen
Spanrbaum ertfernt wird, um die Kantengewidite von e, und g, zu bestimmen,d.h.

(&) = 2D(e) h(Ty) und () = 3D(e) h(T2), wobei D(e) := D(a;b) fur eine
Kante e = fa;bg ist. Dann gilt:

dr, (06X + () + (8)+ dr,(y3y)
A(T)+ 5D(8) (T + 5D(8) h(T)+ (T,

dr (X;y)
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2.6. Sandwid Probleme 145

= D(e
D(x;y)

Die letzte Ungleichung lasst sich wie folgt begrinden. In einem minimalen Spann-
baum T muss der Abstand von zwei nicht in T benatbarten Knoten x und y
mindestenssogro seinmuss,wie dasGewidt jeder Kante deseinfadhen Pfadesder
x undyin T verbindet.

Somit wird also ein ultrametrischer Baum konstruiert, der die obere Schrankenma-
trix D einhalt.

Wir meissenalso nur noch zeigen,dassein hedster ultrametrischer Baum T mit
T D konstruiert wird. Seienwiederx und y beliebigeBlatter desBaumesT und
z = Ica(x; y) der niedrigstegemeinsamé@/orfahrevon x undy in T. Seie = f a; bg die
Kante, die aus dem minimalen Spanrbaum entfernt wird, um die Kantengewidte
von g und g, zu bestimmen,d.h. (e) = 3D(e) h(Ti) und (e) = iD(e) h(Ty).

Es gilt dann also, wie eben gezeigt,dr(x;y) = D(a;b). Betrachte im minimalen
Spanrbaum S den einfachen Pfad p von x nach y, in dem nach Annahme die Kante
e erthalten seinmuss.

Nadch Konstruktion desAlgorithmus, wird auf diesemPfad die Kante f a;bg als erste
erntfernt, alsomussD(r;s) D(a;b) fur alle Kanten fr;sg im Pfad p gelten.

Seijetzt U ein beliebigerultrametrischenBaum mit U  D. Nadh Lemma2.59qilt,
dassauf dem Kreis, der aus p und der Kante f x; yg besteli, die Kante maximalen
Gewidites mit den Kantengewiditen, die mit dy induziert werden, nicht eindeutig
ist. Also gilt:

dy (X; y) fplg;pf dy(r;s)g

da nach AnnahmeU D

max fD(r;s)g
fr;sg2p

da D(a;b) auf p maximalesGewicht hat
D(a;b)
wie wir vorhin gezeigthaben

= dr(xy)

Damit gilt alsoU T und der Satz ist bewiesen. ]

Theorem 2.62 SeiD, einen n-Distanzmatrix, dann lasstsich der hechsteultra-
metrische Baum fur Dy, in Zeit O(n?) konstruieren.
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146 Kapitel 2. Phylogenetistie Baume

Man eberlegesich, dasseszu jeder Distanzmatrix D mindestenseinen ultrametri-
shenBaum T mit T D gibt.

Korollar 2.63 SeienD- Dy zwein n-Distanzmatrizen, dann lasstsichin Zeit
O(n?) entscheiden,ob es einen ultrametrischenBaum T 2 [D- : D;] gibt. Falls es
einen solchengibt, so kann dieserekenfalls in Zeit O(n?) konstruiert werden.

Beweis: Zuerst konstruierenwir einen hedsten ultrametrischen Baum T feir Dy,.
Nach demvorhergehenderSatzkann diesin Zeit O(n?) gestiehen.Dann uberprefen
wir, ob T  D- qilt. Fallsja, dannist T der gesubtte ultrametrische Baum. Falls
nicht, dann kann eskeinenultrametrischen Baum feir das ultrametrische Sandwit-
Problem geben. Angenommenes gabe einen ultrametrischen Baum U 2 [D-;Dy].
Da T ein hedster ultrametrischer Baum fer Dy, ist, gilt alsoD- U T Dy und
somit T 2 [D-;Dy]. Diesist der geweinsdte Widersprud. ]

2.6.3 Asymmetrie zwischen oberer und unterer Schranke

In diesemAbsdnitt wollenwir noch kurz darauf eingehendassman nicht sinnvoller-
weiseanalogzu hedsten ultrametrischen Baumen, die eine obere Sthrankenmatrix
erfullen, auch niedrigste ultrametrische Baume, die eine untere Schrankenmatrix
erfullen, de nieren kann.

De nition  2.64 Sei D- eine untere Schiankenmatrix. Ein ultrametrischer Baum
T D- heit niedrigsterultrametrischerBaumfur D+, wennfur alle ultrametrischen
BaumeT%mit T°® D- gilt, dassT® T.

Wir werdenjetzt zeigen,dasseseine(und damit aud unendlich viele) untere Scran-
kenmatrizengibt, die keinenniedrigstenultrametrischen Baum erlauben. Dies steht
vellig im Gegensatzzum ErgebnisdesvorherigenAbsdnittes, dasseszu jeder obe-
ren Scrankenmatrix einenhedsten ultrametrischen Baum gibt.

Lla b c Hila b ¢ Hola b ¢
a0 x vy a |0 x Xx a |0 x vy
b 0 z b 0 z b 0 x
C 0 C 0 C 0

Abbildung 2.66:Beispiel: Distanzmatrizenzum Beweis der Nichtexistenz niedrigster
ultrametrischer Baume(x > y> Ound x > z > 0)
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2.6. Sandwid Probleme 147

Dazu sind in Abbilddung 2.66drei 3 3-Distanzmatrizende niert. Hier gilt savohl
X >y> 0alsaud x > z > 0. Wie man sofort sielt, gilt L H; undL H,. Des
Weiteren lassensich fur H; und H, sofort ultrametrische Baume angeken, d.h. H,
und H» sind ultrametrische Matrizen.

WegenLemma?2.59mussfer jedeultrametrische Matrix U L gelten,dassim Kreis

(a;b;c;a) das Maximum auf mindestenszwei versdiiedenenKanten angenommen
wird. Da die Kante fa;bg das Gewidt X > maxfy;zg besitzt, mussin U

entweder U(a;c) = x oder U(b;c) = x gelten. Die kleinsten solden
Matrizen mit U L sind dann aber geradeH; und H,. Da aber o ensichtlich weder
H: H,noch H; H, gilt, kann eskeine niedrigste ultrametrische Matrix U mit

U L geben.

2.6.4 Ultrametrisches Approximationsproblem

Wir wollen nun noch dasultrametrische Approximationsproblemfer die Maximums-
norm lesen.Zunadst einmal zeigenwir das folgendeResultat.

Lemma 2.65 Sei G = (V;E; ) ein gewichteter ungerichteter Graph. T ist
genaudann ein minimaler Spannkaum G, wenn T ein minimaler Spanntaum von
G°= (V;E; + 0 fureinc2 R, ist, wolei +c:E! R, :e7! (€ + cist.

Beweis: Ubungsaufgale. ]

De nieren wir nun noch fur die folgendentberlegungerdie sogenanrte Translation
einer Distanzmatrix.

De nition 2.66 SeiD einen n-Distanzmatrix und seic > MIN(D) , wolei
MIN (D) := minfD(i;j) : i 6 ] 2 [1:n]g, dannist die Translation einer Distanz-
matrix um c wie folgt de niert:

. D@j)  fallsi=j
(c) =
D= pi;j)y+c fallsi j

Man megesid mberlegen,dassnad der obigenDe nitionen jede Translation einer

Distanzmatrix wieder eine Distanzmatrix liefert.

Wir zeigennun, dasssich durch eine Translation die zugelerigen ultrametrischen
Baumekaum andern.
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148 Kapitel 2. Phylogenetistie Baume

Lemma 2.67 SeiD eine eine Distanzmatrix und ¢ 2 R, Der hechsteultrametri-
scheBaum fur D€ lasstsich aus D konstruieren, indem die Kantengewichtezu den
zu den Blattern inzidenten Kanten um c=2 erheht werden.

Beweis: Nad Lemma 2.65 ist die Struktur eines minimalen Spanrbaumes fer
die vershiobene Distanzmatrix unverandert. Einzig und allein die Kantengewitte
andernsid.

Im Sdritt 3d) desAlgorithmus andern sich nur die Kantengewidite zu neu hinzu-
konstruierten Wurzel. Diesewurde mittels (e) := 1D(e) h(T;) gesetzt.Da fur
jeden Baum T, der nur aus einemBlatt bestel, h(T) = 0 gilt, werde die zu den
Blattern inzidernten Kanten um denWert c=2 erheht. An den Gewiditen der inneren
Kanten andert sich hingegennichts. [

Fur dasultrametrische Approximationsproblemin der Maximumsnorm meissenwir
jetzt nur einetranslatierte Distanzmatrix D° nden, sodassjD DY; = " minimal
wird. Dasist aquivalernt dazuein minimales" zu nden, sodassD®2 [D ":D+"]
gilt. Wir konstruierenalsoweiterhin eine hedhsten ultrametrischen Baum T fur D.
Dann bestimmenwir den maximalen Abstand von T und D und setzen

w._ 0D drjs
: o

Dann ist der zu D) geherige hedhste ultrametrische Baum der gesubte.

Theorem 2.68 SeiD einen n-Distanzmatrix, dann lasst sich eine ultrametri-
scheMatrix D°mit minimalen Abstandzu D in der Maximumsnormin Zeit O(n?)
konstruieren, d.h. eine ultrametrischeMatrix D, die jD DY; minimiert.

2.6.5 Komplexit atsresultate

Fassenwir die positiven Ergebnissenoch einmal in der folgendenAbbildung 2.67
zusammenund erwaehnen,dassdie nicht behandeltenProblemealle N P-Hart sind.

| Problem | ultrametrisch | additiv |
Sandwid O(n?) NPC
Approximation (j j1 ) O(n?) NPC
Approximation (j jp) NPC NPC

Abbildung 2.67: Ubersidit: Komplexitaten der Approximationsprobleme
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2.7. Alternativ e Lesungfer das Sandwid-Problem(*) 149

2.7 Alternative Lesung fur das Sandwich-Problem?

2.7.1 Eine einfache Leosung

In diesemAbsdnitt wollenwir noch eineandereL esungangelken,um dasultrametri-
sthe Sandwid-Problem zu lesen.Wir beginnenmit einer einfaden, nicht allzu e -
zierten Lesung,um die Ideenhinter der Lesungzu erkennen.lm nachsten Absdnitt
werdenwir dann einee zien tere Lesungangelen, die von der Idee her im Wesen-
lichen gleich seinwird, aber dort nicht soleicht bzw. kaum zu erkennenseinwird.

Zuerst zeigenwir, dasswenn eseinenultrametrischen Baum gibt, der der Sandwid-
Bedingung gereigt, es aud einen ultrametrischen Baum gibt, dessenWurzelmar-
kierung gleich dem maximalem Eintrag der Matrix D- ist. Dies liefert einenersten
Ansatzpunkt fur einenrekursiven Algorithmus.

Lemma 2.69 SeienD- und D,, zwein n-Distanzmatrizen. Wenn ein ultrametri-
scherBaum T mit T 2 [D-; Dy] existiert, dann gibt es einen ultrametrischenBaum
TOmit T°2 [D+; D] und MAX (T9 = MAX(D").

Beweis: Wir beweisendie Behauptung durch Widerspruc. Wir nehmenalso an,
dasseskeinenultrametrischen Baum T°2 [D+; D] mit MAX(T9 = MAX (D-) gibt.

SeiT?2 [D-;Dy] ein ultrametrischer Baum, der s := MAX(T9 MAX(D-) mini-
miert. Nadh Voraussetzunggibt esmindestenseinensolthhen Baum und nad unserer
Annahme fer den Widersprudsbeweisist s > 0.

Wir konstruieren jetzt aus T° einen neuen Baum T indem wir nur die Kanten-
gewidite der Kanten in T%andern, die zur Wurzel von T° bzw. T%inzident sind.
Zuerst de nieren wir = %minf (e);sg > 0. Wir bemerlen, dassdann %
und > gilt.

Seialsoe ein Kante, die zur Wurzel von T%inzident ist. Dann setzenwir
Re)= e

Hierbei bezeitinet °bzw. %die Kantengewidtsfunktion von T° bzw. T% Zuerst
halten wir fest, dassdie Kantengewidite der Kanten, die zur Wurzel inzidert sind,

1DieserAbschnitt wurde nicht in der Vorlesungbehandeltund ist nur der Vollstandigkeit halber
aufgenommenworden.
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150 Kapitel 2. Phylogenetistie Baume

weiterhin positiv sind, da

— > 0O

(@ @ 2=

Da wir Kantengewidite nur reduzieren,gilt o ensichtlich weiterhin T Dy,. Wir
meissenalso nur noch zeigen,dassaudc D- T%weiterhin gilt. Betrachten wir
hierzu zwei Blatter v und w in T%und die Wurzel r (T®} von T° Wir unterscheiden
jetzt zwei Falle, je nachdem, ob der kerzeste Weg von v nach w eber die Wurzel
fuhrt oder nicht.

Fall 1 (Ica(v;w) 8 r(T9): Dann wird der Abstand von drow gegember dyoo fur
dieseBlatter nicht verandert und esqilt:

drov;w) = dro(v;w) D-(v;w):
Fall 2 (lca(v;w) = r(T9): Dann werdendie beidenKantengewitte der Kanten

auf dem Wegvon v zu w die inzidert zur Wurzel sind um jeweils  erniedrigt und
wir erhalten:

drov;w) = dro(v;w) 2

da dro(v;w) = s+ MAX (D)

= s+ MAX(D) 2
da2 s
s+ MAX(D-) s

= MAX(D-)
D-(v;w):

Also ist D- T Somit haben wir einen ultrametrischen Baum T%2 [D-;Dy]

konstruiert, far den

MAX (T% MAX (D) MAX(TY 2 MAX(D))

da >0
< MAX(TY MAX(D)
= S

gilt. Dies ist o ensichtlich ein Widerspruch zur Wahl von T und das Lemma ist
bewiesen. -

Das vorherigeLemma legt die De nition niedriger ultrametrische Baume nahe.
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De nition  2.70 Ein ultrametrischer Baum T 2 [D-;Dy] heit niedrig, wenn
MAX (T) = MAX(D-).

Um unsim weiteren etwas leichter zu tun, benetigen wir einigeweitere Notationen.

Notation 2.71 SeiT = (V;E) ein gewurzelterBaum. Dann bezeichnetL (T) die
Mengeder Blatter von T. Fur v 2 L(T) bezeichnet

L(T;v):=fw2 L(T) : Ica(v;w) 6 r(T)g

die Mengealler Blatter die sich im sellen Teilbaum der Wurzel von T be nden wie
v selbst.

Aus demvorherigenLemmaund den Notationen folgt jetzt unmittelbar dasfolgende
Korollar.

Korollar 2.72 Fur jeden niedrigen ultrametrischenBaum T 2 [D-; D] gilt:

8x;y 2 L(T) : (D-(x;y) = MAX(D)) ) (dr(x;y) = MAX(D-)):

Bewvor wir zum zertralen Lemma kommen, meissenwir noch eine weitere grundle-
gendeDe nition festlegen.

De nition 2.73 SeienD- Dy zwein n-Matrizen und seienk;” 2 [1: n], dann
ist der Graph Gy = (V; Ex.) wie folgt de niert:

V
Ex.

[1:n];
f(i;§) @ Dn(i;j) < D-(k; )g:

Mit C(Gy:;V) bezeichnenwir die Zusammenhangskongmente von Gy.-, die den
Knoten v enthalt.

Nun kommenwir zu dem zertralen Lemmafur unsereneinfacen Algorithmus, das
uns besdireibt, wie wir mit Kenntnis desGraphen Gy (oder besserdessenZusam-
menhangskmponerten) den gewinsditen ultrametrischen Baum konstruieren ken-
nen.
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Lemma 2.74 SeienD- Dy zwein n-Matrizen undseienk;" 2 [1: n] sogewahilt,
dassD-(k; ) = MAX(D-). Wenn ein niedriger ultrametrischerBaum T 2 [D-; D]
existiert, dann gibt esauch einen niedrigen ultrametrischenBaum T°2 [D-; Dy,] mit

L(T%V) = V(C(Gk:;V))

fur allev 2 L(T).

Beweis: Wir beweisenzuerstdie folgendeBehauptung:
8T 2 [D+;Dp]: V(C(Gyy;v))  L(T;v):

Wir fuhren diesenBeweis durch Widersprudh. Seidazux 2 V(C(Gg:;Vv)) nL(T;v).
Da x 2 V(C(Gk:;V)) gibt eseinenPfad p von v nach x in Gy (siehedazu auct
Abbildung 2.68). Sei(y;z) 2 p die erste Kante desPfadesvon v nach x in Gy, so
dassy 2 L(t;v), aberz 2 L(T;v) gilt. Da (y;z) 2 E(C(Gk-;Vv))  Eg.: ist, gilt
Dn(y;z) < D-(k;").

C(Gk:;V)

Abbildung 2.68: Skizze:L(T;v) und C(G:; V)
Day 2 L(T;v), aberz 2 L(T;v) ist, gilt Ica(y;z) = r(T). Somit ist
dr(y;2) MAX(D-) = D-(k;"):
Daraus folgt unmittelbar, dass
dr(y;z) D-(k;") > Dn(y;2):

Dies ist aber o ensichtlich ein Widerspruch zu T 2 [D-;Dy] und somit ist die
Behauptung gezeigt.

Wir zeigenjetzt, wie ein Baum T umgebautwerdenkann, sodasser die geweinstte
Eigenshaft desLemmaserfullt. SeialsoT ein niedriger ultrametrischer Baum mit
T 2 [D-;Dy]. Seiweiter S := L(T;v) nV(C(Gx:;V)). Ist S leer, soist nichts mehr
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zu zeigen.Seialsos 2 S und x 2 V(C(Gk:;Vv)). Nach Wahl von s und x gibt esin
Gy keinenPfad von s nadh x. Somit gilt

Dn(x;s) D-(k;’)= MAX(D-) = MAX(T) dr(x;s) D-(x;s):

Wir bauenjetzt T zu T%wie folgt um. Betrachte den Teilbaum T, der Wurzel r(T)
von T der sonvohl x als audh s erthalt. Wir duplizieren T, zu T, und hangenan
die Wurzel von T%sownohl T; als auch T, an. In T; entfernen wir alle Blatter aus S
und in T, erntfernen wir alle Blatter ausV (C(Gy.;V)) (sieheauch Abbildung 2.69).
Ansdlie end raumenwir in den Baumennoch auf, indem wir Kanten erntfernen, die
zu keinenedten Blattern mehr fehren. Ebensolesthenwir Knoten, die nur noch ein
Kind besitzen,indem wir diesesKind zum Kind desElters desgelostiten Knoten
maden. Letztendlich erhalten wir einenneuenultrametrischen Baum T %

r(T9) r(T%

Abbildung 2.69: Skizze:Umbau desniedrigen ultrametrischen Baumes

Wir zeigenjetzt, dassT%2 [D-;Dy] ist. Da wir die Knotenmarkierung der eber-
lebendenKnoten nicht andern, bleibt der ultrametrische Baum niedrig. Betrachten
wir zwei Blatter x undy , die nicht zu T, oder T, geteren. Da der Pfad in T %derselke
wie in TCist, gilt weiterhin

D-(x;y) drodX;y) Dn(x;y):

Gebhert ein Knoten x zu T; oder T, und der andereKnoten y nicht zu T, und T,
soist der Pfad nach die Duplikation beziglich des Abstands derselke. Es gilt also
wiederum

D-(x;y) drodx;y) Dn(x;y):
Geheren beide Knoten v und w entweder zu T, oder zu T,, dann hat sich der Pfad
nad der Duplikation bzgl. desAbstands auch wieder nicht geandert, also gilt

D-(x;y) drdX;y) Dn(Xy):

Esbleibt der Fall zu betrachten, dassein Knoten zu T, und einerzu T, gelort. Hier
hat sich der Pfad de nitiv geandert, da er jetzt mber die Wurzel von T%fuhrt. Seis
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der Knoten in T, und x der Knoten in T,. Wir haben aber bereits gezeigt,dassfur
solde Knoten gilt:
Dn(x;s) drox;s) D-(x;s):

Somit ist der Satz bewiesen. ]

Aus diesemBeweis ergibt sich unmittelbar die folgendeldee fur unserenAlgorith-

mus. Aus der Kenntnis des Graphen G- fur eine gre te untere Scranke D-(k; ")

fur zwei Speziesk und ~ besdireiben uns die Zusammenhangsémponerten die Par-

tition der Spezies,wie diesein den verstiedenenTeilbaumen an der Wurzel des
ultrametrischen Baumeshangenmessen soferneseiberhaupt einengibt. Somit ken-
nen wir die Speziespartitionieren und fer jede Mengeder Partition eineneigenen
ultrametrischen Baum rekursiv konstruieren, deren Wurzeln dann die Kinder der
Gesantwurzel des zu konstruierendenultrametrischen Teilbaumeswerden. Damit

ergibt sich der folgende,in Abbildung 2.70angegeleneAlgorithmus.

Bestimmek; ™ 2 [1:n], sodassD-(k; ) = MAX(D-). O(n?)
Konstruiere Gy:. O(n?)
Bestimmedie Zusammenhangskmponerten Cy;:::; Cy, von Gy O(n?)
Konstruiere rekursiv ultrametrische Baumefur die einzelnenZusqg‘umenhangs-
komponerten. L T(3Gi)
Baue aus den TeillosungenTy;:::; Ty, fur Cy;:::; C,, einen ultrametrischen
Baum, indem man die Wurzelnder T¢;:::; T, alsKinder an eineneueWurzel
hangt, die als Knotenmarkierung MAX (D-) erhalt. O(n)

Abbildung 2.70:Algorithmus: Algorithm usfer dasultrametrische Sandwid-Problem

Fur die Korrektheit meissenwir nur noch zeigen,dassdie Partition nicht trivial ist,
d.h., dassder Graph Gy.- nicht zusammeniangendist.

Lemma 2.75 SeienD- Dy zwein n-Distanzmatrizenund seienk;” 2 [1: n]
so gewahlt, dassD-(k; ") = MAX(D-) gilt. Wenn Gy zusammenkngendist, dann
kann es keine ultrametrischeMatrix U 2 [D-;Dy] gelen.

Beweis: Angenommen,esgabe eine ultrametrische Matrix U 2 [D-;Dy]. Da G-
zusammenhkngendist, gibt eseinenPfad p = (vi;:::;Vy) mit vi = kund vy, = " in
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Gy . Aufgrund der ultrametrischenMatrix U gilt dann (da dieseja die ultrametrische
Dreiedksungleihwung erfullt):

U(k;") maxf U(k; vz); U(v2; )9
maxf U(k; v2); maxt U(vz; v3); U(vs; )ag
= maxt U(k;vo); U(vz; v3); U(vs; )g
maxt U(K; v2); U(vz; v3); maxt U(vs; va); U(Vs; )00
= maxt U(k; vo); U(vo; v3); U(vs;vs); U(vs; )g

nad Konstruktion von Gy
< D-(ki")

Damit erhalten wir alsoU(k; ") < D-(k; ). Diesist aber o ensichtlich ein Wider-
spruch dazu,dassU 2 [D-; Dy]. [

Damit ist die Korrektheit bewiesenln Abbildung 2.71ist ein Beispielzur lllustration
der Vorgehenswisedeseinfaden Algorithmus angegelen.

Fer die Laufzeit erhalten wir

xn
T(n)= 0%+  T(n)

i=1

P
mit 2, nj = n. Wir wberlegenuns, was bei einem rekursiven Aufruf gesbieht.
Bei jedemrekursiven Aufruf wird einePartition der Menge[1 : n] verfeinert. Da wir

alsomaximal n 1 rekursive Aufrufe geben. Somit ist die Laufzeit durch O(n n?)
besdirankt.

Theorem 2.76 SeienD- D, zwein n-Distanzmatrizen. Ein ultrametrischer
Baum T 2 [D- : Dy] kannin Zeit O(n®) konstruiert werden, sofern ukerhaupt einer
existiert.
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D-|1 2 3 45 Dh|[[1 2 3 45
1012 36 1]o0 6 8 8
2 0 455 2 0 6 8
3 0 45 3 0 6 8
4 01 4 0
5 0 5 0
Gl,S

O

f1,2;3g f4;59
D-|1 2 3|4 5 Dh||1 2 3|4 5
101 2|3 6 100 6|8 8
2 0 4/5 5 2 0 5/6 8
3 0/4 5 3 0/6 8
4 01 4 0 3
5 0 5 0
@@ ®
@ (4) (1)
f1,29 3 4 5

Abbildung 2.71:Beispiel: Einfache Loesungdesultrametrischen Sandwid-Problems
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2.7.2 Charakterisierung einer e zienteren Lesung

In diesemAbsdnitt wollen wir zeigen,dasswir das ultrametrische Sandwid Pro-
blem sogarin Zeit O(n?) lesenkennen. Diesist optimal, da ja bereits die Eingabe-
matrizen die Gre e ( n?) besitzen.Dazu benetigen wir erst noch die De nition der
Kosten einesPfades.

De nition 2.77 SeiG = (V;E; ) ein gewichteterGraph. Die Kosten c(p) eines

c(p) := maxf (v 1;v) :i2[1:n]g:

Mit D(G;v;w) bezeichnenwir die minimalen Kosten eines Pfadesvon v nachw in
G.
D(G;v;w) := minfc(p) : pist ein Pfad von v nachwg:

Warum interessierenwir uns eiberhaupt fer die Kosten eines Pfades?Betrachten

ultrametrischen Matrix D induziert wird. Seiendabei (v;w) die Kosten der Kante
(v;w). Wie gro ist nun der Abstand dp (Vo; Vi) VOn Vg zu v, ? Unter Bereicksichtigung
der ultrametrischen Dreiedsungleidiung erhalten wir:

dp (Vo; W) maxf dp (Vo; Vn 1); (Vn 1;Vn)O
maxf maxf dp (Vo; Vi 2); (Vn 2;Vn 1)0; (Vn 1;Vn)Q

= maxfdp(Vo;Vn 2); (Vn 20V 1); (Vn 1;Vn)Q

= op)

Die letzte Gleichung folgt nur fur den Fall, dasswir einenPfad mit minimalen Kos-
ten gewahlt haben. Somit sind die Kosten einesPfadesin dem zur ultrametrischen
Matrix geherigem gewititeten Graphen eine obere Sdranke fur den Abstand der
Endpunkte diesesPfades.

Im folgendenLemma erhalten wir dann eine weitere Charakterisierung, wann zwei
Knoten k und * im zugetorigen GraphenGy- durch einenPfad verbundensind. Man
beadite, dasswir hier nicht beliebige Knotenpaare betrachten, sonderngenaudas
Knotenpaar, dessenmaximaler Abstand gema  der unteren Scranke den Graphen
Gy de niert.
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Lemma 2.78 SeienD- Dy zwei Distanzmatrizen. Zwei Knoten k und ~ be n-
den sich genau dann in dersellen Zusammenhangskongmente von Gy, wenn
D-(k;") > D(G(Dn); k; ).

Beweis: ) : Wennsich k und * in derselten Zusammenhangsimponerte von Gy
be nden, dann gibt eseinen Pfad p von k nach *. Fer alle Kanten (v;w) 2 p gilt
daher (da sieKanten in Gy sind): (v;w) < D-(k;I). Somitist audh dasMaximum
der Kantengewitte durch D-(k; ) bestirankt und esgilt D(G(Dy); k; ) < D-(k;").

( : Gelte nun D(G(Dy);k; ") < D-(k;"). Dann existiert nach De nition vonD( ;)
und Gg- ein Pfad p in G(Dy), so dassdas Gewidit jeder Kante durch D-(k; ")
besdirankt ist. Somit ist p audh ein Pfad in Gy.- von v nach w. Also be nden sich v
und w in dersellen Zusammenhangskmponerte von Gy.-. ]

Notation 2.79 Sei T ein Baum. Den eindeutigeneinfachenPfad von v 2 V(T)
nachw 2 V(T) bezeichnenwir mit pr(v;w).

Im Folgendensei T ein minimaler Spanrbaum von G(D},). Mit obiger Notation gilt
dann, dassD(T;v;w) = c(pr(v;w)). Wir werden jetzt zeigen,dasswir die oberen
Sdiranken, die eigerilich durch die Matrix Dy, gegelen sind, durch den zugelorigen
minimalen Spanrbaumvon G(Dy) mit viel wenigerSpeicherplatz darstellenkennen.

Lemma 2.80 Sei Dy, eine Distanzmatrix und sei T ein minimaler Spannkaum
des Graphen G(Dy). Dann gilt D(T;v;w) = D(G(Dy);v;w) fur alle Knoten
v;w 2 V(T) = V(G(Dy)).

Beweis: Zuerst halten wir fest, dassjeder Pfad in T auch ein Pfad in G(Dy,) ist.
Somit gilt in jedemFalle

D(G(Dp);v;w)  D(T;v;w):

Fer einen Widersprudhsbeweis nehmenwir jetzt an, dasseszwei Knoten v und w
mit
D(G(Dy);Vv;w) < D(T;v;w)

gibt. Dann existiert ein Pfad p in G(Dy,) von v nach w mit ¢(p) < D(T; v;w).

Wir betrachten jetzt den eindeutigenPfad pr(v; w) im minimalen Spanrbaum T.
Seijetzt (x;y) eineKante in pr(v; w)mit maximalem Gewidit, also (x;y) = c(pr).
Wir ertfernen jetzt dieseKante aus T und erhalten somit zwei Teilbaume T, und
T,, die alle Knoten desGraphen G(Dy) beinhalten. Diesist in der Abbildung 2.72
illustriert.
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Abbildung 2.72: Skizze:SpannendeWald f T1; T,g von G(Dy) nadh Entfernen von
f X; yg ausdem minimalen Spanrbaum T

Sei (x%y9 die erste Kante auf dem Pfad p in G(Dy), die die Baume T, und T,
verbindet, d.h. x°2 V(T,) und y°2 V(T,). Nach Voraussetzunggilt, dass

Dn(x5Yy9 < Dn(x;y);

da jede Kante desPfadesp nach Widerspruchsannahmeleichter sein muss als die
schwerste Kante in pr und da (x; y) ja einesthwerste Kante in pr war.

Dann kennten wir jedoch einenneuenSpanrbaum T° mittels

E(TY = (E(T)nf(x;y)9) [ f(x%y9g

konstruieren. Dieserhat dann Gewidt

(T = (M)+ | (XQ,YOEZO (X; y; < ()

Somit hatten wir einenSpanrbaum mit einemkleinerenGewidt konstruiert als der
desminimalen Spanrbaumes,was o ensichtlich ein Widersprud ist. ]

Damit haben wir gezeigt,dasswir im Folgendendie Informationen der Matrix Dy,
durch die Informationen im minimalen Spanrbaum T von G(D},) ersetzenkennen.

De nition 2.81 Seien D- D, zwei n n-Distanzmatrizen. Zwei Knoten
v;w 2 [1:n] heien separalel, wennD-(v;w) D(G(Dy);v;w) gilt.

Die Separabilitat von zwei Knoten ist eine naheliegendeEigenstatft, die wir bene-
tigen werden, um zu zeigen, dass es meglich ist einen ultrametrischen Baum zu
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konstruieren, in dem der verbindende Pfad sowvohl die untere als auch die obere
Sdiranke fur den Abstand einhalt. Wir werden dies gleich formal beweisen, aber
wir bemetigen dazu erst noch ein paar De nitionen und Lemmata. Zuerst halten
wir aber noch das folgendeKorollar fest, das aus dem vorherigenLemma und der
De nition unmittelbar folgt.

Korollar 2.82 SeienD- Dy zwein n-Distanzmatrizenund seiT ein minimaler
Spanntaum von G(Dy). Zwei Knoten v; w 2 [1: n] sind genaudann segaralel, wenn
D-(v;w) D(T;v;w) gilt.

Bewvor wir den zertralen Zusammenhangwisden paarweiserSeparabilitat und der
Existenz ultrametrischer Sandwit-Baume zeigen,benetigen wir noch die folgende
De nition.

De nition 2.83 SeienD- Dy zwein n-Distanzmatrizenund sei T ein mini-
maler Spannkaum von G(D4,). Eine Kante (x; y) desPfadespr (v; w) im minimalen
Spannkaum, der v und w verbindet, hei t link-edge wennsie eine Kante maximalen
Gewichtesin pr(v;w) ist, d.h. wenn

Dn(x;y) = c(pr(viw)) = D(T;v;w)

gilt. Mit Link(v;w) bezeichnenwir die Mengeder Link-edgesfur das Knotenpaar
(v;w).

Ansdaulich ist die Link-Edge einesPfadesim zur oberenSdrankenmatrix geherigen
Graphen diejenige, die den maximalen Abstand von zwei Knoten bestimnt, die
durch diesenPfad verbundenwerden.Aus diesemGrund werdendieseeinebesondere
Rolle spielen.

De nition 2.84 SeienD- Dy zwein n-Distanzmatrizenund sei T ein minima-
ler Spannbaum von G(Dy,). Fer jede Kante (x;y) 2 E(T) im minimalen Spannkaum
ist die cut-weight CW(x;y) wie folgt de niert:

CW(x;y) := maxfD-(v;w) : (X;y) 2 Link(x;y)g:

Die cut-weight einer Kante ist der maximale Mindestabstand zweier Knoten, deren
Verbindungspfad diese Kante als link-edge besitzt. Um ein wenig mehr Licht in
die Bedeutung der cut-weight zu bringen, betrachten wir jetzt nur die maximale
auftretendecut-weight einesminimalen Spanrbaumesdeszu den Maximalabstanden
gelhorigen Graphen.

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik 111 SS2004



2.7. Alternativ e Lesungfer das Sandwid-Problem(*) 161

Fur diese maximale cut-weight ¢ gilt dann ¢ = MAX(D-), wie man sich leicht
eiberlegt. Wie im einfachen Algorithm us werdenwir jetzt versudien alle sdwereren
Kantenin Gy (derja einTeilgraphvon G(Dy) ist) zu entfernen. Statt G- betrachten
wir jedoch den minimalen Spanrbaum T von G(Dy) (der ja nach De nition auch
ein Teilgraph von G(Dy,) ist).

In G- werden alle schwereren Kanten entfernt, damit Gy- in mehrereZusammen-
hangslomponerien zerfllt. Zuerst mberlegt man sich, dassesaud gereigenwelrde,
soviele von den sthwersten Kanten zu entfernen, bis zwei Zusammenhangskmpo-
nerten enstehen. Dies ware jedoch algorithmisch sehraufwendig und weirde in der
Regel keinen editen Zeitvorteil bedeuten.Im minimalen Spanrbaum T lasst sich
dieshingegensehrleicht durch Entfernen der Kante mit der maximalen cut-weigh
erzielen.Im Beweisvom ebernachsten Lemmawerdenwir diesnoch genauersehen.

DasfolgendeLemmastellt noch einenfundamerialen ZusammenhangwistenKan-
tengewiditen in Kreisen zu additiven Matrizen geherigen gewiciteten Graphenund
der Eigensdatft einer Ultrametrik dar, die wir im Folgendenbenetigen, um leicht
von einer additiven Matrix nadweisenzu kennen,dasssie bereits ultrametrisch ist.

Lemma 2.85 Eine additive Matrix M ist genaudann ultrametrischist, wenn fer
jede Folge (iq;:::;ix) 2 N paarweise verschiglener Werte mit k 3 qilt, dass

angenommenwird.

Beweis: ( : SeiM eine additive Matrix und esgelte fur alle k 3 und fur alle
Folgen(iq;:::;ix) NX mit paarweiseversthiedenenFolgengliedern,dass

maxf M (i1;i2); M (i2;13); 255 M (i 151k); M (ik; 1) g (2.1)
nicht eindeutigist.
Wennmanin (2.1) k = 3 einsetzt, gilt insbesonderder beliebigea;b;c2 N, dass
maxf M (a;b); M (b;c); M (c;a)g
nicht eindeutigist und damit ist M also ultrametrisch.

) :SeiM nun ultrametrisch, dannist M auc additiv. Wir meissemur noch (2.1) zu

der fundamenalen Eigenstaft einerUltrametrik wissenwir, dassdasMaximum von
(M (iq;i2); M (ip;i3); M (is;i1)) nicht eindeutigist. Wir beweisen(2.1) per Induktion:

nicht eindeutig ist, so gilt diesaud fur j + 1. Dazu betrachten wir iy, i; und ij4; .
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Weiter wissenwir, dassmaxf M (i1;i;); M (ij;ij+1); M (ij+1;11)g nicht eindeutig ist,
d.h. einer der Werte ist kleiner als die anderen beiden. Betrachten wir wie sich
das Maximum andert, wenn wir M (ij;i;) herausnehmerund dafer M (i;;i;+1) und
M (ij+1;i1) dazugelen.

Fall 1: M(iq;i;) ist der kleinste Wert. Durch das Hinzufugenvon M (i ;i;+1) und
M (ij+1;11) kanndasMaximum nicht eindeutigwerden,dennbeideWerte sind gleich.
Liegensie unter dem alten Maximum andert sich nichts, liegensie dareber, bilden
beide das nicht eindeutige neue Maximum. Das Entfernen von M (i4; ;) spielt nur
eineRolle, falls M (i4;ij) vorher ein Maximum war. In demFall sind aber M (i ; ij+1)
und M (ij+1;11) dasneue,nicht eindeutigeMaximum.

Fall 2: M (ij+1;11) ist der kleinste Wert. Dannist M (i;i;) = M (ij;ij+1). DasEnt-
fernenvon M (i4;i;) wird durch dasHinzufegenvon M (i; ; ij+1) wiederausgegliben.
M (ij+1;11) wird audh hinzugetigt, spielt aber keine Rolle.

Fall 3: M(ij;ij+1) ist der kleinste Wert. Dann ist M (i1;ij) = M (i1;ij+1). Dieser
Fall ist analogzu Fall 2. ]

Nun kommenwir zum Beweis unsereszertralen Lemmas,dassesgenaudann einen
ultrametrischen Baum fur eine gegelene Sandwidh-Bedingunggibt, wenn alle Kno-
ten paarweiseseparalel sind. Der Bewiesin die eine Richtung wird konstruktiv sein
und wird uns somit einene zien ten Algorithmus an die Hand gelben.

Lemma 2.86 Seien D- D, zwein n-Distanzmatrizen. Ein ultrametrischer
BaumU 2 [D-; Dy] existiert genaudann, wennjedesPaar v;w 2 [1: n] von Knoten
separatel ist.

Beweis: ) : Fur einen Widersprudhsbeweis nehmenwir an, dassv und w nicht
separalel sind. Dann ist D-(v;w) > Du(x;y) fur alle fx; yg 2 Link(v;w). Fur jede
Kante fa;bg in pr(v;w) gilt dann Dy(a;b) Dy(x;y) fur alle fx; yg 2 Link(v;w).
Alsoist fv;wg 2 pr(v;w). Damit ist D-(x;y) > Dyn(a;b) fur allefa;bg 2 Link(v;w).
Damit mussdie Kante f x; yg im Kreis, gebildet aus pr (x; y) und der Kante f x; yg,
in einer ultrametrischen Matrix daseindeutigeMaximum sein. Dies steht jedoch im
Widersprudh zu Lemma 2.85und dieselmplikation ist bewiesen.

( : SeiT ein minimaler Spanrbaum von G(Dy) und seiE(T) = fey;:::;e, 10,
wobei CW(e,) CW(e, 1). Wir ertfernen jetzt sukzessie die Kanten ausT
gema der cut-weight der Kanten. Dabei wird durch jedesEntfernen ein Baum in
zwei neueBaume zerlegt.

Betrachten wir jetzt nachdem Entfernen der Kanten ey;:::;e ; denenstandenen
Wald und darin denBaum T°, der die Kante e = fv;wg erthalt. Das Entfernen der
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Kante e = fv;wg zerlegtden Baum T%in zwei Baume T2 und T2. Wir setztendann
du(v;w) ;= CW(e) fur allev 2 V(T) und w 2 V(TD.

Wir zeigenals erstes,dassdy(v;w) D-(v;w) fur alle v;w 2 [1: n]. Wir betrach-
ten die Kante e, nach deren Entfernen die Knoten v und w im Rest desminimalen
Spanrbaums nicht mehr durch einen Pfad verbundensind. Ist e eine link-edgein
pr(v;w), dann gilt nadh De nition der cut-weight: CW(e) D-(v;w). Ist e hin-
gegenkeine link-edge in pr(v;w), dann gilt CW(e) CW(e" fur jede link-edge
e’ 2 Link(v;w), da wir die Kanten gema ihrer absteigendencut-weight aus dem
minimalen Spanrbaum T ertfernen. Somit gilt nach De nition der cut-weight:

CW(e) CW(E) D-(v;w):

Wir zeigenjetzt, dassebenfalls dy(v;w) Dhp(v;w) fur alle viw 2 [1 : n] gilt.
Nacdh De nition der cut-weight gilt, dassein Knotenpaar f x; yg existiert, sodassfer
alle fa;bg 2 Link(x;y) gilt: D-(x;y) = CW(a;b). Da x und y nach Voraussetzung
separatel sind, gilt

CW(a;b) = D-(x;y) D(T;x;y) = Dn(a;b):

Die letzte Gleichheit folgt ausder Tatsade, dassfa;bg 2 Link(x;y). Aufgrund der
Konstruktion desminimalen Spanrbaumesgilt weiterhin D,(a;b)  Dp(Vv; w). Somit
gilt dy(v;w) = CW(a;b Dn(v;w).

Damit haben wir gezeigt,dassU 2 [D-;Dy]. Wir meussenzum Sdluss nur noch
zeigen,dass U ultrametrisch ist. Nach Lemma 2.85 gereigt es zu zeigen,dassin
jedemKreis in G(U) dasMaximum nicht eindeutigist. SeialsoC ein Kreis in G(U)
und (v;w) eine Kante maximalen Gewidites in C. Falls es mehrere davon geben
sollte, wahlenwir eine solde, derenEndpunkte in unseremKonstruktionsverfahren
durch Entfernen von Kanten im minimalen Spanrbaum T zuerstsepariertwurden.

Wir betrachten jetzt den Zeitpunkt in unseremKonstruktionsverfahrenvon dy, als
du (v; w) gesetztwurde. Zu diesemZeitpunkt wurde v und w in zwei BaumeT°und
T%aufgeteilt. Fernersind die Knoten diesesKreisesnach Wahl der Kante f v; wg alle
Knoten desKreisesin diesenbeiden Teilbaumen erthalten. Da esin C noch einen
anderenWeg von v nach w gibt, muss zu diesemZeitpunkt aud fer eine andere
Kante fv%wY der Wert dy(v%w9 ebenfalls festgelegtworden sein. Nach unserer
Konstruktion gilt dann naterlich dy(v;w) = dy(v%w9 und in C ist das Maximum
nicht eindeutig. ]

2.7.3 Algorithmus fur das ultrametrische Sandwich-Problem

Der Beweis desvorherigenLemmasliefert unmittelbar den folgendenAlgorithmus,
der in Abbildung 2.73 angegelen ist. Die Korrektheit des Algorithmus folgt im
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1. Bestimmeminimalen Spanrbaum T fur G(Dy,). O(n?)
2. BestimmedabeidenKartesisdhhenBaum R fur denZusammetvauvon T O(n?)

3. Bestimme den cut-weight der einzelnenKanten aus T mit Hilfe desKartesi-
schen Baumes. O(n?)

4. Bauedenminimalen Spanrbaum durch Entfernen der Kanten absteigendnac
den cut-weights der Kanten ab und bauen parallel den ultrametrischen Baum
U wieder auf. O(n)

Abbildung 2.73: Algorithmus: E zien te Lesung des ultrametrische Sandwid-
Problems

Wesettlichen aus dem Beweis des vorherigen Lemmas (wir gehenspater noch auf
ein paar implemertierungstetnisde Besonderheiterein). Wir meissenuns nur noch
um die e zien te Implemertierung kemmern. Einen Algorithmus zur Bestimmung
minimaler Spanrbaumehabenwir bereitskennengelerrt. Wir werdenhier noch eine
andereMeglichkeit darstellen,die fur unsereZwede besseigeeignetist. Ebensomels-
senwir uns um die e zien te Beredqinung der cut-weights kemmern. Ferner meissen
wir noch erklaren, was kartesistie Baumesind und wie wir sie konstruierenkennen.

2.7.3.1 Kartesische Baume

Kommen wir nun zur De nition eine kartesisthen Baumes.

De nition 2.87 SeiM eine Mengevon Objekten, E “g eine Mengevon Paa-
ren, so dassder Graph(M;E) ein Baumist und :E ! R eine Gewichtsfunktion

auf E. Ein kartesishier Baum fur (M; E) ist rekursivwie folgt de niert.

Ist jMj = 1, dann ist der einelementigeBaum mit der Wurzelmarkierung
m 2 M ein kartesischerBaum.

Ist jM] 2 und fvy;vog 2 E mit (fvy;veg) = maxf (e) : e2 Eg. Sei
weiter T° der Wald, der aus T durch Entfernen von fvi;v,g entsteht, d.h.
V(TY = V(T) und E(TY = E(T) nfvy;vog. Sind T, bzw. T, kartesische
Baume fur C(T%v;) bzw.C(T%v,), dann ist der Baum mit der Wurzel, die
mit fvy;Vvog markiert ist und deren Teilbaume der Wurzel gerade T, und T,
sind, ekenfalls ein kartesischerBaum.

Wir merken noch explizit an, dassdie Elemerte ausM nur als Blattmarkierungen
auftauchen und dassalle inneren Knoten mit den Elemerten aus E markiert sind.
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Betrachtet man auf der Menge[1 : n] als Baum einelineare Liste mit
E=ffi;ji+1g:i2[1:n 1jg mit (i;i+ 1)= maxF[i];F[i + 1]g;

wobei F ein Feld von Zahlenist, soerhalt manim Wesetlichen einenHeap,in dem
die Werte an den Blattern stehenund die inneren Knoten den maximalenWert ihres
Teilbaumesbesitzen,wenn man, wie hier ublich, anstatt der Kante in den inneren
Knoten das Gewidit der Kante eintr agt. Diese Struktur wird mandmal auch als
kartesister Baum bezeitinet.

Der kartesistie Baum fur einen minimalen Spanrbaum lasstsich jetzt sehreinfath
rekursiv konstruieren.Wir ertfernen die Kanten maximalen Gewictes und konstru-
ieren fur die beiden ertstehenden Spanrbaume rekursiv einen kartesisdqien Baum.
Ansdlie end feagenwir einenWurzel ein und die beiden Kinder der neuenWurzel
sind die Wurzeln der rekursiv konstruierten kartesistien Baume.

Lemma 2.88 SeiG = (V;E; ) ein gewichteterGraphund T ein minimaler Spann-
baum von G. Der kartesischeBaum fur T kann mit einem rekursivenAlgorithmus
aus dem minimalen SpannbaumesT in Zeit O(n?) konstruiert werden.

2.7.3.2 Berechnung der cut-weights

Wir wollen jetzt zeigen,dasswir die cut-weights einer Kante e 2 E im minima-
len Spanrbaum T mit Hilfe von Ica-Anfragenim kartesishien Baum T bestimmen
kennen.Dazu gehenwir durch die Matrix D- und bestimmenfur jedesKnotenpaar
(i; j ) denniedrigstengemeinsamen/orfahrenica(i; j) im kartesistqien Baum R.

Die dort gesgicherte Kante e ist nach Konstruktion deskartesiséien Baumeseine
Kante mit gre tem Gewidt auf dem Pfad von i nach j im minimalen Spanrbaum
T, d.h. e 2 Link(i; j). Daher werdenwir dort die cut-weight CW(e) dieserKante
mittels CW(e) = maxf CW(e); D-(i; j )g aktualisieren.Wir bemerlenan dieserStelle,
dassesdurchaus noch anderelink-edgesauf dem Pfad von i nadch j im minimalen
Spanrbaum geben kann. Daher wird die cut-weight nicht fer jede Kante korrekt
beredinet. Wir gehenauf diesen, Fehlek am Ende dieseAbsdnittes noch ein.

Lemma 2.89 SeiG = (V;E; ) ein gewichteterGraphund T ein minimaler Spann-
baum von G. Der kartesischeBaum fur T kann mit einem rekursivenAlgorithmus
aus dem minimalen SpannbaumesT in Zeit O(n?) konstruiert werden.

Nachdemwir jetzt die wesetlichen Sdiritte unserese zien ten Algorithm us weitest-
gehendverstandenhaben, kennenwir uns einem Beispiel zuwenden.In der Abbil-
dung 2.74ist ein Beispielangegelen, wie unsere zien ter Algorithmus vorgeh.
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D11 2 3 4 5
1101 2 3 6
2 0 4 55
3 0 45
4 01
5 0

Minimaler Spanrbaum T

f1,2;3g f4;59
U; nadh Entfernen f 2; 4g

f 4; 59
Uz nadh Entfernen f 1; 2g

Dh|1 2 3 4 5
1 /0 3 6 8 8
2 0O 56 8
3 0O 6 8
4 0 3
5 0

Kartesischer Baum R

f1,29 3 f4,59
U, nadh Entfernen f 2; 3g

U = U, nadh Entfernen f 4; 59

Abbildung 2.74:Beispiel: Loesungeinesultrametrischen Sandwid-Problems

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik 111

SS2004



2.7. Alternativ e Lesungfer das Sandwid-Problem(*) 167

2.7.3.3 Least Common Ancestor Queries

Wir mussenuns nun nur noch eberlegen,wie wir O(n?) Ica-Anfragenin Zeit O(n?)
beartworten kennen. Dazu werden wir das Ica-Problem auf das Range Minimum
Query Problem reduzieren,daswie folgt de niert ist.

Range Minimum Query

Eingab e: Eine Feld F der Langen von reellenZahlenundi | 2 [1:n].
Gesucht: Ein Indexk mit F[k]= minfF[]: "2 :j]g.

Wir werden spater zeigen,wie wir mit einem Preprocessingin Zeit O(n?) jede
Anfrage in konstarter Zeit beartworten kennen. Fer die Reduktion betrachten wir
die sogenanne Euler-Tour einesBaumes.

De nition 2.90 Sei T = (V;E) ein gewurzelterBaum mit Wurzel r und seien

eine Liste von 2n 1 Knoten, die wie folgt rekursiv de niert ist:

Ist ° = 0, d.h. der Baum bestehtnur aus dem Blatt r, dann ist diese Liste
durch (r) gegeken.

(r;vgl);:::;vr(lll);r;vgz);:::;vr(]zz);r;:::;r;vg);:::;vg‘);r)

de niert.

Der Leserseidazu aufgefordertzu veri zieren, dassdie oben de nierte Euler-Tour
einesBaumesmit n Knoten tatsadlich eineListe mit 2n 1 Elemenen ist.

Die Euler-Tour kann sehrleicht mit Hilfe einer Tiefensude in Zeit O(n) beredinet
werden.Der Algorithm us hierfur ist in Abbildung 2.75angegelen. Man kann sich die
Euler-Tour auc bildlich sehrsden als das Abmalen der Baumeanhandihrer au e-
ren Kontur vorstellen, wobei bei jedem Antre en einesKnotens desBaumesdieser
in die Liste aufgenommenwird. Die ist in Abbildung 2.76 anhand einesBeispiels
illustriert.

Zusammenmit der Euler-Tour, d.h. der Liste der abgelaufenenknoten, betrach-
ten wir zusatzlich noch die DFS-Nummern des ertsprechenden Knotens, die bei
der Tiefensudie in der Regel mitb eredinet werden (sieheaud das Beispiel in der
Abbildung 2.76).
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Euler-Tour
f

[* r(T) bezeitine die Wurzelvon T */
output r(T);
I* N(r(T)) bezeitine die Mengeder Kinder der Wurzelvon T */
for all (v2 N(r(T)))
f
[* T(v) bezeitine den Teilbaum mit Wurzel v */
Euler-Tour (T(v))
output r(T);

Abbildung 2.75: Algorithmus: Konstruktion einer Euler-Tour

Euler-Tour ab dbehei ebacfocgoca
DFS-Nummer 1 2 3 2 4 5 4 6 4 2 1 7 87 9 71
Abbildung 2.76: Beispiel: Euler-Tour

Betrachten wir jetzt die Anfrage an zwei Knoten desBaumesi und j . Zuerstbemer-
ken wir, dassdieseKnoten, sofernsie keine Blatter sind, mehrfadh vorkommenken-
nen.Wir wahlenjetzt fur i undj willkerlich einender Knoten, derin der Euler-Tour
auftritt, alseinenReprasertanten aus.Zuerststellenwir fest, dassin der Euler-Tour
der niedrigstegemeinsamé&/orfahrenvoni und| in der Teilliste, die durch die beiden
Reprasertanten de niert ist, vorkommenmuss,was man wie folgt sieft.

Nehmenwir an, dassi in der Euler-Tour vor j auftritt. In der Euler-Tour sind alle
Knoten v, die nach einemReprasenanten von i auftauchen und einekleinere DFS-
Nummer als i besitzen,ein Vorfahre von i. Da die DFS-Nummervon v kleiner als
die von i ist und v in der Euler-Tour nach i auftritt, ist die DFS-Prozedurvon v
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noch aktiv, als der Knoten i besutit wird. Das ist genaudie De nition dafer, dass
i ein Nachfahre von v ist. Analogesgilt fur den Knoten j.

Wir betrachten jetzt nur die Knoten der Teilliste zwisden den beidenReprasertan-
tenvoni und j, derenDFS-Nummerkleiner als die von i ist. Nach dem obigensind
diesVorfahrenvoni. Nur einerdavon, namlich der mit der kleinsten DFS-Nummer,
ist audh ein Vorfahre von j und muss daher der niedrigste gemeinsameVorfahre
von i und  sein. DiesenKnoten haben wir namlich besutt, bevor wir in den Teil-
baum von j eingedrungensind. Alle Vorfahren davon haben wir mit Betrachten der
Teilliste eliminiert, die mit einemRepraserianten von j endet.

Damit kennenwir alsodassoerhalteneZwischenergebnism folgendenLemmafest-
halten.

Lemma 2.91 Gibt eseine Loesungfur das Range Minimum Query Problem, dass
fur das PreprocessingZeit O(p(n)) und fur eine AnfrageO(q(n)) benetigt, so kann
das Problem des niedrigsten gemeinsamenVorfahren mit einen Zeitbedarf fur das
Preprocessingin Zeit O(n + p(2n 1)) und fur eine Anfragein Zeit O(q(2n 1))
gebst werden.

2.7.3.4 Range Minimum Queries

Damit kennen wir uns jetzt ganz auf das Range Minimum Query Problem kon-
zertrieren. O ensichtlich kann ohne ein Preprocessingeine einzelne Anfrage mit
O( 1) = O(n) Vergleihenbeartwortet werden.Das Problem der RangeMinimum
Queriesist jedoch insbesonderedann interessam, wenn fur ein gegetenesFeld eine
Vielzahl von Range Minimum Queriesdurchgekihrt werden.In diesemFall kennen
mit Hilfe einer Vorverarbeitung die Kosten der einzelnenQueriesgesenktwerden.

Ein triviale Lesungwerde alle meglichen Anfragen vorab beredinen. Dazu kennte
eine zweidimensionaleTabelle Q[i; j] angelegtwerden. Dazu werde fur jedesPaar
(i; j) das Minimum der Bereichs F[i : j] mit j i Vergleithhen bestimmt werden.
Diesweirde zu einer Laufzeit fur die Vorverarbeitung von

XX
i = (n’
izl j=i
fuhren. In der Abbildung 2.77ist ein einfader, auf dynamister Programmierung
basierenderAlgorithm us angegelen, der dieseTabellein Zeit O(n?) beredinenkann.
Damit erhalten wir dasfolgendeResultat fur das RangeMinimum Query Problem.

Theorem 2.92 Fur dasRangeMinimum Query Problemkann mit Hilfe einer Vor-
verarbeitung, die mit einem Zeitbedarf von O(n?) ausgefihrt werden kann, jede
Anfragein konstanter Zeit beantwortet werden.
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RMQ
f
for (i=1;1i n;i+)
T[i;i]=1;

for (i=121;i nji++)
for j =1;i+) n;j+)
f
if (F[T;i+(G D) Fli+j])
Thi+jl=Thi+j 1
else
ThHi+jl=1+];

Abbildung 2.77: Algorithmus: Preprocessingfeir RangeMinimum Queries

Esgibt bereitswesetlich e zien tere Verfahrenfur dasRangeMinimum Query Pro-
blem. In unseremZusammenhangist diesesleicht zu erzielendeErgebnis jedoch
bereits vellig ausreidiend und wir verweisenfer die anderenVerfahrenauf die ein-
sdhlagigeLiteratur. Wir halten dasfer uns wichtige Ergebnisnoch fest.

Theorem 2.93 Sei T ein gewurzelterBaum mit n Knoten. Nach einer Vorverar-
beitung, die in Zeit O(n?) durchge#ihrt werden kann, kann jede Anfragenach einem
niedrigsten gemeinsamenvorfahren zweierKnoten aus T in konstanter Zeit beant-
wortet werden.

2.7.3.5 Reale Berechnung der cut-w eights

Wie bereits schon angedeutetberedinet unsere zien ter Algorithmus nicht wirklich
die cut-weights der Kanten desminimalen Spanrbaumes.Dies passiertgenaudann,
wenn esim minimalen SpanrbaumemehrereKanten dessellen Gewidtes gibt. Dazu
betrachten wir dasBeispiel,dasin Abbildung 2.78angegelen ist.

Hier stellen wir fest, das alle Kanten des minimalen Spanrbaumesein Kantenge-
wicht von 5 besitzen.Somit sind alle Kanten desBaumeslink-edges.Zuerst stellen
wir fest, dassdie cut-weight der Kante f 2; 3g, die in der Wurzel des kartesistien
Spanrbaumes,mit 3 korrekt beretinet wird, da ja aud die Kante f 1; 3g der nied-
rigste gemeinsameé/orfahre von 1 und 3 im kartesisdien Baum ist.

Im Gegensatzdazu wird die cut-weight der Kante f 1; 2g desminimalen Spanrbau-
mesfalsd beredinet. DieseKante erhalt die cut-weight 1, da die Kante f 1;2g der

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik 111 SS2004



2.7. Alternativ e Losungfur das Sandwit-Problem(*) 171

D-|1 2 3 Dp |1 2 3
10 1 3 1/05 6
2 0 2 2 0 5 @
3 0 3 0

Abbildung 2.78:Beispiel: Falsdhe Beredinung der cut-weights

niedrigste gemeinsameévorfahre von 1 und 2 ist. Betrachten wir jedoch den Pfad
von 1 mber 2 nach 3, dann stellenwir fest, dassaud die Kante f 1; 2g einelink-edge
im Pfad von 1 nach 3 im minimalen Spanrbaum ist und die cut-weight der Kante
f 1;2g im minimalen Spanrbaum daher ebenfalls 3 sein meisste.

Eine einfache Losungware esdie Kantengewidit in nitesimal sozu verandern, dass
alle Kantengewitite im minimalen Spanrbaum eindeutigwaren. Wir kennenjedoch
auch zeigen,dassder Algorithmus weiterhin korrekt ist, obwohl er die cut-weighs
von manden Kanten falsth beredinet.

Zuerst wberlegenwir uns, weldhe Kanten eine falsdhe cut-weight bekommen. Dies
kann nur bei solthhen Kanten passierenderenKantengewidit im minimalen Spann-
baum nicht eindeutig ist. Zum anderenmeissendieseKanten bei der Konstruktion
desminimalen Spanrbaumesvor den anderenKanten gleichen Gewidhtes im mini-
malen Spanrbaum eingekigt wordensein.Diesbedeutet,dassdieseKante im kartesi-
sthen Baum ein Nachfahre eineranderenKante desminimalen Spanrbaum gleidhen
Gewidites seinmuss.

Uberlegenwir uns, was im Algorithmus passiert. Wir ertfernen ja die Kanten aus
dem minimalen Spanrbaum nad fallendem cut-weight. Somit wird von zwei Kan-
ten im minimalen Spanrbaum, die dasselle Kantengewitit besitzenund dieselle
cut-weight besitzensollten, die Kante entfernt, die sich weiter obenim kartesisdien
Baum be ndet. Damit zerfallt der minimale Spanrbaum in zwei Teileund die beiden
Knoten der untere Sciranke, die fur die cut-weight der ertfernten Kante verantwort-
lich sind, be nden sich in zwei vershiedenenZusammenhangskmponerten.

Somit ist die cut-weight der Kante, die ursprenglich falsdh berecinet worden, in der
neuenZusammenhangskmponernte jetzt nicht mehr ganzsofalst. Entwederist sie
fur die konstruierte Zusammenhangskmponerte korrekt und wir kennenmit unse-
rem Algorithmus fortfahrten und er bleibt korrekt. War sie andernfallsfalsd, be n-

det sich in minimalen Spanrbaum dieser Zusammenhangsikmponerte eine weitere
Kante mit demsellen Gewidt, die im kartesisqien Baum ein Vorfahre der betrach-

teten Kante ist und die ganzeArgumentation wiederholt sich.

Also obwohl der Algorithm us nicht die richtigen cut-weights beredinet, ist zumindest
immer die cut-weight der Kante mit der schwerstencut-weight korrekt beredinet und
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diesgenugt fur die Korrektheit desAlgorithmusvellig, wie einekurze Inspektion des
zugelorigen Beweisesergibt.

2.7.4 Approximationsprobleme

Wir kommenjetzt noch einmal zu dem Approximationsproblemfer Distanzmatrizen
Zureick.

Ul trametrisches  Appr oximationspr oblem

Eingab e: Einen n-DistanzmatrizenD.
Gesucht: Eine ultrametrische Distanzmatrix D° die jD DY minimiert.

Das ertsprethende additive Approximationsproblemist leider N P-hart. Das ultra-
metrische Approximationsproblemkann fer die Maximumsnormj j; in Zeit O(n?)
gebstwerden.Fur die anderenp-Normenist dasProblem ebenfallswiederN P -hart.

Theorem 2.94 Das ultrametrische Approximationsproblem fur die Maximums-
norm kannin linearer Zeit (in der Gre e der Eingale) gebst werden.

Beweis: SeiD die gegeleneDistanzmatrix. Eigertlich meisserwir nur ein minimales
" > 0 bestimmen,so dasseseine ultrametrische Matrix U mit U2 [D ";D + "]
gibt. Hierbeiist D + x de niert durch D = (dij + X)j; .

Wir beredinen also zuerst wieder den minimalen Spanrbaum T fur G(D). Dann
beretinenwir die cut-weights fur die Kanten desminimalen SpanrbaumesT . Dabei
wahlen wir fur jede Kante e ein minimales "¢, so dassdie Knotenpaare separatlel
sind,d.h. CW(e) ". D(e)+ ", fur alle Kantene2 E(T) .

Damit diesfur alle Kanten desSpanrbaumesgilt, wahlen" als dasMaximum dieser,
d.h.
1
"= maxf'e i e2 E(T)g= EmaxfCW(e) D(e) : e2 E(T)g:

Dann fehren wir densellen Algorithmus wie fur das ultrametrische Sandwid Pro-
blemmit D-:= D " undDy = D + " durch. [ |
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2.8 Splits und Split Graphen

In diesemAbsdnitt stellenwir eine andereMeglichkeit vor, wie man zu gegelenen
Distanzmatrizen phylogenetistie Baume (hier besseetzwerke) konstruierenkann,
audch wenn die Distanzmatrizen nicht notwendigerveise ultrametrisch oder additiv
sind. DieserAbsdnitt orientiert sich im Wesemlichen am Skript von Daniel Huson.

2.8.1 Splits in Baumen

Zunadist einmal mussenwir noch ein paar Grundlagen formalisieren, die wir auf
die eineoder andereArt sdhon kennengelerrt haben. De nieren wir zuerst, waswir
unter einem Split verstehenwollen.

De nition  2.95 Sei X eine Mengevon Taxa. Eine Bipartition (A; A) von X mit
A[ A= X und A\ A =; wird als Split bezeichnet.

Eine Mengevon Bipartitionen von X wird als Mengevon Splits eber X bezeichnet.

De nieren wir nun waswir in diesemAbsanitt unter einemphylogenetisben Baum
verstehenwollen.

De nition 2.96 Sei T ein freier Baum und X eine Mengevon Markierungen. T
heit ein Baum mber X, wenn einige seiner Knoten mit Elementenaus X markiert
sind und jedesElementaus X genaueinmal als Markierung in T auftritt

In einem phylogenetisbien Baum uber X de niert jede Kante eine Bipartition der
Taxa, alsoeinen Split.

De nition  2.97 Sei T ein Baum wker X. Eine Kante e 2 E(T) de niert einen
Split ( e) = fA; Ag durch die Partitionierung von X = A[ A mit A\ A =;, wolei
A und A die Mengender Markierungenin denbeidenBaumevon (V (T); E(T)nf eg)
sind.

Mit ( T) bezeichnenwir die Mengealler Splits einesBaumes,d.h
(T)y=f(e :e2E(T)g:

Ein solder Split, der durch eine Kante eines phylogenetishien Baumes de niert
wird, ist im folgendenBeispielin Abbildung 2.79illustriert.

Kommen wir nun zur De nition der Gre e einesSplits und der von trivialen Splits.
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( g = ff a;b;c;dg; fe;f gg

Abbildung 2.79: Beispiel: Ein Split, der durch die Kante g induziert ist

De nition  2.98 Sei T ein Baum wuker X und S = fA; Ag ein Split von T, dann
ist minfj Aj; jAjg die Gre e einesSplits.

Ein Split hei t trivialer Split, wennseineGre e gleich1 ist.

Triviale Splits ertsprechen in phylogenetistien Baumen denjenigenSplits, die von
einer zu einemBlatt inziderten Kante erzeugtwerden.

Fehren wir nun noch eine hilfreich Notation ein, die uns eine Unterscheidung der
beidenMengender Bipartition einfader bezeitinen lasst.

Notation 2.99 SeiS = fA;Ag 2 ( T) ein Split eines Baumes, dann bezeichnet
S(x) bzw.S(x) die Mengeder Bipartition desSplits, die x 2 X enthalt bzw. nicht
enthalt:

A fur x 2 A;
A sonst,

A fur x 2 A;

st = A sonst.

bzw. S(X) =

Fer den Split S = ( ) in Abbildung 2.79qilt:

S(a) = S(b) = S(c) = S(d) = S(e) = S(f) = fa;b;c;dg;
S(a) = S(b) = S(c) = S(d) = S(e) = S(f) = fe;fg:
Kommen wir nun zur ersten zertralen De nition von kompatiblen Splits, die uns

eine Charakterisierungvon Splits eber X erlaubt, die von einem phylogenetistien
Baum induziert werden.
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De nition  2.100 SeiX eine Mengevon Taxaund eine Mengevon Splits eilber
X. Zwei Splits S;;S,2 mit S; = fA;;Aig fur i 2 [1: 2] hei en kompatibel, wenn
einer der vier folgendenDurchschnitteleer ist:

Al\ Ao Al\ KZ Kl\ Ao Kl\ Kz:

Eine Menge von Splits heit kompatibel, wenn jedes Paar von Splits S;S° 2
kompatibel ist.

S, = ffajby fc;d;egg
S, = ff a;b;cg;fd;egg
S; = ff a;b;c;dg; fegg
S, = ff ajcg;fb;d;egg

Abbildung 2.80:Beispiel: = fS;;S,; Szg ist kompatibel, %= fS;;S,;Ss; S ist
nicht kompatibel

In Abbildung 2.80 sind vier Splits mber X = fa;b;c;d;eg angegelen. Dabei ist
= S, S,; S;g kompatibel, wahrend °= fS;;S,; S3; S4g nicht kompatibel ist.

Kommen wir nun zu der bereits angekindigten Charakterisierungvon Splits eber
X, die von einemphylogenetisten Baum stammen.

Theorem 2.101 Eine Menge von Splits mber X, die alle trivialen Splits von X
enthalt, ist genaudann komptibel, wenn eseinen Baum T wker X mit ( T) =
gibt.

Beweis: ( : SeialsoT ein Baum eber X . Betrachten wir zwei Splits aus ( T),
namertlich ( €) und ( f) fur zwei Kanten e;f 2 E(T), wie in der folgendenAbbil-
dung 2.81illustriert.

O ensichtlich gilt

(e
(1)

wobei X (T) die Mengeder Markierungenaus X fer einenBaum T bezeitinet. Wie
man leicht sielt, sind ( e€) und ( f) kompatibel, da X (T)\ X (T3) = ;.

FX(T1); X (T2) [ X(T3)g;
FX(T) [ X(T2); X (T3)g;

) :  Wir gebenhierzuin Abbildung 2.82einenAlgorithmus zur Konstruktion eines
Baumeseber X mit ( T) = an. O ensichtlich wird ein Baum eber X konstruiert.
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Abbildung 2.81:Skizze:Splitsin T

Zu Beginn erfullt der Stern als Baum alle trivialen Splits. Fer jeden hinzugetigten
nichttrivialen Split S 2 wird im Baum eineneueKante f erzeugt,sodass( f) = S
ist. Im Folgendengilt: (e) = S(x;), wobei S = ( e).

Wir zeigendazu, dassfer jede Kante f 2 F die Bezielung S(x1) = (f) gilt. Fer
einenWidersprud seixz 2 S(X;), aberxz 2 (f). Daf 2 F, musseseinx; 2 S(X;)

Splits2Tree
let T be a star tree with n leaveslabeledwith elemens from X = fXxy;:::;X,0;
let V(T) = fvg;vy;:i:;vag, Wherevy is the certer of T andv; is labeledwith x;;

let T be arooted tree with root vq;

for each e= (vo;Vvi) 2 E(T)
let (e) = fx;g;
/I for eat edgee 2 E(T) the following invariant holds:
Il (€) = S(x1) whereS = ( e).

for each non-trivial S2 do
f

letv= vy
while (there existsonly oneedgee= (v;w) s.t. (€)\ S(x1) 6 ;)
letv:=w;

letF= f=(vw): (f)\ S(x;)6; ;
insert a new node v® and an edge(v; V9 in T;
for each f = (v;w) 2 F do
f

remove f from T,

insert (V% w) insT;

let (V) = (¢ (F);

g

Abbildung 2.82:Algorithmus: Konstruktion einesBaumesauseinerMengevon Splits
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gelen. Beadte dassnach Konstruktion jFj > 1 gilt. Seialsof 6 g 2 F und sei
somit X, 2 S(x1). Diesist in der folgendenAbbildung 2.83illustriert.

Abbildung 2.83:Skizze:AnnahmeS 6 ( f)

Damit erhalten wir die beiden Splits

S ff X1;X3;:::0;fX2; X4; 00209

(f) = ff xXq;X4;:::09;FX2;X35:::00
O ensichtlich sinddannS und ( f) nicht kompatibel. Da jedoch ( f) bereitsvorher
hinzugetigt wurde und einen Split S°2  reprasertiert, ware dann also  nicht

kompatibel gewesen.Dies st o ensichtlich ein Widersprudh zur Voraussetzungdes
Satzes. -

In Abbildung 2.84ist noch einmal en Beispielfer die Konstruktion einesSplit Trees
fur die folgendeMengevon Splits angegelen:

S, = ffajhg;fc;d;e;fgg
S; = ff a;b;cidg;fe;fgg
S; = ff a;bje;fg;fc;dgg

sowie allen trivialen Splits.

Wir kennenjetzt noch eine Abschatzung der Anzahl kompatibler Splits eber X in
Abhangigkeit von jX | als unmittelbare Folgerungangelen.

Korollar 2.102 SeiX eine Mengevonn Taxaund eine Mengevon kommtiblen
Splits mber X, dannist = O(n).

Beweis: Eine Mengevon Splits mber X, die von einemphylogenetistien Baum T
stammt, umfasst hedstensso viele Splits, wie T Kanten ernthalt. Da T nur mit n
Taxa markiert ist, kommennur Baumemit maximal n Blattern in Frage,ansonsten
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?
wIovo o ;

Abbildung 2.84: Beispiel: Konstruktion eines Split Tree fur ff a;bg;fc;d;e;f gg,
ff a;b;c;dg; fe;f gg, ff a;b;e;f g;fc;dgg und dentrivialen Splits

kennenwir, wie ublich, unmarkierte Blatter sukzessie ertfernen, ohne die Menge
der Splits zu verandern. Da ein freier Baum mit n Blattern maximal n 2 innere
Knoten besitzt, hat ein solhher Baum maximal 2n 3 Kanten. Daraus folgt die
Behauptung. [

Aus dem Beweis kennenwir auc einene zien ten Algorithmus zur Rekonstruktion
phylogenetistier Baume aus Splits ableiten.

Korollar 2.103 Fur eine gggelene Menge von kommatiblen Splits uker X lasst
sich der zugelrige Baum T wber X mit ( T) = in Zeit O(n?) im worst-caseund
in Zeit O(nlog(n)) im avemlage-@asekonstruieren.

Beweis: Wir messennur noch die Laufzeit bestimmen.Da fer eine Menge X mit
n Elemerien eine Mengekompatibler Splits maximal O(n) Bipartitionen erthalten
kann, wird dir foread-Sdleife im Algorithmus maximal O(n) mal durchlaufen.

JederBaum mit n Markierungen,in dem eskeineunmarkierten Blatter gibt, besitzt
maximal O(n) Kanten bzw. Knoten. Der Durchmessel(L angeeineslangstenPfades)
einessolden Baumesbetragt als maximal O(n). Da sich dasAbarbeiten einesSplits
in konstarter Zeit erledigenlasst, ist die Laufzeit im worst-caseO(n?).

Im average-caséhat ein solder Baum einen Durchmesservon O(log(n)), so dass
dann die Laufzeit im average-case&urch O(nlog(n)) besdirankt ist. [

Wir de nieren jetzt noch die Distanz von Taxa, wenn im phylogenetisten Baum
eiber X Kantengewitte gegelen sind. Dies entspricht im Wesetlichen der Distanz-
funktion im Falle additiver Baume.
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De nition 2.104 SeiT ein Baum mker X mit nichtnegativen Kantengewichtende.
Die Baumdistanz zwischenzwei Knoten a und b ist de niert durch:

X
dr(a;b) = de;

e2P (a;b)

wolei P (a;b) der eindeutigePfad von a nachbin T ist.

Wir kennenaud mit Hilfe der Splits einesphylogenetisben Baumeseine Distanz
zwisden den Taxa de nieren.

De nition 2.105 SeiT ein Baum uker X mit nichtnegativen Kantengewichtende.
Die Splitdistanz zwischena und b ist de niert durch:

X
d (a;b) := de;
(€2 (ab)

wolei
(a;b):=fS2 (T): bzS(a)g:

Zwar haben wir jetzt zwei verstiedeneDe nition ferr einenAbstand zwisdien Taxa
in einem phylogenetistien Baum uber X, aber wir kennenzeigen,dassdie Distanz
in beidenFallen gleich ist.

Lemma 2.106 Sei T ein Baum wmker X mit nichtnegativen Kantengewichten.Es
gilt: dr(a;b) = d (a;b) fur alle a und b.

Beweis: Betrachten wir den eindeutigenPfad P (a;b) zwishiena und bin T, wie
in der folgendenAbbildung 2.85angegelen. O ensichtlich gilt, dassein Split ( €)

Abbildung 2.85: Skizze:Eindeutiger Pfad P(a;b) in T
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nur dannin ( a;b) seinkann, wenne 2 P(a;b) ist. Damit folgt die Behauptung
sofort. ]

Die ErgebnissediesesAbsdnitts waren nur eine Vorarbeit, um das allgemeinere
Konzept einesSplit Graphenim nadcsten Abscnitt einfehren zu kennen.

2.8.2 Split Graphen

Wir fuhren zunadst eine Verallgemeinerungvon kompatiblen Splits ein. Wie wir
geseheraben, ertsprechenkompatible Splits geradephylogenetisben Baumen.Wir
wollen jetzt eine erweitere Klassevon Graphenfer Phylogenienprasertieren.

De nition  2.107 SeienS; = fA;;A;g fur i 2 [1: 3] drei Splits uker X . Die Splits
S1, S; und S; heien schwadh kompatibel, wenn mindestenseiner der folgenden
Schnitte

Al\ A2\ A3; Al\ KZ\ K3; Kl\ A2\ K3; Kl\ Kz\ A3
und mindestenseiner der folgendenSchnitte
Kl\ A2\ A3; Al\ KZ\ A3; Al\ A2\ K3; Kl\ Kz\ K3

leer sind. Eine Mengevon Splits heit sdwad kompatibel, wenn je drei Elemente
miteinander schwachkomptibel sind.

Die jeweils vier Schnitte von drei Mengensind in der Abbildung 2.86 noch einmal
graphist dargestellt. Die De nition von sdwadh kompatible besagt, dass sovohl
in der linken Zeichnung als audh in der rechten Zeichnung in der Abbildung jeweils
einer der vier farbig dargestelltenSdnitte leer sein muss.

Wir zeigenals nadhstes, dasssdiwadh kompatible Splits wirklich eine Erweiterung
von kompatiblen Splits sind.

Lemma 2.108 SeienS; = fA;;Aig fur i 2 [1: 3] drei Splits uker X . Sind S; und
S, komptibel, dann sind S;, S, und S; schwachkomgatibel.

Beweis: Sind S; und S, kompatibel, dann ist einer der folgendenSdnitte leer:

Al\ A, Al\ Kz, Kl\ Ao, Kl\ Kz:

Wir fuhrenjetzt eineFallunterscheidungdurch, je nachdem, weldcher der vier Durch-
schnitte leerist:
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Abbildung 2.86: Skizze: Megliche leere Schnitte in der De nition der schwadchen
Kompatibilit at

A;\ A, = :: Dann sind sovohl A;\ A,\ Az alsauch A;\ A,\ Ajg leer.
A;\ A, = :: Dannsind sovohl A;\ A,\ Ajalsauc A;\ A,\ A; leer.
A1\ A, = :: Dann sind sovohl A;\ A,\ Az alsauch A;\ A,\ Ajg leer.
A\ A, = :: Dann sind sovohl A;\ A,\ Az alsauch A;\ A,\ As leer.
Also sind S;, S, und S; zueinanderschwad kompatibel. [ ]

Auf der anderenSeite gibt eseine Mengevon drei Splits, die sciwach kompatibel
sind, wo aber jedesPaar von Splits nicht kompatibel ist. Eine solde Mengevon drei
Splits ist in der folgendenAbbildung 2.87 angegelen.

c a
ff a;b;cg;fd;e;fgg
b b ff b;c;dg;fe;f;agg
ff c;d;eg; ff;a;bgg

a c

Abbildung 2.87: Beispiel: Mengevon 3 sdwad kompatiblen Splits, die paarweise
nicht kompatibel sind

Beobachtung 2.109 Es existieren dreielementigeMengenvon schwachkompati-
blen Splits, in denenjedesPaar von verschieglenenSplits nicht kompatibel ist.
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Wir wollen jetzt sogenanrie Split Graphende nieren. Diesesind eine Erweiterung
von phylogenetisben Baumenund stellen phylogenetistie Netzwerke dar, da Split
Graphenin der Regelnicht kreisfrei sind.

De nition 2.110 Sei eine Mengevon schwachkommtiblen Splits mker X, dann
ist der Split Graph G() ein Graph mit den folgendenEigenschaften:

Alle Blatter (und eventuel einige ander Knoten) sind mit Elementenaus X
markiert.

Die Kanten sind mit Splits (also Elementenaus ) markiert.

Der Graph zerfallt genaudann in zwei Zusammenhangskongmenten, wenn
alle Kanten mit dersellen Markierung entfernt werden.

Der Graphist minimal unter allen Graphenmit diesenEigenschaften.

Der Beweis, dasssolte Split Graphen fer sthwadh kompatible Mengenvon Splits
wirklich existieren, fuhren wir aufgrund seinerKomplexitat hier nicht aus.

In der folgenden Abbildung 2.88 ist ein Beispiel fur einen Split Graphen wber
X = fa;b;c;d;e;f g angegelen. Entfernt man dort alle Kanten, die mit einem Split
markiert sind, entstehen genauzwei Zusammenhangskmponerten, die die Markie-
rungen genauwie der Split in dieselke Bipartition aufteilt.

b S S, = ff a;bg;fc;d;e;f gg
S, = ff a;b;cg; fd;e;f gg

> Ss = ff a;f;eg; fb;c;dgg

- S S, = ff a;b;fg;fc;d;egg

Abbildung 2.88:Beispiel: Ein Split Graph

Wie im Falle von phylogenetistien Baumekennenwir auch im Falle von Split Gra-
phen eine Distanz zwisten zwei Taxa de nieren, sofernjedem Split (und dadurch
den so markierten Kanten) ein Kantengewidit zugeordnetist.
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De nition 2.111 Sei eine Mengevon schwachkomptiblen Splits mer X und
seiG() der zugelwrige Split Graph, in demeine Kante mit Markierung S 2  das
Gewicht d(S) zugerdnet wird. Die Distanz in G() zwischena und b ist de niert
durch ( )

X
ds(a;b) ;= min d(S) : p2 P(a;b)

e2p

Auch wber die Splits lasstsich wie im Falle phylogenetister Baume fur Split Gra-
phen eine Distanz de nieren.

De nition 2.112 Sei eine Menge von schwachkomptiblen Splits mber X und
sei d eine Mengevon nichtnegativen Werten, die jedemSplit S2 denWert d(S)
zuornet. Die Splitdistanz zwischenzweiElementena;b2 X ist de niert durch:

X
d (ajb) = d(s);

S2 ( ajb)
wolei (a;bp= S2 :a2S(h .

Wie im Falle von phylogenetisbhen Baumen ist die Distanz fur beide De nition
wieder gleidh.

Lemma 2.113 Sei eine schwachkompatible Mengevon Splits eber X und G()
der zugelorige Split Graph. Dann gilt: d (a;b) = dg(a;b).

Den Beweis wollen wir aufgrund seinerKomplexitat auc hier wieder auslassenim
Prinzip meissenwir auch hier wieder zeigen,dassin der Beretinung der Distanz
Kanten mit gleicher Markierung hedhstenseinmal im kerzestenPfad auftreten.

2.8.3 D -Splits

In diesemAbsdnitt wollen nun der Frage nacdhgehen,wie man aus Distanzmatrizen
eine Menge schwach kompatibler Splits konstruieren kann, fer die wir ja, wie wir
geseherhaben, Split Graphen konstruierenkennen.

De nition 2.114 SeiD eine Distanzmatrix sber X . Ein Split S = f A; Ag uker X
heit D-Split, wennfur allei;j 2 A und fur alle k;" 2 A gilt:

Dj + Dy < maxf Dj, + D;-;Di + Djkg:
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184 Kapitel 2. Phylogenetistie Baume

Anschaulich bedeutetdiesin Split Graphen,dassi undj sawie k und = am nachsten
beieinanderliegen. In Abbildung 2.89ist diesinnerhalb von Split Graphen darge-
stellt, wobei die Langen der Kanten beliebig, aber positiv sein kennen. Beadte,
dassdabei achsenparalleleKanten zum selben Split geboren und daher auch das-
selbe Kantengewidit besitzenmessen!Die linken beiden Figuren kennen dabei fer
D-Splits auftreten, die rechteste jedoch nicht, da hier Dy + D; < Dj + Dy qilt.
Man beadtte, dassauch die mittlere Situation unabhangig von den Kantenlangen
ein D-Split ist, daimmer D + Dy < Dj + Dji gilt.

(i) (k) i k (D (0

O O j ‘ O2®

Abbildung 2.89: Skizze:Situationen fer einenpotertiellen D-Split (fi; j gfk; g)

Als nadhstesbeweisenwir, dassdie Mengevon D -Splits zu einer beliebigenDistanz-
matrix D schwadh kompatibel sind.

Lemma 2.115 Sei D eine Distanzmatrix uber X . Die Mengealler D-Splits uber
X ist schwachkomgatibel.

Beweis: SeienS; = fA;;Aigfuri 2 [1: 3]drei beliebigeD-Splits mber X . Fur einen
Widersprudsbeweis nehmenwir an, dassS;, S, und Sz nicht schwach kompatibel
sind.

Wir gehenzuerstdavon aus, dassdie erstenvier Schnitte alle nicht leer sind. Dann
gibt esalsox;y;z;w 2 X mit:

A1\ A\ As
A\ AL\ Ag
A\ Ao\ Ag
A1\ A\ A

S N < X
NN

Diesist in der folgendenAbbildung 2.90illustriert.

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik 111 SS2004



2.8. Splits und Split Graphen 185

&

Abbildung 2.90: Skizze:die erstenvier Scnitte sind nicht leer.

Da S;, S, und S; D-Splits sind, gilt:

Dyw + Dyz < maxf ny + Dwz; Dy + Dwyg
Dyw + Dy, < maxf Dyx + Dwz; Dyxw + Dyzg
Dw, + ny < maxfDyy + Dyz; Dwy + szg

Mit den folgendenAbkeirzungen

= Dyw+ Dy,

gilt dann auc

maxt ; g
maxf ; g
< maxt ; g

Da aber von drei Elemerten einertotal geordnetenMengeein gre tes Elemert nicht
kleiner als die anderenbeiden Elemerte sein kann, erhalten wir den gewinsditen
Widersprud.
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Es bleibt noch der Fall, dassdie letzten vier Scnitte alle nicht leer sind. Dann gibt
esalsox;y;z;w 2 X mit:

A\ A\ A;

A\ A\ Aj

A\ Ao\ Aj

A\ Ax\ A

S N < X
NN

Diesist in der folgendenAbbildung 2.91illustriert.

Abbildung 2.91: Skizze:die letzten vier Scnitte sind nicht leer.

Da S;, S, und S; D-Splits sind, gilt:

ny + Dy; < maxfDy, + Dwy; Dyw + Dyzg
Dyz + Dux < maxf ny + Dwz; Dy + Dwyg
Dy, + Dwy < maxf Dyx + Dwz; Dyxw + Dyzg

Mit denfolgendenAbkerzungen
= wa + Dyz
= Dyw + sz
= Dwz + ny

gilt dann aud

< maxt ; g
< maxt ; g
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< maxt ; g

Da aber von drei Elemerien einer total geordnetenMenge ein gre tes Elemen
nicht kleiner als die anderen beiden Elemerte sein kann, erhalten wir aud hier
den gewsinsditen Widersprud. |

Jetzt wissenwir, dasswir zu jeder Distanzmatrix eine Mengesdwad kompatibler
Splits ermitteln kennen. Wir meissenjetzt noch jedem Split ein Gewitht zuordnen,
um die Distanzmatrix vellig in einen Split Graph umsetzenzu kennen. Dazu de -
nierenwir den so genanren Isolationsindex.

De nition  2.116 Der IsolationsindexeinesD-Splits S = f A; Agist de niert durch

1 .
si= 2= > min fmaxf Dy + Dj»;Di + Djxg  (Dj + Di)g> 0.

ki 2A

Nadch De nition einesD-Splits folgt, dassder Isolationsindex einesD-Splits stets
positiv sein muss. Wir wollen jetzt noch den Isolationsindex fer beliebige Splits
de nieren (also nicht notwendigerveisevon D -Splits).

De nition  2.117 Der IsolationsindexeinesSplits S = f A; Ag ist de niert durch

1 .
s .= g = = mzll/;] fmaxtDy + Dj‘;Di‘ + Djk;Dij + Dk‘g (Dij + Dk)g 0)
i
ki 2A

Mit dieserDe nition stimmt dieserlsolationsindexfer D -Splits mit der alten De ni-
tion wberein. Der Isolationsindexvon D -Splits ist alsoweiterhin positiv. Im Gegen-
satz dazuist der IsolationsindexeinesSplits, der kein D -Split ist, genauO.

Wir de nieren jetzt noch die sogenanre Split-Metrik.

De nition  2.118 Fur jeden Split S = fA;Ag ist die Split-Metrik s de niert
durch: .
0O j2A _i;5j2A

s(i]) = 1 sonst

Man beadte, dassessich hierbei eigerlich nicht um eine Metrik handelt, da die
De nitheit nicht erfellt ist. Oft bezeitinet man solthe nichtnegative zweiwertige
Funktionen, die die Symmetrie und die Dreieksungleitwung erfellen sovie auf auf
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einemPaar von gleichen Elemerten Null liefern eine Pseudometrik Man kann hier
audh sagen,dassessich um die diskrete Pseudometrikauf der Bipartition fA; Ag
eiber X handelt.

Mit Hilfe der Split-Metrik und der Isolationsindizeskennenwir die Distanzmatrix
D auf eindeutige Weisezerlegen.

Theorem 2.119 JedeDistanzmatrix D mber X erlaubtdie folgendeeindeutigeZer-
legung 0 1
X D Ao ¢ 0
D; = @ s S(l;J)A+Dij;
S2 ( X)
wolei D% eine X X -Matrix mit nichtnegativen Eintr agenist, die keine D°-Splits
erlaubt.

Auch diesenSatz wollen wir aufgrund der Komplexitat seinesBeweisesunbewiesen
lassen.

Es gilt jedoch o ensichtlich:

X D . .
Dj s s(i;]):
S2 ( X)

Somit stellen die Isolationsindizeseine einfate untere Sdranke fer die gegelene
Distanzmatrix dar.

Wir halten noch den folgendenFakt ohne Beweis fest.
Lemma 2.120 Die Anzahlder D-Splits ist durch 5! beschenkt.

Alle D-Splits fur eine Distanzmatrix D mber X kennenmit demin Abbildung 2.92
angegelkenenAlgorithmus beretinet werden.

Die Korrektheit de Algorithmus folgt aus der Tatsade, dassbeim Erweitern von

und somit im Isolationsindexdie Werte nur fallen kennen,da die Menge Elemerie,
eiber die das Minimum gebildet wird, gre er wird. Somit kann kein Split mit einem
positiven Isolationsindexausgelassemerden.

Fur die Angabe eine Algorithmus zur Konstruktion einesSplit Graphen benetigen
wir noch die De nition von sogenanrien konvexenMengen.
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Compute _D-Splits D{]

0= 1,
for (k=2;k n;k+)
f
K= 3 B
for each (S=fA;Ag2 1)
f
if ( 2> 0whereS°= fA[ fx«g;AQ)

«= «[ fS%;

if ( 20> 0whereS°= fA;A[ fxygg)
k= «[ fS%;

if ( 20> 0whereS®= ff xq;::1; %k 10; f X«9Q)
«= «[ fS%;

Abbildung 2.92: Algorithmus: Beredinung aller D-Splits

De nition  2.121 Sei G ein Split Graph eker X und seiA  X. SeiVa  V(G)
die Mengealler knoten, die mit Markierungen aus A markiert sind. V, bezeichnet
dann die konvexe Helle von V, und ist induktiv wie folgt de niert.

Va  Va;
9a;b2 Va;v2 V(G): dg(a;v)+ ds(v;b dg(a;b) ) v2 Va:

Hierbei bezeichnetdg (a;b) wieder das Gewicht einesgewichtsminimalenPfadesvon
anachbin G.

Mit Hilfe der konvexen Mengenkennenwir eine Algorithmus zur Konstruktion von
Split Graphenin Abbildung 2.93 angelen. Der Algorithmus konstruiert eigerlich
nicht wirklich eine Split Graphen, da er die vierte Bedingunggelegetiich verletzt,
d.h. der Graph ist nicht minimal, er kann zusatzliche Kanten erthalten.

Die Idee des Algorithmus ist, dasser mit einem Knoten beginrt, der alle Markie-
rungen besitzt. Fur jeden nichttrivialen Split werdendie kleinsten Teilgraphen,die
jeweils eine Menge des Splits reprasenieren, gefunden. Dann werden die beiden
Teilgraphenuber eine neue Dimension auseinandergezogerwobei der Scnitt der
beiden kleinsten teilgraphen quasi verdoppelt wird. Ein solder Split Graph fer k
D-Splits ist somit ein Teilgraph einesk-dimensionalenHyperwerfels. Zum Sdluss
werden noch die trivialen Splits eingebaut,in dem jeder markierte Knoten um ein
Blatt erweitert wird, in dem dann die Markierung gesgeichert wird.
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Genera teSpil tsGraph (D-Splits )
for each (S=fA;Ag2 ) do
f

Construct Va und Vg;
Let H := Va\ Vg,
for each (v2 H) do
f
let vi andv be new nodes;
add edgefv™;vg labeledwith S;
g
for each (fr;sg2 E(G)\ 7 ) do
f
add edgefr* ;s g labeledwith the label of fr;sg;
add edgefr ;s glabeledwith the label of fr; sg;
g
for each (w2 VanH) do
if (fv;wg2 E(G))
add edgefv*; wg labeledwith the label of f v;wg;
for each (w2 V;nH) do
if (fv;wg2 E(G))
add edgefv ;wg labeledwith the label of fv;wg;
deleteH and incident edges;

g
Abbildung 2.93: Algorithmus: Konstruktion einesSplit Graphenauseiner D -Splits

In Abbildung 2.94ist noch ein Beispielfur die Konstruktion einesSplit Graphenfur
de folgendenSplits angegelen:

S, = ff 1,560,234 79g;
S; = ff 1,2;3,7g;f4;5;6gg;
S; = ff 1,2,56,7g;f3;49g;
S, = ff 1,2;5;6q;f3;4;79g;
Ss = ff 1,2;3;6;79;f4;599

sowie allen trivialen Splits. In der Abbildung 2.94 ist der Scnitt H jeweils rot
dargestellt.
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Abbildung 2.94:Beispiel: Konstruktion einesSplit Graphen
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Kombinato rische Proteinfaltung 3

3.1 Inverse Proteinfaltung

In diesemAbsdnitt werdenwir uns mit der Modellierung der inversenProteinfal-
tung besthaftigen. Bei der inversenProteinfaltung ist die raumliche Struktur des
Proteins (besserdes Badkbones) bekannt, eswird nur die Zuordnung der Amino-
sauren auf die einzelnenPositionen gesuéit.

3.1.1 Grand Canonical Mo del

Ein erstes,bekanntes Modell fer die inverseProteinfaltung wurde von Sun, Brem,
Chan und Dill bestirieben. Hierbei ist die Konformation desbetrachteten Proteins
vollstandig bekannt, d.h. die Positionen der einzelnenAtome (oder zumindest der
C -Atome) savie die Ober adien der einzelnenAminosaurerestezur Lesungsind
bekannt. Die letzten Werte kennenaud durch Computerberedinungen und einige
Vereinfadwungen naherungsweiseberedinet werden. Ziel ist es, eine Zuordnung von
Aminosauren auf die einzelnenPositionen zu bestimmen,so dasseine gegelene(im
Folgendengenauerbesdiriebene) Energiefunktion minimiert wird.

Gegeben: Vollstandige 3-dimensionaleStruktur des Proteins. Durch Angabe des
Ortes der C -Atome und ewertuell der Seitenletten (der Ort desC -Atoms).
Fur die Seitenletten ist jeweils die Ober adhe bekannt, die zur Lesungexpo-

niert ist.
SeiS2 fH;Pg", wobeiH(S) = fi ] S = Hg, dannist
X X
(S)= g(d; ) + S
i;ji<JzH(2S> i2H (S)

eine Energiefunktionin Abhangigkeit von S, die eszu minimieren gilt.

H steht fur hydropholy P fer polar.
si entspricht der Ober ade der i-ten Seitenlette.

dj erntspricht dem raumlichen Abstand der i-ten Aminosaure zur j -ten
Aminosaure.
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Die Funktion g ist eineFunktion, die kleinere Abstandebelohrt, z.B. (der
zugelerige Graph ist in Abbildung 3.1 skizziert)

—1 - furx ¢

= 1+ex ¢© ’

9(x) 0 sonst.

Abbildung 3.1: Skizze:Bewertungsfunktion g

Ganz einfach kann g aud wie folgt gewahlt werden:

(x) 1 furx c;
g 0 sonst.
und sind Skalierungsfaktorenmit < OQund > 0,z.B. = 2und

= 1=3.
Gesucht: S2 fH;Pg", die ( S) minimiert.

Hierbei wird durch die Energiefunktion der Ausbildung hydrophober Kerne Ret-
nung getragen.Nahe beieinanderliegendehydrophobe Aminosaurerestewerdenbe-
lohnt, wahrend hydrophobe Aminosaurereste,die zur Lesungs essigleit exponiert
sind, bestraft werden.

Weiterhin wird im Grand CanonicalModell implizit unterstellt, dasseine Folgevon
Aminosauren, die die Energiefunktionfer die vorgegelenedreidimensionaleStruktur
minimiert, ebenfalls wieder die vorgegelene dreidimensionaleStruktur als native
Faltung einnimmt. Diesist naterlich a priori mberhaupt nicht klar. Es kann durchaus
sein, dasseine solde, die Energiefunktion minimierende Aminosauresequenzine
ganzanderenative Faltung, d.h. dreidimensionaleStruktur, einnimmt.

Wir wollen im Folgendendas gegelene Problem mit Hilfe einer Reduktion auf ein
Sdnitt-Problem in Graphenin polynomieller Zeit sehre zien t lesen.
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3.1.2 Schnitte in Netzwerken

Um die geforderte Reduktion besdtireiben zu kennen, messenwir erst noch die
Begri e einesNetzwerks und Sdnitten darin formalisieren.

De nition 3.1 Ein Netzwerk ist ein gerichteter Graph G = (V;E; ), wolei
"E! R, ist

Im Allgemeinen betrachtet man in soldien Netzwerken noch zwei ausgezeitnete
Knoten, namertlich s;t 2 V. Um deutlich zu maden, weldes die beiden ausge-
zeidneten Knoten sind, spricht man auch von s-t-Netzwerken

DesWeiterenwird fer alle nicht vorhandenengericditeten Kanten ihr Gewidt auf O
gesetzt,d.h (u;v) = O fur (u;v) 2 E. Dann ist die Kantengewiditsfunktion nater-
lich als Funktion :V V! R, zuverstehen.

a 2 ¢
70_»Y Sanitt (Vy; V) von G.
V. = fs;a;
s 2| ° 3 Yot ' “
\ / \, = fb;d;tg
ANy 72 o(Vi; Vo) = 3+ 2+ 4+ 9
b 6 d

Abbildung 3.2: Beispiel: Scnitt einesGraphen

De nition 3.2 SeiG = (V;E; ) ein Netzwerkund seiens;t 2 V. Ein s-t-Sdnitt
ist eine Partition (V1;V,) vonV = V[ Vo mit s2 V,, t2 V..

Die Kapazitat einess-t-Schnittes(Vy; V) ist gegelen durch:

X
c(Vi; Vo) = (x;y):

X2Vqy2Vy
(xy)2E

Achtung: Man beadite, dassbei der Kapazitat einesSdnittes (X;Y) nur Kanten
von X nacd Y, aber nicht von Y nadh X berucksichtigt werden. Somit gilt im

Version0.32 Fassungvom 5. Januar 2005



196 Kapitel 3. Kombinatorische Proteinfaltung

Allgemeinen:

c(Vi;V2) & (V2 Vh);
c(Vi; Vo) 6 c(Vo; Vy):

Fer die Struktur und ihre zugelorige Energie-Runktion  de nieren wir ein s-t-
Netzwerk G() = (V;E; ) mittels

Vo= fs;tg[fviji2[1:n]g[Iuijji<j {zzAg(dij)>0?;
= U=:1U()
E = f(s;uj)juy 2Ug[ f(vi;t)ji 2 [1:n]g[ f(uj;vi);(uj;vp)]u; 2 Ug:

Die Angabe der Kantengewittsfunktion folgt spater.

Beispiel: Wir geben der Einfachheit halber nur fer eine zweidimensionaleStruk-
tur daszugeltorige Netzwerk (die gepunktete Linien gelen Abstande d an, fur die
g(d) > 0 gilt) in Abbildung 3.3 an:

Vq
7 8 9

O—0—0 / V2
V3

‘ 5 Uie v
60——0"—04 T uas 4

@ti Usg XS —=0

O—0O0—0 6
i 2 3 tao Vo
g(d;) > 0 \VB
Vg

Abbildung 3.3: Beispiel: eineraumliche Struktur und das zugeterige Netzwerk

Kommen wir nun zur De nition der Kantengewittsfunktion des Netzwerks G()
fur die gegelene Struktur und ihrer zugelerigen Energiefunktion :

B+ 1;

X
i ) o v

i< 2

(s;uj) = jJ 9o(dj)>0; /
(vi;t) = s > 0;

(Ui vi) = (uj;vp) \
B
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3.1.3 AbgeschlosseneMengen und minimale Schnitte

Fur die weiteren Untersuchungen werden abgesblosseneMengen und minimale
Sdnitte in dem zur Energiefunktion zugelerigen Netzwerk einewichtige Rolle spie-
len.

De nition 3.3 Sei eine Energiefunktionund G() daszugelorige s-t-Netzwerk.
Eine MengeX V(G()) heit algeschlossenwenn

) s2 X undt2X,

||) 8Uij2U:Uij2X, Vi2X1AVj2X.

Lemma 3.4 Wenn (X;Y) ein minimaler (bzgl. der Kapazitat) s-t-Schnitt in G ist
(mit s2 X), dannist X algeschlossen.

Beweis: G besitzt o ensichtlich einenScnitt mit Kapazitat B, namlich den Sdnitt
(fsg;V nfsg). Sei(X;Y) ein minimaler s-t-Sdnitt.

Wir messenzeigen,dassX abgeshlossenist. Fur einenWiderspruchsbeweisnehmen
wir an, dassX nicht abgeshlossenist.

Fall 1: Seiu; 2 X ~ v; 2 X (dieserFall ist in Abbildung 3.4 illustriert):

Abbildung 3.4: Skizze:Fall 1
Somit gilt ¢ (X;Y) (uj;vi) = B + 1. Diesist jedoch ein Widersprudh zur
Minimalit &t von c(X;Y).
Fall 2: vi;v; 2 X~ uj 2 X (dieserFall ist in Abbildung 3.5 illustriert):
Betrachte (X%Y9 mit X°= X [ fujgund Y°= Y nfu;g.
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Abbildung 3.5: Skizze:Fall 2

Somit gilt ¢(X%Y9 = C(X;Y) (s;uj) < c(X;Y). Dasergibt einenWiderspruch
zur Minimalit &t von ¢(X;Y). ]

Idee:
V.

X
_o< Ist uj 2 X, dannwerdendie Positioneni und

j als hydrophob markiert.
v

J

Beadte hierbei, dassfur abgeshlosseneMengenX mit u; 2 X audvi;v; 2 X gilt.

Fur die weitere Diskussionbenetigen wir noch einige neitzliche Notationen.

Notation 3.5 SeiS 2 fH;Pqg", dann bezeichne:
H(S):=fijss=Hg 2 fvijs = Hg
X(S) = fs;vi;vi,u; Jvi 2H(S)M vy 2H(S)” 9(dj) > 0g  V(G())

Notation 3.6 Sei X eine algeschlossen&lengein G() , dann bezeichne:
S(X) 2 fH;Pg", wolei genaudann(S(X)); = H, wenni 2 X.

Somit kennenwir dasfolgendeLemmaformulieren, dassfur abgesbhlosseneMengen
eine Aquivalenz desBetrags deszugelerigen Scnittes und der korrespondierenden
minimalen Energie konstatiert.
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Lemma 3.7 SeiX eine algeschlossen®engein G() , dannist die Kapazitat des
s-t-Schnittes(X;V nX) mit s2 X gleichB + ( S(X)).

Beweis: Da X eineabgeshlosseneMengeist, gilt fur alle Kanten (x;y) 2 X Y
(wobei Y := V nX), dasssievon folgenderForm sind:

Entweder (x;y) = (vi;t), wennv; 2 X,
oder (x;y) = (s;v;), wennv; Z2X _v; Z2X.
Es gibt naterlich noch weitere Kanten zwisden X und Y, namlich Kanten der Form

(uj;vi) 2Y X.DadieseabervonY nac X verlaufen,sind diesefer die Kapazitat
desSdnittes nicht von Interesse.

Es gilt also:
X X
o(X;Y) = (siuy) + (Vi;t)
uj 2V vi2X
fvjvjg* X
X' X
= b (dy)+ Si
uj 2V vi2X
fvi;vJ- g* X
- - X - . X
= jjoo(dy) jJog(dy)+ Si
uj 2V uj 2v Vi 2X
X fvi;VJg X
= B+ 9(d;) + Si
ujj 2V vi2X
fvi;vJ-g X
= B+ ( S(X)):
|
15. Juli

Somit kennenwir statt der Minimierung der Energiefunktion aud die Minimie-
rung eines Sdnittes im zugelorigen Netzwerk betrachten. Seidazu im Folgenden
m = #ff i;jgj g(dj) > Og die Anzahl der Paare von Aminosauren der gegelenen
Proteinstruktur, derenAbstand unter die vorgegelene Grenzefallt. Halten wir das
ErgebnisdiesesAbsdnittes im folgendenLemmafest.

Lemma 3.8 Dasinverse Proteinfaltungspoblemim Grand Canonical Modell kann
in Zeit O(n?) auf ein 'Min-Cut-Pr oblem'in einem Netzwerkmit O(n + m) Knoten
und Kanten reduziert werden.
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Beweis: Wir messennur noch die Behauptungeber die Anzahl der Kanten im kon-
struierten Netzwerk beweisen.Siehedazu die folgendeSkizzedesNetzwerks in der
Abbildung 3.6. O ensichtlich hat jeder Knoten ausU einenGrad von 3, und t ist zu

—

G 8 2 o %

7
(o o o
A \

3 m Kanten n Kanten

Abbildung 3.6: Skizze:SdhemadesNetzwerkes G( )

genaun Kanten inzidert. Damit sind alle Kanten abgedekt. Da nach Voraussetzung
jUj = m ist, haben wir alsogenau3m + n Kanten. [

In der ,Praxis gilt jedoch im dreidimensionalenRaum: m = O(n).

Bemerkung:s bedeutetin der Regeldie Quelle desFlusses(engl. source) und t die
SenkedesFlusses(engl. target oder sink).

3.2 Maximale Flusse und minimale Schnitte

In diesemAbsanitt wollen wir uns mit Algorithmen zur Bestimmung einesmaxi-
malen Flussesin einemgegelenenNetzwerk beshaftigen.

3.2.1 Flussein Netzwerken

Formalisierenwir zunadst, waswir unter einemFlussin einemNetzwerk verstehen
wollen.
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De nition 3.9 (Fl usse in Netzw erken) SeiG = (V;E; ) ein s-t-Netzwerk.Ein
Flussin einem s-t-NetzwerkG ist eine Funktion' :V V! R, wolei gilt:

) 8u;v2V ' (uv) = ' (v;u) (Shiefsymmetrie;
i) 8u;v2V:  (v;u) ' (u;v) (u;v) (Kapazitatsbedingung,
Erinnerung: (u;v) = 0, (u;v) 2E;
P
i) 8u2Vnfs;tg: ,,' (u;v) = 0 (Kirchho sche Rege).

P
Mit j' j= o,y (s;Vv) bezeichnenwir den Betrag desFlusses' .

In Abbildung 3.7 ist ein beispiel fur ein s-t-Netzwerk mit einemFluss' gegelen.
Dabeiist der Flussin Klammern an der ertsprechendenKante angegelenund iet
immer in Richtung der Kante.

3(1) c

a
TIN b
j'i=3 So 3|1 4 @ |2 ot
b

1(1)

3 (1) d

Abbildung 3.7: Beispiel: Ein Netzwerk und ein Fluss'

Megliche anti-parallelenFlesse(z.B. 'a! b und'b! a'’) werdenin' nicht betrach-
tet, da wir solde anti-parallelen Flusseimmer, wie in Abbildung 3.8 angegelen,
vermeidenkennen.

a .
— entspricht ° a b o
(o] > >
X Y y a b X y

Abbildung 3.8: Skizze:Vermeidunganti-paralleler Flesse

Maximaler Fluss

Eingab e: Ein s-t Netzwerk G = (V;E; ).
Gesucht: Ein Fluss' von s nadht in G mit maximalem Betrag.
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Ein Fluss mit maximalem Betrag wird aud kurz maximaler Fluss genanr.

3.2.2 Residuen-Netzwerke und augmentierende Pfade

Zur Verbesserungd.h. Vergre erung) von Flessenin Netzwerken benetigen wir die
Begri e von Residuen-Netzwrken und augmertierenden Pfaden.

De nition 3.10 Sei G = (V;E; ) ein s-t-Netzwerkund sei' ein Fluss von s
nacht in G. Das zugelrige Residuen-Netzwrk ist ein s-t-NetzwerkG. (V;E® )
mit (u;v) == (u;v) ' (u;v) und E°= f(u;v)j (u;v) > Og.

Beispiel: Das in Abbildung 3.9 angegelene Residuennetzwrk resultiert aus dem
Beispiel fur den Flussim s-t-Netzwerk auf der vorherigen Seite.

ein ussvergr. Pfad , // /& \
N v/\/

b ~—o1—"4d

\

Abbildung 3.9: Beispiel: Residuennetzwrk

De nition  3.11 Sei G ein s-t-Netzwerkund ' ein Flussvon s nacht in G. Ein
Pfad von s nacht in G- heit augmenierender Pfad oder ussvergre ernder Pfad.

3.2.3 Max-Flow-Min-Cut-Theo rem

In diesemAbsdnitt wollen wir den zertralen Zusammenhangzwisdien minimalen
Sdnitten und maximalen Flussenin Netzwerken herstellen.

Lemma 3.12 SeiG = (V;E; ) ein Netzwerkund s;t 2 V. Seiweiter' ein bkelie-
biger zulassigerFluss von s nacht im NetzwerkG sowie (S;T) ein keliebiger s-t-
Schnitt von G. Dann gilt:

'] = "X y):
(x;y)2S T
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Beweis: Ubungsaufgale [

Theorem 3.13 Sei G = (V;E; ) ein Netzwerkmit Quelle s und Senket. Dann
sind fur einen Fluss' von s nacht in G die folgendenAussagenaquivalent:

I) ' ist ein maximaler Fluss;
i) dasResiduen-NetzwerlG: enthalt keinen augmentieendenPfad,;

iii) esexistiert ein s-t-Schnitt (S;T) von G mit j' j = ¢(S;T).

Beweis: ,i) ) i)\ durch Beweisder Kontrap osition:

Nach Voraussetzungexistiert ein augmertierender Pfad p in G- von s nad t. Sei

also := minf (u;v)j (u;v) 2 pg> 0. De niere
8
< '"(uv)+ fur (u;v) 2 p
"Quiv) = (U V) fur (v;u) 2 p
o (upv) sonst

Es bleibt zu zeigen,dass' %ein Flussin G ist.

Die Sthiefsymmetriefolgt ausder Konstruktion. Fur ein Knotenpaarf u; vg mit
(u;v) 2 p bzw. (v;u) Z p ist das o ensichtlich. Andernfalls gilt fer (u;v) 2 p
(der Fall (v;u) 2 pist analog):

v v E o= mur = (v )=

P
Die Kirchho sche Regel ,,, ' (u;v) = O fur v 2 fs;tg folgt ebenfalls nach
Konstruktion. Betrachte wir einenKnoten u. Ist u nicht im Pfad p erthalten,
dann bleibt die Kirchho sche Regelerfellt. Andernfalls gilt mit (x;v) 2 p und

(viy) 2 pr
' qu;v)

CAuv) 6+ qvry)°
v2V v2V
(xv ) Zph (viy)2p

= v+ (v )+ (C(viy) )
(KV)%zaYvw)zp

X

= t(upv) +
g%V

= (uv)
v2Vv

0:
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Es bleibt zu zeigen,dassdie Kapazitaten der Kanten des Netzwerkes einge-
halten werden. Wir werdendafer drei Falle unterscheiden:

Fall 1: (u;v) 2 p” (v;u) 2 p: Hier ist nichts zu zeigen,da’ qQu;v) = ' (u; V).
Fall 2: (u;v) 2 p:

' qu;v)

C(uv) +
uv) o (4v)
)+ Uv) T (wv)

(u;v):

Fall 3: (v;u) 2 p:
" Yu;v)

CRY
“(uv)  (viu)
) (i) T (vu)
(v;U)+-f'(u;V)fi'(v;U)i
=0

= (u;v):

Somit gilt ' Qu;v) 2 [ (v;u); (u;Vv)], alsoist ' °ein Flussin G.

Weiter gilt nach Konstruktion ' § = j'j+ > j'j,da > 0. Somitist"' kein
maximaler Flussin G. 2

W) ) i)\ SeiS=fv2V 9! vinG g, seiT :=VnS. Danngilt s2 S,
t2S,t2 T. Alsoist (S;T) ein s-t-Scnitt. Dieser Schnitt ist in Abbildung 3.10
illustriert

T

Abbildung 3.10: Skizze:

Betrachten wir zuerstden Fall, dass(u;v) 2 E(G) mit u2 Sundv 2 T ist (siehe
auch Abbildung 3.10). Nach Konstruktion von S gilt dann (u;v) 2 E(G: ). Somit
mussnad Konstruktion desResiduen-Netzwrkes' (u;v) = (u;v) gelten.
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Seinun (y;x) 2 E(G) mit x 2 Sundy 2 T (sieheauch Abbildung 3.10). Auch hier
gilt nach Konstruktion von S, dass(x;y) Z E(G: ). Somit mussnad Konstruktion
desResiduen-Netzwrkesdann' (x;y) = ' (y;x) = 0 gelten.

Nadh dem vorherigenLemma 3.12folgt:
X
I CHY)
(siy)2E
mi&LemmaS.lZ
L(x%Y)

(xy)2S T
X

X

189

1 . +
59
(xy)2s T (xy)2s T

Tixy)>o = (XY) “(xy) O

c(S;T):

Fer (x;y) 2 S T kann' (y;x) nicht negativ sein, da dann die Kannte (x;y) im
Residuen-Netzwerk erthalten ware. 2

L) ) DV Esgqilt: '] ¢(S;T) fur alle s-t-Sanitte (S;T) von G. Nadh Voraus-
setzungexistiert ein s-t-Scnitt (S;T) mit ' j = ¢(S;T). Somitist ' ein maximaler
Fluss. [

Korollar 3.14 (Max-Flo w-Min-Cut-Theorem) Sei G ein s-t-Netzwerk, dann
ist die Kapazitat einesminimalen s-t-Schnittesin G gleich dem Betrag eines maxi-
malen Flussesvon s nacht in G.

3.2.4 Algorithmus von Ford und Fulkerson

Aus der gewonnenenErkenrtnis lasstsich der folgendeAlgorithmus von Ford und
Fulkersonzur Konstruktion einesmaximalen Flussesin einemNetzwerk angeken.

Laufzeit: Fur die Laufzeitanalysenehmenwir an,dass :E ! N. SeiC die gre te
Kapazitat, d.h. C := maxt (e) j e2 Eg. Danngilt j'j jEj C. Da wir eine
ganzzahligeKantengewiditsfunktion angenommenrhaben, wird in jedem Sdleifen-
durchlauf der Fluss um mindestens1 erheht. Somit kann es maximal O(C jEj)
Sdleifendurdlaufe geben. Jeder Scleifendurdilauf kann mit einer Tiefensude in
Zeit O(n + m) bewerkstelligt werden. Somit ist die Laufzeit O(JEj? C).

Wir wollen noch anmerken, dassbei Verwendungvon irrationalen Kantengewiditen
der Algorithmus von Ford und Fulkersonnicht notwendigerveiseterminieren muss.
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MaxFlo w (G = (V;E; ))
f

Startemit* 0O
loop
f
Konstruiere Residuennetzwrkes G.
Sude augmertierendenPfad in G (z.B. mit Tiefensute)
if (kein augmerierenden Pfad) break
Sonstvergre ere Fluss mit Hilfe desaugmertierenden Pfades

g
Nun ist ' der maximale Flussin G
g
Abbildung 3.11: Algorithmus von Ford-Fulkerson
Go: Augmertierender Pfad (' j = 1):
/O\ /T
SO 1 () 1 ot SO 1 ot
l 1
o o
ergibt G- : augmerierender Pfad (j' § = 1+ 2):
a a
/O\ T\
’ 0\2 %O bote 2 T °!
o= o
b b
ergibt G o
a
c 1 /C|>\ c 2
1 x springt immer zwisdhenden2 Meglichkei-
S O/C 2 2 ¢ 1 ot ten hin und her) in diesemFall kennen
\ 5 l 1/ ( ©) Iterationen meglich sein.
b

Abbildung 3.12:Beispiel: exponertielle Anzahl augmenierenden Pfade
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In der Praxis sindirrationale Kantengewidte soviesokaumvon Bedeutung,da deren
Darstellung in einem Computer sdion einengehorigen Aufwand erfordert.

Somit hangt die Laufzeit von der gre ten Kapazitat einer Kante ab und kann somit

exponertiell in der Eingabegrm e sein. Solde Algorithmen nenrt man aud pseudo-
polynomiell, da sie bei kleinen Kapazitaten polynomielle Laufzeitenbesitzen,jedoch

bei gro en Kapazitaten (im Verhaltnis zur Eingabegm e) exponertielle Laufzeiten
bekommt.

Lemma 3.15 Mit Hilfe des Algorithmus von Ford-Fulkerson kann der maximale
Fluss in einen Netzwerk G = (V;E; ) mit ganzzahligerKantengewichtsfunktion
undmit (e) C fur allee?2 E in Zeit O(C jEj?) berechnetwerden.

3.2.5 Algorithmus von Edmonds und Karp

Eine VerbesserunglesAlgorithm us von Ford-Fulkersonlasstsich durch Verwendung
kerzesteraugmernierender Pfadeerzielen.Dieslasstsich mit einerBreitensude statt
einer Tiefensude leicht implemertieren. Die zuerst gefundenenaugmertierenden
Pfade sind dann die kerzesten.Dies fehrt zu einer Verbesserungder Laufzeit des
Algorithmus, wie wir gleich sehenwerden.

Notation 3.16 Es bezeichne': (v) die LangeeineskurzestenPfadesvon s nachv
in G .

Lemma 3.17 Werdennur kerzesteaugmentieendePfadegewahlt, sosind die Lan-
gender kerzestenaugmentieendenPfade monoton steigend.

Beweis: Wir werdenden Beweis durch Widerspruch fethren.

Seiv 2 V nfsg ein Knoten, dessenAbstand von s nach einer Flussvergre erung
kerzer gewordenist. Somit gilt ~ o(v) < " (v), wobei' ®aus' durch eine Fluss\er-
gre erung enstanden ist. Unter allen solthen Knoten, wahlen wir einen Knoten v
mit minimalen " o(V).

Seip ein karzesterPfad in G: o von s nach v und seiu der direkte Vorgangervon v
auf diesemPfad. Es gilt " o(u) = “o(v) 1und (u;v) 2 E(G: o). Nach Wahl von v
ist o(u) ().
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Behauptung: (u;v) Z2E(G')
Annahme: (u;v) 2 E(G: ). Dann gilt:

(V) c(u+l
To(u)+ 1
= To(v) 1+1
= To(V):
Diesfuhrt zu einemWiderspruch zur Wahl von v, da ™ o(v) < "~ (V). 2

Wie kann (u;v) in G: o hinzu gelommensein?Betrachten wir dazu aud die Abbil-
dung 3.13.

ausPfad' ! '9© smve t

u

Abbildung 3.13:Skizze:Ein augmenierender Pfad, der die Kante (u; v) im folgenden
Residuen-Netzwrk erzeugt

Ein kerzester Pfad von s! u gelt wber v und wurde im augmernierenden Pfad
gewahlt.

cv) = (w1
wie vorher bemerkt, gilt ~ (u) " o(u)
Too(u) 1
aufgrund deskuerzetesenPfadess! v! u
= Tov) 1 1
= To(v) 2
Diesfuhrt zu einemWiderspruch zu "~ (v) > " o(V). |

De nition  3.18 Eine Kante (u;v) eines augmentieenden Pfadesp in G- heit
kritisch, wenn (u;v) = minf (e) j e 2 pg. Eine kritische Kante wird oft auch als
Flasdhenhals(engl. bottlenck) bezeichnet.

Beadite, dassjeder augmetierendePfad mindestenseine kritische Kante erthalten
muss.
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Lemma 3.19 Sei G = (V;E; ) ein s-t-Netzwerkund seienu;w 2 V, diein G
mit einer gerichteten Kante verbundenist ((u;v) 2 E _ (c;u 2 E)). Dann kann

jede Kante (u; V), die in einem Residuen-Netzwerlauftreten kann, maximal ‘\’7’ Mal
kritisch werden.

Beweis: Sei(u;Vv) 2 E(G). Wenn (u;Vv) daserste Mal kritisch wird, gilt:
(V)= T (u+ L (3.1)

Somit verstciwwindet die Kante (u;v) aus dem Residuen-Netzwrk G. o. Die Kante
(u; v) kann erst wieder auftauchen, wenn Flussvon v nadh u versaickt wird (Kante
an Kapazitatsgrenze).

Sei G o das Residuen-Netzwrk, in dem (v; u) in einemkerzestenaugmerierenden
Pfad auftritt.

Esgilt dann:  ou) = " odV) + 1.

Cofu) = Tofv) + 1

nach Lemma3.17
T(v)+ 1

nach Gleichung 3.1
(u) + 2

Somit wachst nach jedem kritischen Zustand von (u;v) der Abstand fer u von s
um 2. Dies kann aber maximal ’VT’ Mal passieren,da jeder einfache Pfad nur die
maximale LangejV| haben kann. [

Theorem 3.20 Der Algorithmus von Edmonds-Karp, der nur kerzesteaugmentie-
rendePfade verwendet,benetigt zur BestimmungeinesmaximalenFlussesin einem
NetzwerkG = (V;E; ) maximal O(jVj JEj?) Zeit.

Beweis: JedeKante wird maximal O(jV)) kritisch. Es gibt maximal O(jEj) Kanten,
also kann esmaximal O(jVj JEj) viele Fluss\ergre erungen geken. Jede Fluss\er-
gre erung benetigt mit Hilfe einer Breitensude Zeit O(jVj + jE)). ]
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210 Kapitel 3. Kombinatorische Proteinfaltung

3.2.6 Der Algorithmus von Dinic

Die Breitensudie ndet nicht nur einenkeirzesten,sondernalle keirzestenaugmen-
tierenden Pfade ohne wesetlichen zusatzlichen Mehraufwand mehr oder weniger
gleichzeitig. Man kennte alsoaud alle kerzestenaugmerierende Pfade gleichzeitig
fur eineFlusswvergre erung verwenden.Der darausresultierendeAlgorithmus (Algo-
rithmus von Dinic) hat eine Laufzeit von O(jVj? jEj).

Theorem 3.21 Der Algorithmus von Dinic, der alle kurzestenaugmentieenden
Pfade gleichzeitigverwendet,benetigt zur Bestimmungeines maximalen Flussesin
einem NetzwerkG = (V;E; ) maximal O(jVj? jEj) Zeit.

Auf den Beweis diesesSatzeswollen wir an dieser Stelle nicht weiter eingehenund

verweisenauf die entsprechendenLehrbeicher. Wir weisenaud noch darauf hin, dass
esnoch wesettlich e zien ter Algorithmen gibt. Auch hierfur verweisenwir auf die

einstlagigenLehrbeicher. Wir erwahnnennur dassKkarzanov noch eineVerbesserung
auf O(jVj®) ertzielt hat und damirt die Klasse der Push-Relalel-Algorithmen fer

maximale Flusse bnegrundet hat. Der momerian sdnellste Algorithmus stamnt

von Goldberg und Rau mit einer Laufeit von

-
O minfj Vj*3;jEj*?g JEj log JJV?JJ log(C)

3.3 Erweiterte Modelle der IPF

Zum Sdlusswollen wir uns mit ein paar Erweiterungenund den damit zusammen-
hangenderFragestellungerzum Grand CanonicalModel der inversenProteinfaltung
widmen.

3.3.1 Erweiterung auf allgemeine Hydrophobizit aten

In diesemAbsanitt wollen wir uns die Frage stellen, ob wir auc fur kontinuier-
liche Hydrophobizitaten eine optimale Zuordnung im Grand Canonical Modell in
polynomieller Zeit beredinen kennen.

Bislang haben wir nur zwisthen hydrophoben und polaren Aminosauren unterscie-
den, die Einteilung war alsodiskret. Nun wollen wir beliebigereelle Werte zwisten
0 und 1 als Hydrophobizitat zuslassen.l stelt dabei fer hydrophobe und O fur
polare Aminosauren. Werte dazwisdien kennen eine genauereAbstufung zwisden
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mehr oder weniger hydrophoben Aminosauren darstellen, da aud die in der Natur
vorkommendenAminosauren eine untersdiedliche Hydrophobizitat besitzen.

Wir lassenjetzt fur jede Aminosaureposition des Proteins einen Wert z; 2 [0; 1]

Energiefunktion erhalten wir dann:

X X0
(2)= z z 9o(dy)+ S zZ:
i<j 2 i=1
Wir sudenalsojetzt eineFolge (z1;:::;2z,) 2 [0; 1]", sodass ( Z) minimal wird.

Lemma 3.22 Fur jede Struktur Z und ihre zugelorige Energiefunktion  gibt es

Beweis: SeiZ eineoptimale Folge,d.h. ( Z) ist minimal. SeiZ einesolte optimale
Folge,die #fi j z 2 (0; 1)g minimiert.

Behauptung: 8i2[1:n]: z 2 f0;1g.

Funktion " : [0;1]! R vermegey 7! ' (Z}).

Fakt: ~ ist eineane Funktion, sieh dazu auch Abbildung 3.14.Da ~ eineane

(Y)
| / const.
/ , )
— da' (z7) minimal
O
0 Z 1

Abbildung 3.14:Skizze:Die Funktion

Funktion ist, muss = sogar konstart sein, da sonst das eindeutige Minimum am
Rand deslintervalls [0; 1] angenommenwird.

ergibt einenWiderspruch zur Wahl von Z. [

Somit machenalsoim Grand CanonicalModel solde Erweiterungenvon Hydropho-
bizitaten keinen Sinn. Wir erhalten diesellen Lesungen,wie im diskreten Modell.
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212 Kapitel 3. Kombinatorische Proteinfaltung

3.3.2 Energie-Landschaften im Grand Canonical Mo dell

Wie sieht eine Energieminimums-Landsbaft im Grand Canonical Model aus? Sei

=fS2fH;Pg"j ( S) = min g, d.h. ist die Mengeder optimalen Lesungen
von . Wir wollenjetzt untersudien, ob dieseMinima beispielsveisedurch Punktmu-
tationen ineinander uberfuhrbar sind. Dies kann Hinweiseauf die Stabilitat solder
Proteine gegemiber Punktmutationen implizieren.

Die folgendeDarstellung lasst sich auch auf allgemeinereMutationen anstelle von
Punktmutationen verallgemeinern.Da die Methoden jedoch im Weseitlichen iden-
tisch sind, verweisenwir auf die Originalliteratur.

Frage: Ist zusammenlangend(bzgl. (Punkt-)Mutation)?

Wir betrachten zur Beartwortung dieserFrage die folgendeFunktion f :
f:28 1 R:f(xX ="' (S(X));
wobei S(X ) wiederumdurch die Bezielung (S(X)); = H, i 2 X deniert ist.

Erinnerung: 2" = fX  [1: n]g, alsodie Potenzmengevon [1: n].

De nition 3.23 SeiM eine Menge.Eine Funktion' : M ! R heit submalular,
wenn gilt:
8X;Y2M " (X\Y)+"(X[Y) "(X)+'(Y):

Lemma 3.24 Die betrachtete Energiefunktion f ist submalular.

Beweis: Die Energiefunktion sielt wie folgt aus:

X X
f(X)="(8(X)) = g(d; ) + Si

i<ji 2 i2X

ihj 2X

Um die Submaularitat zu untersuden, betrachten wir zunadst alle auftretenden
Kanten, die im erstenTerm aufaddiert werden.In der folgendeAbbildung 3.15sind
die versdiedenenFalle illustriert, die wir im Folgendenunterscheidenwerden.

Seie die untersudite Kante, die aud in der Energiefunktion beracksidchtigt wird.

e2(XnY) (XnY): Somitwird ein f (X [ Y) auf der linkenund in f (X) auf
der rechten Seite aufaddiert.

e2(XnY) (X\Y): Somitwird ein f(X [ Y) auf der linkenund in f (X) auf
der rechten Seite aufaddiert.
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-Term -Term
Ix | 1x Ix | 1X
Ix | 1x 2X | 2x
2X | 2X

Abbildung 3.15: Skizzezum Beweis der Submadularit at

e2(X\VY) (X\Y) Somitwird esonvohlinf (X[ Y) alsauchinf (X \ Y) auf
der linken Seite aufaddiert. Auf der rechten Seite wird die Kante ebenfallsin
f(X) und f (Y) berecksictigt.

e2 (X nY) (YnX): Somitwird e in der linken Seitein f (X [ Y) berecksich-
tigt. Auf der rechten Seitewird dieseKante, aber nirgendwo aufsummiert. Da
jedoch alle Summandenim ersten Teil der Gewidhtsfunktion negativ sind, ist
somit die linke Seitekleiner gleich der rechten Seite.

Die anderennicht explizit aufgekhrten Falle verhalten sich analog zu einem der
obigenFalle.

Esbleibt noch die Summandenin der zweiten Summezu berucksichtigen. Hier gehen
nur einzelnenAminosauren ein. Seialsov der untersucite Knoten:

v2 X nY: DieserWert wird sovohl in f (X [ Y) auf der linken als audh in f (X))
auf der rechten Seite aufaddiert.

v2 X\ Y: DieserWert wird sovohlin f (X [ Y) und f (X \ Y) auf der linken als
audh in f (X)) und f (Y) auf der rechten Seite je zweimal aufaddiert.

In jedem Fall ist die Summegleich und der Beweis der Submalularit at abgeshblos-
sen. ]

Notation 3.25 X;X°% [1:n] heien adjazern, wennjX4 X9§ = 1. (Xq;:::;Xy)
heit eine Kette, wenn X; und X;;; adjazentsind fur allei 2 [1:t 1]

Wir kennennun die zu Beginn gestellte Frage wie folgt formulieren bzw. formalisie-
ren:
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214 Kapitel 3. Kombinatorische Proteinfaltung

Frage: Gilt fur X;Y 2 , dasseine X -Y -Kette existiert.
Lemma 3.26 Wenn X;Y 2 ,danngit X[ Y2 undX\ Y2

Beweis: Wir nehmenzunadist an, dassf (X \ Y) (X[ Y) gilt.
Nadch der submadularen Gleichung gilt

fFXVY)+f(X[Y) 2;
da = f(X)=f(Y) der minimale Wert ist.

Mit f(X\Y) (X[ Y)folgt, dass2 f(X\ Y) 2 undsomitf(X\ Y)=
und daher mussnad De nition X\ Y 2 sein.

Damit gilt aber auch
f(XTY) 2 f(X\Y)=2
Alsoist f (X \ Y)= undsomitX\ Y 2 .

Der Fall, dassf (X \ Y) (X[ Y) gilt, lasstsich analogbeweisen. [

Lemma 3.27 Es existieren eindeutigeMengenX ;X 2 , sodassX Y X fur
alleyY 2

Beweis: Wir de nieren: X := TY2 Y und X := SY2 Y. Nach dem vorherigen
Lemmagilt, dassX 2 undX 2 , da endlichist. O ensichtlichgit X Y X
fur Y 2 . Warendiesenicht eindeutigund esgabe audh X °bzw. X °mit densellen
Eigenstaften, sowaren X \ X %bzw. X [ X°andereKandidaten und wir erhalten
einenWidersprud. ]

Notation 3.28 Eine Kette (Xq;:::;X;) heit monoton, wenn X Xt qilt.

Lemma 3.29 Sei X;Y;Z 2 mit X Y Z. Wenn es eine monotone X -Z -
Kette in  gibt, dann gibt esauch eine monotone X -Y -Kette in

Beweis: Sei
X=Xy it Xy=2
einemonotoneX -Z -Kette. Betrachte die Kette
X\Y Xo\Y X\ Y
DaX;\ Y =X und X;\ Y =Y, ist dieseinemonotoneX -Y -Kette. [ ]
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Lemma 3.30 SeiY 2 . Wenn eseine X-Y-Kette in  gibt, dann gibt es auch
eine monotone X -Y -Kette.

Beweis: SeiC eineX-Y-Kette in  kerzesterLange.Angenommen,dieseseinicht

C: X=X, Xi Xigg Xi=Y:

Somit gibt es eine monotone X -X;-Kette in . Da X X ist, gibt esnac
Lemma 3.29 eine monotone X -X ;1 -Kette C%= (X%:::;X%) in . Aufgrund der

einekerzere X -Y Kette als C und wir erhalten den geweinsditen Widerspruch. =
Aus den beidenletzten Lemmata erhalten wir sofort das folgendeKorollar.

Korollar 3.31 st genaudann zusammenkngend, wenn es eine monotone X -
X -Kette gibt.

Beweis: ) : Wenn zusammenlngendist, dann gibt eseine X -X -Kette in .
Nach Lemma 3.30gibt esdann auch eine monotoneX -X -Kette in .

( : SeienX;Y 2 . Danadh Lemma3.27X X XundX Y X gil, und
eseine monotone X -X -Kette in  gibt, folgt mit Lemma 3.29 auch eine monotone
X -X -Kette und eine monotone X -Y -Kette. Diesebeidenlassensich leicht zu einer
X -Y -Kette zusammensetzen. [ |

DiesesKorollar gibt einenkurzen ,Beweid fur den Zusammenhang/on an.

Notation 3.32 X 2 heit Sadkgasse wenn X 6 X fur alle X° X mit
X% Xj= 1gil, dassX°2

Lemma 3.33 ist genaudann zusammenkngend,wenneskeine Sackgasseim
gibt.

Beweis: ) : Wenn zusammenlangendist, dann gibt esfur alle X 2  eine
monotone X -X -Kette. Somit kann eskeine Sakgassengelen.
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216 Kapitel 3. Kombinatorische Proteinfaltung

( : Sei nicht zusammenlangendund sei X 2  sogewahlt, dasseskeine X -
X -Kette in  gibt. Unter allen meglichen solder X, wahlenwir einesmit kleinster
Kardinalit at. Dann ist aber X eine Sakgasse.Angenommenes gabe ein X°2 |
das durch Entfernen einesElemerts aus X ensteht. Dann weirde es aufgrund der
Minimalit at von X eine X-X2%Kette in  und somit auch eine X -X -Kette in
geben, was den gewinsditen Widersprud liefert. [

Somit haben wir jetzt auch einenkurzen Beweisdafer, dass nicht zusammenian-
gendist.

Damit kennenwir jetzt denfolgendenAlgorithmus zur Bestimmung desZusammen-
hangsvon angelen.

Zusammenhang in
f

Beredine X = Min(f) und X = Max(f)

W =X

while (W 6 X)

f
Bestimme:i 2 W : f (W nfig) = f (i)
Gibt eskein soldesi ! return reject
W = W nfig

g

return accept

Abbildung 3.16: Algorithmus: Zusammenhangn  bestimmen

Esist belannt, dassman fur submadulare Funktionen derenzugeferige MengenX.
und X in polynomieller Zeit bestimmenkann. Wir gehenhier nicht auf die Details
ein, sondernverweisenauf Lehrbeicher im Bereidh der kombinatorischen Optimie-
rung.

Theorem 3.34 Es kann in polynomieller Zeit entschielen werden, ob die Mini-
mums-Landschafteiner gegelenen Energiefunktion im Grand Canonical Modell
zusammenhkngendist oder nicht.
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Kapazitat, 195
Kapazitatsbedingung,201
Karte
genetisbe, 1
genomisbe, 1
kartesister Baum, 164
kaslkadenartiger Scnitt, 132
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Kern, 64

d-zulassiger,69

zulassiger,64, 69
Kern-Paar, 73
Kette, 213,214
Kirchho sche Regel,201
Knoten

aktiver, 21

blockierter, 21

freier, 21

leerer, 8, 37

partieller, 8, 37

voller, 8

voller Knoten, 37
kompakt additive Matrix, 112
kompakte Darstellung, 102

kompakter additiver Baum, 112

kompatibel, 175
schwad, 180
konvexe Helle, 189
Kosten, 157
kritisch, 208

L
Layout, 64, 69

d, 69
least commonancestor,101
leer, 8, 37
leererKnoten, 8, 37
leerer Teilbaum, 8
leeresBlatt, 8, 37
link-edge, 160

M

map
genetic,1
physical, 1

Matrix
additive, 112
extern additive, 112
kompakt additive, 112
streng ultrametrische, 101
ultrametrische, 101

maximaler Fluss, 202
Maximume-Likelihood, 81
Mengensubtraktioneiner
Nicht-T eilmenge,32

Merkmal, 79

binares, 79

numerisdes, 80

zeidenreihiges,80
merkmalbasiertesverfahren, 79
Merkmalsmatrix

binare, 82
Metrik, 99

induzierte, 103
minimaler Spanrbaum, 125
minimum spanningtree, 126
monoton, 214

N

nicht-disjunkte Vereinigung,32
niedriger ultrametrischer Baum, 151
niedrigste gemeinsameé/orfahr, 101
niedrigster ultrametrischer Baum, 146
Norm, 141

Norm einesPQ-Baumes,27

Norm einesPQR-Baumes,42
numerister Charakter, 80
numeristcies Merkmal, 80

@)
orthogonal, 35

P
P-Knoten, 5, 29, 55
p-Norm, 141
partiell, 8, 37
partieller Knoten, 8, 37
partieller Teilbaum, 8
path compression52
PC-Baum, 55

Aquivalenz, 56

edier, 56
perfekte binare Phylogenie,82
perfekte Phylogenie, 88
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Pfadkompression,52 Sadkgasse215

phylogenetistier Baum, 77, 82 Sandwict Problem

Phylogenie additives, 140

perfekte, 88
perfekte binare, 82
physical map, 1
physical mapping, 1
PIC, 61
PIS, 61
PQ-Baum, 5
Aquivalenz,7
edter, 6
Norm, 27
universeller,16
PQR-Baum, 29
Aquivalenz, 30
edter, 29
Norm, 42
Priority Queue,130
Proper Interval Completion, 61
proper interval graph, 60
Proper Interval Selection(PIS), 61
pseudo-mlynomiell, 207
Pseudometrik,188

Q

Q-Knoten, 5, 29
Quelle, 200

R
R-Knoten, 29
Rand, 64
Rang, 52,131
RangeMinimum Query, 167
reduzierter Teilbaum, 8
relevanter reduzierter Teilbaum, 18
Residuen-Netzwrk, 202
Restriktion, 7

implizite, 32

S
s-t-Netzwerk, 195
s-t-Schnitt, 195

ultrametrisches, 140
Sdiefsymmetrie, 201
sdwadh kompatibel, 180
Sektor, 21
Senle, 200
separalel, 159
SequencelaggedSites, 2
Spanrbaum, 125

Gewidt, 125

minimaler, 125
Split, 173

Gree, 174

trivialer, 174
Split Graph, 182
Split-Metrik, 187
Splitdistanz, 179,183
Splits mber X, 173
State-Intersection-Graph,93
streng ultrametrische Matrix, 101
strengerultrametrischer Baum, 101
STS, 2

T
Taxa, 77
Teilbaum
leerer, 8
partieller, 8
reduzierter, 8
relevanter reduzierter, 18
voller, 8
Teilgraph, 90
induzierter, 90
Translation, 147
tree intersectiongraph, 90
Triangulation, 94
trianguliert, 91
trivialer Split, 174

U
Ultrametrik, 99
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induzierte, 103
ultrametrische Dreiedksungleitiung,
99
ultrametrische Matrix, 101
ultrametrischer Baum, 101
hedster, 142
niedriger, 151
niedrigster, 146
Ultrametrisches
Approximationsproblem, 141,
172
Ultrametrisches Sandwid Problem,
140
unit interval graph, 60
universellerPQ-Baum, 16

V

Verfahren
charakterbasiertes, 79
distanzbasiertes,’8
merkmalbasiertes,79

4-Punkte-Bedingung,122

voll, 8, 37

voller Knoten, 8, 37

voller Teilbaum, 8

volles Blatt, 8, 37

vollstandig, 32

W
Wurzelliste, 131

Z

zeidenreihigeCharakter, 80
zeidhenreihigeMerkmal, 80
zugetoriger gewiditeter Graph, 126
zulassig,69

zulassigeFarbung, 62
zulassigerKern, 64
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