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Vorwort

Dieses Skript entstand parallel zu der Vorlesung Algorithmische Bioinformatik IIT
des Sommersemester 2003 und 2004, die als Fortsetzung der Vorlesungen Algorith-
mische Bioinformatik I und Algorithmische Bioinformatik 11 dient. Seit dem Som-
mersemester 2006 wurde die Vorlesung in Algorithmische Bioinformatik: Biume und
Graphen umbenannt, um den Inhalt besser zu charakterisieren.

Diese Vorlesungen wurde an der Ludwig-Maximilians-Universitét speziell fiir Stu-
denten der Bioinformatik, aber auch fiir Studenten der Informatik, im Rahmen des
von der Ludwig-Maximilians-Universitdt Miinchen und der Technischen Universitét
Miinchen gemeinsam veranstalteten Studiengangs Bioinformatik gehalten.

Teile, die im Sommersemester 15 nicht Teil der Vorlesung waren, sind mit einem
Stern (*) und Teile, die nur teilweise behandelt wurden, sind mit einem Plus-
Zeichen (+) markiert.

Diese Fassung ist jetzt weitestgehend korrigiert, dennoch kann es immer noch den
einen oder anderen Fehler enthalten. Daher bin ich fiir jeden Hinweis auf Fehler oder
Ungenauigkeiten (an Volker.Heun®bio.ifi.Imu.de) dankbar.

An dieser Stelle méchte ich insbesondere meinen Mitarbeitern Johannes Fischer und
Simon W. Ginzinger sowie den Ubungsleitern Florian Erhard und Benjamin Albrecht
fiir ihre Unterstiitzung bei der Veranstaltung danken, die somit das vorliegende
Skript erst moglich gemacht haben. Auch moéchte ich Sabine Spreer danken, die an
der Erstellung der ersten Version dieses Skriptes in IXTEX2e mafigeblich beteiligt
war.

Miinchen, im Sommersemester 2015 Volker Heun
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Physical Mapping ].

1.1 Biologischer Hintergrund und Modellierung

Bei der genomischen Kartierung (engl. physical mapping) geht es darum, einen ers-
ten groben Eindruck des Genoms zu bekommen. Dazu soll fiir ,charakteristische
Sequenzen der genaue Ort auf dem Genom festgelegt werden. Im Gegensatz zu
genetischen Karten (engl. genetic map), wo es nur auf die lineare und ungefihre
Anordnung einiger bekannter oder wichtiger Gene auf dem Genom ankommt, will
man bei genomischen Karten (engl. physical map) die Angaben nicht nur ungefihr,
sondern moglichst genau bis auf die Position der Basenpaare ermitteln.

1.1.1 Genomische Karten

Wir wollen zunéchst die Idee einer genomischen Karte anhand einer ,Landkarte
aus Photographien® fiir Deutschland beschreiben. Wenn man einen ersten groben
Uberblick der Lage der Orte von Deutschland bekommen will, dann kénnte ein erster
Schritt sein, die Kirchtiirme aus ganz Deutschland zu erfassen. Kirchtiirme bieten
zum einen den Vorteil, dass sich ein Kirchturm als solcher sehr einfach erkennen
ldasst, und zum anderen, dass Kirchtiirme verschiedener Kirchen in der Regel doch
deutlich unterschiedlich sind. Wenn man nun Luftbilder von Deutschland bekommt
und die Kirchtiirme den Orten zugeordnet hat, dann kann man fiir die meisten
Photographien entscheiden, zu welchem Ort sie gehdren, sofern denn ein Kirchturm
darauf zu sehen ist. Ausgehend von Luftbildern, auf denen mehrere Kirchtiirme
zu sehen sind, kann man dann die relative Lage der Orte innerhalb Deutschlands
festlegen. Die dquivalente Aufgabe bei der genomischen Kartierung ist die Zuordnung
von auffalligen Sequenzen (Kirchtiirme) auf Koordinaten in Deutschland. Ein Genom
ist dabei im Gegensatz zu Deutschland ein- und nicht zweidimensional.

Ziel der genomischen Kartierung ist es, ungefdhr alle 10.000 Basenpaare eine cha-
rakteristische Sequenz auf dem Genom zu finden und zu lokalisieren. Dies ist wichtig
fiir einen ersten Grob-Eindruck eines Genoms. Fiir das Human Genome Project war
eine solche Kartierung wichtig, damit man das ganze Genom relativ einfach in viele
kleine Stiicke aufteilen konnte, so dass die einzelnen Teile von unterschiedlichen
Forscher-Gruppen sequenziert werden konnten. Die einzelnen Teile konnten dann
unabhéngig und somit hochgradig parallel sequenziert werden. Damit zum Schluss
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2 Kapitel 1. Physical Mapping

die einzelnen sequenzierten Stiicke wieder den Orten im Genom zugeordnet werden
konnten, wurde dann eine genomische Karte benotigt.

Obwohl Celera Genomics mit dem Whole Genome Shotgun Sequencing gezeigt hat,
dass fiir die Sequenzierung grofler Genome eine genomische Karte prinzipiell nicht
unbedingt benétigt wird, so mussten diese Daten letztendlich fiir die Sequenzierung
des menschlichen Genoms mitverwendet werden. Weiterhin ist diese zum einen doch
hilfreich und zum anderen auch unerlésslich beim Vergleich von d&hnlichen Genomen,
da auch in absehbarer Zukunft aus Kostengriinden noch nicht jedes beliebige Genom
einfach einmal schnell sequenziert werden kann. Weiterhin finden die verwendeten
Methoden mittlerweile unter anderem in der komparativen Genomik Anwendung.

1.1.2 Konstruktion genomischer Karten

Wie erstellt man nun solche genomischen Karten. Das ganze Genom wird in viele
kleinere Stiicke, so genannte Fragmente zerlegt. Dies kann mechanisch durch feine
Sprithdiisen oder biologisch durch Restriktionsenzyme geschehen. Diese einzelnen
kurzen Fragmente werden dann auf spezielle Landmarks hin untersucht.

Als Landmarks konnen zum Beispiel so genannte STS, d.h. Sequence Tagged Sites,
verwendet werden. Dies sind kurze Sequenzabschnitte, die im gesamten Genom ein-
deutig sind. In der Regel sind diese 100 bis 500 Basenpaare lang, wobei jedoch nur die
Endstiicke von jeweils 20 bis 40 Basenpaaren als Sequenzfolgen bekannt sind. Vor-
teil dieser STS ist, dass sie sich mit Hilfe der Polymerasekettenreaktion sehr leicht
nachweisen lassen, da gerade die fiir die PCR benétigten kurzen Endstiicke als Pri-
mer bekannt sind. Somit lassen sich die einzelnen Fragmente darauthin untersuchen,
ob sie eine STS enthalten oder nicht. Alternativ kann auch mit Hybridisierungs-
experimenten festgellt werden, ob eine STS in einem Fragment enthalten ist oder
nicht.

I I Lo I I I I I
I E é —4 é é—1 TFragmént 1 ! !
I I R I I I I I
I I I I I I I
I I I :FragmeH{ 2 e * —
I I [ I I I I I
! I —— o Y &—] Fragmént 3 |
I I o I I I I I
I I oo I I I I I
I I o I I Fragment 4 F—¢ +—
I I o I I I I I
e é ¢——] Fragment 3 | | |
I I o I I I I I
E B A G C F H I D

Abbildung 1.1: Skizze: Genomische Kartierung
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1.1. Biologischer Hintergrund und Modellierung 3

In Abbildung 1.1 ist eine Aufteilung in Fragmente und die zugehorige Verteilung
der STS illustriert. Dabei ist natiirlich weder die Reihenfolge der STS im Genom,
noch die Reihenfolge der Fragmente im Genom (aufsteigend nach Anfangspositio-
nen) bekannt. Die Experimente liefern nur, auf welchem Fragment sich welche STS
befindet. Die Aufgabe der genomischen Kartierung ist es nun, die Reihenfolge des
STS im Genom (und damit auch die Reihenfolge des Auftretens der Fragmente im
Genom) zu bestimmen. Im Beispiel, das in der Abbildung 1.1 angegeben ist, erhilt
man als Ergebnis des Experiments nur die folgende Information:

F, = {AB,C,F,G},
F, = {FHI},

Fy = {AC,FG, H}
F, = {D,I},

Iy = {AB,E G}

Hierbei gibt die Menge F; an, welche STS das Fragment ¢ enthélt. In der Regel sind
natiirlich die Fragmente nicht in der Reihenfolge ihres Auftretens durchnummeriert,
sonst ware die Aufgabe ja auch trivial.

Aus diesem Beispiel sieht man schon, das sich die Reihenfolge aus diesen Informatio-
nen nicht immer eindeutig rekonstruieren ldsst. Obwohl im Genom A vor G auftritt,
ist dies aus den experimentellen Ergebnissen nicht ablesbar.

1.1.3 Modellierung mit Permutationen und Matrizen

In diesem Abschnitt wollen wir zwei recht &hnliche Methoden vorstellen, wie man die
Aufgabenstellung mit Mitteln der Informatik modellieren kann. Eine Modellierung
haben wir bereits kennen gelernt: Die Ergebnisse werden als Mengen angegeben. Was
wir suchen ist eine Permutation der STS, so dass fiir jede Menge gilt, dass die darin
enthaltenen Elemente in der Permutation zusammenhéngend vorkommen, also durch
keine andere STS separiert werden. Fiir unser Beispiel wéren also EBAGCFHID
und FBGACFHID sowie DIHFCGABE und DIHFCAGBE zuldssige Permu-
tationen, da hierfiir gilt, dass die Elemente aus F; hintereinander in der jeweiligen
Permutation auftreten.

Wir merken hier bereits an, dass wir im Prinzip immer mindestens zwei Losun-
gen erhalten, sofern es iiberhaupt eine Losung gibt. Aus dem Ergebnis kénnen wir
ndmlich die Richtung nicht feststellen. Mit jedem Ergebnis ist auch die riickwérts
aufgelistete Reihenfolge eine Losung. Dies lasst sich in der Praxis mit zusédtzlichen
Experimenten jedoch leicht 16sen.
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Abbildung 1.2: Beispiel: Matrizen-Darstellung

Eine andere Moglichkeit wére die Darstellung als eine n xm-Matrix, wobei wir anneh-
men, dass wir n verschiedene Fragmente und m verschiedene STS untersuchen. Der
Eintrag an der Position (i, j) ist genau dann 1, wenn die STS j im Fragment i enthal-
ten ist, und 0 sonst. Diese Matrix fiir unser Beispiel ist in Abbildung 1.2 angegeben.
Hier ist es nun unser Ziel, die Spalten so zu permutieren, dass die Einsen in jeder
Zeile aufeinander folgend (konsekutiv) auftreten. Wenn es eine solche Permutation
gibt, ist es im Wesentlichen dieselbe wie die, die wir fiir unsere andere Modellierung
erhalten. In der Abbildung 1.2 ist rechts eine solche Spaltenpermutation angegeben.
Daher sagt man auch zu einer 0-1 Matrix, die eine solche Permutation erlaubt, dass
sie die Consecutive Ones Property, kurz C1P oder COP, erfiillt.

1.1.4 Fehlerquellen

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, wie wir unser Problem der genomischen
Kartierung geeignet modellieren kénnen. Wir wollen jetzt noch auf einige biologische
Fehlerquellen eingehen, um diese bei spéteren anderen Modellierungen beriicksichti-
gen zu konnen. Diese prinzipiellen Fehlerquellen treten zumindest teilweise auch bei
anderen Anwendungen auf.

False Positives: Leider kann es bei den Experimenten auch passieren, dass eine
STS in einem Fragment ¢ identifiziert wird, obwohl sie gar nicht enthalten
ist. Dies kann zum Beispiel dadurch geschehen, dass in der Sequenz sehr viele
Teilsequenzen auftreten, die den Primern der STS zu &dhnlich sind, oder aber
die Primer tauchen ebenfalls sehr weit voneinander entfernt auf, so dass sie gar
keine STS bilden, jedoch dennoch vervielfaltigt werden. Solche falschen Treffer
werden als False Positives bezeichnet.

False Negatives: Analog kann es passieren, dass, obwohl eine STS in einem Frag-
ment enthalten ist, diese durch die PCR nicht multipliziert wird. Solche feh-
lenden Treffer werden als False Negatives bezeichnet.

Chimeric Clones: Auflerdem kann es nach dem Aufteilen in Fragmente passieren,
dass sich die einzelnen Fragmente zu ldngeren Teilen rekombinieren. Dabei
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kénnten sich insbesondere Fragmente aus ganz weit entfernten Bereichen des
untersuchten Genoms zu einem neuen Fragment kombinieren und félschlicher-
weise Nachbarschaften liefern, die gar nicht existent sind. Solche Rekombina-
tionen werden als Chimeric Clones bezeichnet.

Non-Unique Probes Ein weiteres Problem stellen so genannte Non-Unique Pro-
bes dar, also STS, die mehrfach im Genom vorkommen und félschlicherweise
als einzigartig angenommen wurden.

1.2 PQ-Baume

In diesem Abschnitt wollen wir einen effizienten Algorithmus zur Entscheidung der
Consecutive Ones Property vorstellen. Obwohl dieser Algorithmus mit keinem der
im vorigen Abschnitt erwidhnten Fehler umgehen kann, ist er dennoch von grundle-
gendem Interesse, da andere Algorithmen auf diesen Methoden aufbauen.

1.2.1 Definition von PQ-Baumen

Zur Losung der C1P benotigen wir das Konzept eines PQ-Baumes. Im Prinzip han-
delt es sich hier um einen gewurzelten Baum mit besonders gekennzeichneten inneren
Knoten und markierten Blattern.

Definition 1.1 Sei X ein endliches Alphabet. Dann ist ein PQ-Baum dber ¥ induk-
tiv wie folgt definiert:

o Jeder einelementige Baum (also ein Blatt), das mit einem Zeichen aus ¥ mar-
kiert ist, ist ein PQ-Baum.

e Sind Ty,..., T, PQ-Bdume, dann ist der Baum, der aus einem so genann-
ten P-Knoten als Wurzel entsteht und dessen Kinder die Wurzeln der Bdume
Ty, ..., T, sind, ebenfalls ein PQ-Baum.

e Sind T, ..., Ty PQ-Bdume, dann ist der Baum, der aus einem so genannten
Q-Knoten als Wurzel entsteht und dessen Kinder die Wurzeln der Bdume
Ty, ..., Ty sind, ebenfalls ein PQ-Baum.

In der Abbildung 1.3 ist skizziert, wie wir in Zukunft P- bzw. Q-Knoten graphisch
darstellen wollen. P-Knoten werden durch Kreise, Q-Knoten durch lange Rechte-
cke dargestellt. Fiir die Blatter fiihren wir keine besondere Konvention ein. In der
Abbildung 1.4 ist ein Beispiel eines PQ-Baumes angegeben.
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6 Kapitel 1. Physical Mapping

P-Knoten Q-Knoten

Abbildung 1.3: Skizze: Darstellung von P- und Q-Knoten
C—/

A B fHI

F G

C D E
Abbildung 1.4: Beispiel: Ein PQ-Baum

Im Folgenden benétigen wir spezielle PQ-Baume, die wir jetzt definieren wollen.

Definition 1.2 Ein PQ-Baum heifit echt, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

o Jedes Element a € X kommt genau einmal als Blattmarkierung vor;

e Jeder P-Knoten hat mindestens zwei Kinder,

o Jeder ()-Knoten hat mindestens drei Kinder.

Der in Abbildung 1.4 angegebene PQ-Baum ist also ein echter PQ-Baum.

An dieser Stelle wollen wir noch ein elementares, aber fundamentales Ergebnis iiber
gewurzelte Baume wiederholen, das fiir PQ-Bdume im Folgenden sehr wichtig sein
wird.

Lemma 1.3 Seit T' ein gewurzelter Baum, wobei jeder innere Knoten mindestens
zwei Kinder besitzt, dann ist die Anzahl der inneren Knoten echt kleiner als die
Anzahl der Blditter von T.

Da ein echter PQ-Baum diese Eigenschaft erfiillt (ein normaler in der Regel nicht),
wissen wir, dass die Anzahl der P- und Q-Knoten kleiner als die Kardinalitéit des
betrachteten Alphabets 3 ist.

Die P- und Q-Knoten besitzen natiirlich eine besondere Bedeutung, die wir jetzt
erldautern wollen. Wir wollen PQ-Baume im Folgenden dazu verwenden, Permutation
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1.2. PQ-Béaume 7

zu beschreiben. Daher wird die Anordnung der Kinder an P-Knoten willkiirlich sein
(d.h. alle Permutationen der Teilbdume sind erlaubt). An Q-Knoten hingegen ist die
Reihenfolge bis auf das Umdrehen der Reihenfolge fest. Um dies genauer beschreiben
zu kénnen benétigen wir noch einige Definitionen.

Definition 1.4 Sei T ein PQ-Baum tber 3. Die Frontier von T, kurz f(T) ist die
Permutation tber X, die durch das Ablesen der Blattmarkierungen von links nach
rechts geschieht (also die Reihefolge der Blattmarkierungen in einer Tiefensuche
unter Bericksichtigung der Ordnung auf den Kindern jedes Knotens).

Die Frontier des Baumes aus Abbildung 1.4 ist dann ABCDEFGHI.

Definition 1.5 Zwei PQ-BiumeT und T" heiffen aquivalent, kurz T = T", wenn sie
durch endliche Anwendung folgender Regeln ineinander tiberfihrt werden konnen:

e Beliebiges Umordnen der Kinder eines P-Knotens;

o Umkehren der Reihenfolge der Kinder eines Q-Knotens.
Damit kommen wir zur Definition konsistenter Frontiers eines PQ-Baumes.

Definition 1.6 SeiT ein PQ-Baum, dann ist consistent(T') bzw. cons(T) die Menge
der konsistenten Frontiers von T, d.h.:

cons(T) := consistent(T) .= {f(T") : T=T'}.

Beispielsweise befinden sich dann in der Menge cons(7') fiir den Baum aus der Abbil-
dung 1.4: BADCEFGIH, ABGFCDEHI oder HIDCEFGBA, insgesamt gibt es 96

verschiedene Frontiers fiir diesen echten PQ-Baum.

Definition 1.7 Sei ¥ ein endliches Alphabet und F = {Fy,...,F,} C 2% eine so
genannte Menge von Restriktionen, d.h. von Teilmengen von 3. Dann bezeichnet
II(X, F) die Menge der Permutationen tiber X, in der die Elemente aus F; fir jedes
i € [1: k] konsekutiv vorkommen.

Mit Hilfe dieser Definitionen kénnen wir nun das Ziel dieses Abschnittes formalisie-
ren. Zu einer gegebenen Menge F C 2% von Restriktionen (niimlich den Ergebnissen
unserer biologischen Experimente zur Erstellung einer genomischen Karte) wollen
wir einen PQ-Baum 7" mit

cons(T) = TI(X, F)

konstruieren, sofern dies moglich ist.

Version 5.48 Fassung vom 1. August 2018

14.04.15



8 Kapitel 1. Physical Mapping

1.2.2 Konstruktion von PQ-Baumen

Wir werden versuchen, den gewiinschten PQ-Baum fiir die gegebene Menge von
Restriktionen iterativ zu konstruieren, d.h. wir erzeugen eine Folge Ty, T7, ..., Tk
von PQ-Baumen, so dass

cons(T;) = II(X,{Fy, ..., F;})

gilt. Dabei ist Ty = T'(X) der PQ-Baum, dessen Wurzel aus einem P-Knoten besteht
und an dem n Blétter hingen, die eineindeutig mit den Zeichen aus ¥ = {a4,...,a,}
markiert sind. Wir miissen daher nur noch eine Prozedur reduce entwickeln, fiir die
T; = reduce(T;_4, F;) gilt.

Prinzipiell werden wir zur Realisierung dieser Prozedur den Baum 7; ; von den
Blattern zur Wurzel hin durchlaufen, um gleichzeitig die Restriktion F; einzuarbei-
ten. Dazu werden alle Bléatter, deren Marken in F; auftauchen markiert und wir
werden nur den Teilbaum mit den markierten Blattern bearbeiten. Dazu bestimmen
wir zuerst den niedrigsten Knoten r(7;_1, F}) in T}, so dass alle Blatter aus F; in
dem an diesem Knoten gewurzelten Teilbaum enthalten sind. Diesen Teilbaum selbst
bezeichnen wir mit 7,.(7;_1, F;) als den reduzierten Teilbaum.

Weiterhin vereinbaren wir noch den folgenden Sprachgebrauch:

e Ein Blatt heifit voll, wenn es in F; vorkommt und ansonsten leer.
e Ein innerer Knoten heif3t voll, wenn alle seine Kinder voll sind.
e Analog heifit ein innerer Knoten leer, wenn alle seine Kinder leer sind.

e Andernfalls nennen wir den Knoten partiell.

Im Folgenden werden wir auch Teilbdume als voll bzw. leer bezeichnen, wenn alle
darin enthaltenen Knoten voll bzw. leer sind (was dquivalent dazu ist, dass dessen
Wurzel voll bzw. leer ist). Andernfalls nennen wir einen solchen Teilbaum partiell.

Da es bei P-Konten nicht auf die Reihenfolge ankommt, wollen wir im Folgenden
immer vereinbaren, dass die leeren Kinder und die vollen Kinder eines P-Knotens
immer konsekutiv angeordnet sind (siehe Abbildung 1.5).

~

Abbildung 1.5: Skizze: Anordnung leerer und voller Kinder eines P-Knotens

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik: Bdume und Graphen SS 2015
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Im Folgenden werden wir volle und partielle Knoten bzw. Teilbdume immer rot kenn-
zeichnen, wihrend leere Knoten bzw. Teilbdume weifl bleiben. Man beachte, dass ein
PQ-Baum nie mehr als zwei partielle Knoten besitzen kann, von denen nicht einer
ein Nachfahre eines anderen ist. Wiirde ein PQ-Baum drei partielle Knoten besit-
zen, von den keiner ein Nachfahre eines anderen ist, dann kénnten die gewiinschten
Permutationen aufgrund der gegebenen Restriktionen nicht konstruiert werden. Die
Abbildung 1.6 mag dabei helfen, sich dies klar zu machen, wobei die gestreiften
Teilbdume partielle Teilbdume darstellen.

Abbildung 1.6: Skizze: Drei partielle Teilbdume

In den folgenden Teilabschnitten werden wir verschiedene Schablonen beschreiben,
die bei unserer bottom-up-Arbeitsweise im reduzierten Teilbaum angewendet wer-
den, um die aktuelle Restriktion einzuarbeiten. Wir werden also immer annehmen,
dass die Teilbdume des aktuell betrachteten Knoten (oft auch als Wurzel des Teil-
baums bezeichnet) bereits abgearbeitet sind.

Wir werden dabei darauf achten, folgende Einschrénkung aufrecht zu erhalten. Wenn
ein Knoten partiell ist, wird es ein Q-Knoten sein. Wir werden also nie einen partiel-
len P-Knoten konstruieren, aufler es handelt sich um die Wurzel des reduzierten Teil-
baums. Dann wird die Prozedur reduce allerdings auch abbrechen. Weiterhin wird
ein konstruierter partieller Q-Knoten nur leere und volle Kinder besitzen, wobei die
leeren ohne Beschriankung der Allgemeinheit links und die vollen rechts vorkommen
und jeweils konsekutiv sind.

1.2.2.1 Schablone F,

Die Schablone Py in Abbildung 1.7 ist sehr einfach. Wir betrachten einen P-Knoten,
an dem nur leere Teilbdume héngen. Somit ist nichts zu tun und wir steigen im
Baum einfach weiter auf.

Abbildung 1.7: Skizze: Schablone F,

Version 5.48 Fassung vom 1. August 2018
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1.2.2.2 Schablone P,

Die Schablone P; in Abbildung 1.8 ist auch nicht viel schwerer. Wir betrachten einen
P-Knoten, an dem nur volle Unterbdume héngen. Wir markieren daher die Wurzel
als voll und gehen weiter bottom-up vor.

Abbildung 1.8: Skizze: Schablone P;

1.2.2.3 Schablone P,

Jetzt betrachten wir einen P-Knoten p, an dem nur volle und leere (also keine par-
tiellen) Teilbdume héngen (sieche Abbildung 1.9). Weiter nehmen wir an, dass der
Knoten p die Wurzel des reduzierten Teilbaums 7, ist. In diesem Fall fiigen wir
einen neuen P-Knoten als Kind der Wurzel ein und héngen alle vollen Teilbdume
der urspriinglichen Wurzel an diesen Knoten. Da wir die Wurzel des reduzierten
Teilbaumes erreicht haben, kénnen wir mit der Umordnung des PQ-Baumes aufho-
ren, da nun alle markierten Knoten aus F' in den durch den PQ-Baum dargestellten
Permutationen konsekutiv sind.

p ist Wurzel von T,.(T, F)

Abbildung 1.9: Skizze: Schablone P,

Hierbei ist nur zu beachten, dass wir eigentlich nur echte PQ-Baume konstruieren
wollen. Hing also urspriinglich nur ein voller Teilbaum an der Wurzel, so fithren wir
die oben genannte Transformation nicht aus und belassen alles so wie es war.

In jedem Falle iiberzeugt man sich leicht, dass alle Frontiers, die nach der Transfor-
mation eines dquivalenten PQ-Baumes abgelesen werden konnen, auch schon vor-
her abgelesen werden konnten. Des Weiteren haben wir durch die Transformation
erreicht, dass alle Zeichen der aktuell betrachteten Restriktion nach der Transfor-
mation konsekutiv auftreten miissen.

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik: Bdume und Graphen SS 2015
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1.2.2.4 Schablone P;

Nun betrachten wir einen P-Knoten, an dem nur volle oder leere Teilbdume héngen,
der aber noch nicht die Wurzel der reduzierten Teilbaumes ist (siche Abbildung 1.10).
Wir fithren als neue Wurzel einen Q-Knoten ein. Alle leeren Kinder der urspriingli-
chen Wurzel belassen wir diesem P-Knoten und machen diesen P-Knoten zu einem
Kind der neuen Wurzel. Weiter fithren wir einen neuen P-Knoten ein, der ebenfalls
ein Kind der neuen Wurzel wird und schenken ihm als Kinder alle vollen Teilbdume
der ehemaligen Wurzel.

p ist keine Wurzel von T,(T, F)

Abbildung 1.10: Skizze: Schablone Pj

Auch hier miissen wir wieder beachten, dass wir einen korrekten PQ-Baum gene-
rieren. Gab es vorher nur einen leeren oder nur einen vollen Unterbaum, so wird
das entsprechende Kind der neuen Wurzel nicht wiederverwendet bzw. eingefiigt,
sondern der leere bzw. volle Unterbaum wird direkt an die neue Wurzel gehingt.
Des Weiteren haben wir einen Q-Knoten konstruiert, der nur zwei Kinder besitzt.
Dies wiirde der Definition eines echten PQ-Baumes widersprechen. Da wir jedoch
weiter bottom-up den reduzierten Teilbaum abarbeiten miissen, werden wir spéter
noch sehen, dass dieser Q-Knoten mit einem anderen ()-Knoten verschmolzen wird,
so dass auch das kein Problem sein wird.

1.2.2.5 Schablone P,

Betrachten wir nun den Fall, dass die Wurzel p ein P-Knoten ist, der neben leeren
und vollen Kindern noch ein partielles Kind hat, das dann ein Q-Knoten sein muss.
Dies ist in Abbildung 1.11 illustriert, wobei wir noch annehmen, dass der betrachtete
Knoten die Wurzel des reduzierten Teilbaumes ist

Wir werden alle vollen Kinder, die direkt an der Wurzel hidngen, unterhalb des
partiellen Knotens einreihen. Da der partielle Knoten ein Q-Knoten ist, miissen
die vollen Kinder an dem Ende hinzugefiigt werden, an dem bereits volle Kinder
hiangen. Da die Reihenfolge der Kinder, die an der urspriinglichen Wurzel (einem
P-Knoten) hingen, egal ist, werden wir die Kinder nicht direkt an den Q-Knoten
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p ist Wurzel von T,.(T, F)

Abbildung 1.11: Skizze: Schablone P,

héngen, sondern erst einen neuen P-Knoten zum &duflersten Kind dieses Q-Knotens
machen und daran die vollen Teilbdume anhéngen. Dies ist natiirlich nicht nétig,
wenn an der urspriinglichen Wurzel nur ein voller Teilbaum gehangen hat. Falls der
betrachtete P-Knoten keine leeren Kinder besitzt, wird dieser P-Knoten entfernt.

Auch hier machen wir uns wieder leicht klar, dass die Einschréankungen der Transfor-
mation lediglich die aktuell betrachtete Restriktion widerspiegelt und wir den Baum
bzw. seine dargestellten Permutationen nicht mehr einschrianken als notig.

Wir miissen uns jetzt nur noch Gedanken machen, wenn der Q-Knoten im vorigen
Schritt aus der Schablone Pj3 entstanden ist. Dann hétte dieser Q-Knoten nur zwei
Kinder gehabt. Besafl die ehemalige Wurzel p vorher noch mindestens einen vol-
len Teilbaum, so hat sich dieses Problem erledigt, das der Q-Knoten nun noch ein
drittes Kind erhélt. Hatte p vorher kein volles Kind gehabt (also nur einen partiel-
len Q-Knoten und lauter leere Bdume als Kinder), dann kénnte p nicht die Wurzel
des reduzierten Teilbaumes sein (dann hitte der partielle Q-Knoten die Wurzel des
reduzierten Teilbaumes sein miissen). Dieser Fall kann also nicht auftreten.

1.2.2.6 Schablone P;

Nun betrachten wir den analogen Fall, dass an der Wurzel ein partielles Kind héngt,
aber der betrachtete Knoten nicht die Wurzel des reduzierten Teilbaumes ist. Dies
ist in Abbildung 1.12 illustriert.

Wir machen also den Q-Knoten zur neuen Wurzel des betrachteten Teilbaumes und
héngen die ehemalige Wurzel des betrachteten Teilbaumes mitsamt seiner leeren
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p ist keine Wurzel von T,(T, F)

Abbildung 1.12: Skizze: Schablone P;

Kinder ganz auflen am leeren Ende an den Q-Knoten an. Die vollen Kinder der
ehemaligen Wurzel des betrachteten Teilbaumes hingen wir am vollen Ende des Q-
Knotens iiber einen neuen P-Knoten an. Man beachte wieder, dass die P-Knoten
nicht benotigt werden, wenn es nur einen leeren bzw. vollen Teilbaum gibt, der an
der Wurzel des betrachteten Teilbaumes hing.

Auch hier machen wir uns wieder leicht klar, dass die Einschrénkungen der Transfor-
mation lediglich die aktuell betrachtete Restriktion widerspiegelt und wir den Baum
bzw. seine dargestellten Permutationen nicht mehr einschrinken als nétig.

Falls der Q-Knoten vorher aus der Schablone P; neu entstanden war, so erhilt er
nun die bendtigten weiteren Kinder, um der Definition eines echten PQ-Baumes
zu geniigen. Man beachte hierzu nur, dass die Wurzel p vorher mindestens einen
leeren oder einen vollen Teilbaum besessen haben muss. Andernfalls hitte der P-
Knoten p als Wurzel nur ein Kind besessen, was der Definition eines echten PQ-
Baumes widerspricht.

1.2.2.7 Schablone F;

Es bleibt noch der letzte Fall zu betrachten, dass die Wurzel des betrachteten Teil-
baumes ein P-Knoten ist, an der neben vollen und leeren Teilbdume genau zwei
partielle Kinder héngen (die dann wieder Q-Knoten sein miissen). Dies ist in Abbil-
dung 1.13 illustriert.

Man iiberlegt sich leicht, dass die Wurzel p des betrachteten Teilbaumes dann auch
die Wurzel des reduzierten Teilbaumes sein muss, da andernfalls die aktuell betrach-
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p muss Wurzel von T,(T, F') sein!

Abbildung 1.13: Skizze: Schablone Py

tete Restriktion sich nicht mit den Permutationen des bereits konstruierten PQ-
Baumes unter ein Dach bringen lasst.

Wir vereinen einfach die beiden Q-Knoten zu einem neuen und héngen die vollen
Kinder der Wurzel des betrachteten Teilbaumes iiber einen neu einzufithrenden P-
Knoten in der Mitte des verschmolzenen Q-Knoten ein.

Falls hier einer oder beide der betrachteten Q-Knoten aus der Schablone P; ent-
standen ist, so erhélt er auch hier wieder geniigend zusétzliche Kinder, so dass die
Eigenschaft eines echten PQ-Baumes wiederhergestellt wird.

1.2.2.8 Schablone ),

Nun haben wir alle Schablonen fiir P-Knoten als Wurzeln angegeben. Es folgen die
Schablonen, in denen die Wurzel des betrachteten Teilbaumes ein Q-Knoten ist. Die
Schablone () ist analog zur Schablone P, wieder vollig simpel. Alle Kinder sind leer
und es ist also nichts zu tun (siehe Abbildung 1.14) und wir steigen im Baum weiter

N otye)

Abbildung 1.14: Skizze: Schablone Qg
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1.2.2.9 Schablone )

Auch die Schablone @) ist vollig analog zur Schablone P;. Alle Kinder sind voll
und daher markieren wir den Q-Knoten als voll und arbeiten uns weiter bottom-up
durch den reduzierten Teilbaum (siche auch Abbildung 1.15).

Abbildung 1.15: Skizze: Schablone ()4

1.2.2.10 Schablone @),

Betrachten wir nun den Fall, dass sowohl volle wie leere Teilbdume an einem Q-
Knoten héngen (siehe Abbildung 1.16). In diesem Fall tun wir gar nichts, denn dann
ist die Wurzel ein partieller Q-Knoten, und steigen einfach im Baum weiter auf.

Abbildung 1.16: Skizze: Schablone Qo

1.2.2.11 Schablone @3

Kommen wir also gleich zu dem Fall, in dem an der Wurzel p des aktuell betrach-
teten Teilbaumes volle und leere sowie genau ein partieller Q-Knoten héngt. Wir
verschmelzen nun einfach den partiellen Q-Knoten mit der Wurzel (die ebenfalls ein
Q-Knoten ist), wie in Abbildung 1.17 illustriert. Falls der partielle Q-Knoten aus der
Schablone P5 entstanden ist, erhélt er auch hier wieder ausreichend viele zusétzliche
Kinder.

1.2.2.12 Schablone Q)4

Als letzter Fall bleibt der Fall, dass an der Wurzel des aktuell betrachteten Teilbau-
mes zwei partielle Q-Knoten hidngen (sowie volle und leere Teilbdume). Auch hier
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Abbildung 1.17: Skizze: Schablone Q3

vereinen wir die drei Q-Knoten zu einem neuen wie in Abbildung 1.18 angegeben.
In diesem Fall muss der betrachtete Q-Knoten bereits die Wurzel des reduzierten
Teilbaumes sein und die Prozedur bricht ab.

p muss Wurzel sein! = Prozedur abbrechen!

ﬂ-ﬂmﬁmﬁa

Abbildung 1.18: Skizze: Schablone Q4

In der Abbildung 1.19 auf Seite 17 ist ein Beispiel zur Konstruktion eines PQ-Baumes
fiir die Restriktionsmenge

{{B, E}, {B,FY,{A,C,F,G},{A,C},{A,C,F},{D, G}}

angegeben. E—

16.04.15
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—-
ABCDETFG ’ ACDFG

Pg P4

{B, F}
ACDGF ACDGF ACDG

—-
DACG {A,C, FG} D

F BE F BE

A CG G

{A,C, F}

F'B E F'B E G F'B E

C A C A

C A
Abbildung 1.19: Beispiel: Konstruktion eines PQ-Baumes
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1.2.3 Korrektheit

In diesem Abschnitt wollen wir kurz die Korrektheit beweisen, d.h. dass der kon-
struierte PQ-Baum tatséchlich die gewiinschte Menge von Permutationen beziiglich
der vorgegebenen Restriktionen darstellt. Dazu definieren wir den universellen PQ)-
Baum T(X, F) fur ein Alphabet ¥ und eine Restriktion F' = {a;,,...,a; }. Die
Wurzel des universellen PQ-Baumes ist ein P-Knoten an dem sich lauter Blatter, je
eines fiir jedes Zeichen aus ¥ \ F', und ein weiterer P-Knoten héngen, an dem sich
seinerseits lauter Blétter befinden, je eines fiir jedes Element aus F.

Theorem 1.8 Sei T ein beliebiger echter PQ-Baum und F' C Y. Dann gilt:

cons(reduce(T, F)) = cons(T") N cons(T'(3, F)).

Beweis: Zuerst fithren wir zwei Abkiirzungen ein:
A = cons(reduce(T, F))
B := cons(T) Ncons(T(X, F))
Wir zeigen jeweils die entsprechende Mengeninklusion.
A C B :Ist A= 0, so ist nichts zu zeigen. Ansonsten existieren
7 € cons(reduce(T, F)) und T’ = reduce(T,F) mit f(T')=r.

Nach Konstruktion gilt 7 € cons(7"). Andererseits gilt nach Konstruktion (vgl. die
einzelnen Schablonen) fiir jeden erfolgreich abgearbeiteten Knoten x im reduzierten
Teilbaum genau eine der folgenden Aussagen:

e z ist ein Blatt (leer oder voll),
e 1 ist ein voller oder leerer P-Knoten,

e 7 ist ein Q-Knoten, der nur leere oder volle Unterbdume besitzt und dessen
volle markierte Unterbaume alle konsekutiv vorkommen.

Daraus folgt unmittelbar, dass 7 € cons(T' (%, F)).

B C A : Seialsonm € B. Sei T" so gewéhlt, dass 7" = T und f(7”) = w. Nach
Voraussetzung kommen die Zeichen aus F' in 7 hintereinander vor. Somit hat im
reduzierten Teilbaum 7,.(7”, F) jeder Knoten aufier der Wurzel maximal ein parti-
elles Kind und die Wurzel maximal zwei partielle Kinder. Jeder partielle Knoten
wird nach Konstruktion durch einen Q-Knoten ersetzt, dessen Kinder entweder alle
voll oder leer sind und deren volle Unterbdume konsekutiv vorkommen. Damit ist
bei der bottom-up-Vorgehensweise immer eine Schablone anwendbar und es gilt
7 € cons(reduce(7”, F')). Damit ist auch 7 € cons(reduce(T, F)). |
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1.2.4 Implementierung

An dieser Stelle miissen wir noch ein paar Hinweise zur effizienten Implementierung
geben, da mit ein paar Tricks die Laufzeit zur Generierung von PQ-B&umen drastisch
gesenkt werden kann. Uberlegen wir uns zuerst die Eingabegrofe. Die Eingabe selbst
ist (X, F) und somit ist die Eingabegréfie ©(|X| + > pe 7 |F|).

Betrachten wir den Baum 7', auf den wir die Operation reduce(T, F') loslassen. Mit
T.(T, F) bezeichnen wir den reduzierten Teilbaum von 7" beziiglich F'. Dieser ist tiber
die niedrigste Wurzel beschrieben, so dass alle aus F' markierten Bléatter Nachfahren
dieser Wurzel sind. Der Baum T,.(T, F') selbst besteht aus allen Nachfahren dieser
Wurzel. Offensichtlich lauft die Hauptarbeit innerhalb dieses Teilbaumes ab. Dieser
Teilbaum von T sind in Abbildung 1.20 schematisch dargestellt.

Abbildung 1.20: Skizze: Bearbeitete Teilbdume bei reduce(7’, F')

Aber selbst bei nur zwei markierten Blédttern, kann dieser Teilbaum sehr grofl wer-
den. Also betrachten wir den so genannten relevanten reduzierten Teilbaum T, (T, F)
Dieser besteht aus dem kleinsten zusammenhéngenden Teilgraphen von 7', der alle
markierten Bldtter aus F' enthélt. Offensichtlich ist 7,.,.(T, F)) ein Teilbaum von
T.(T, F), wobei die Wurzeln der beiden Teilbdume von 7" dieselben sind. Man kann
auch sagen, dass der relevante reduzierte Teilbaum aus dem reduzierten Teilbaum
entsteht, indem man leere Teilbdume herausschneidet. Diese Teilbdume von 7" sind
in Abbildung 1.20 schematisch dargestellt.

Wir werden zeigen, dass die gesamte Arbeit im Wesentlichen im Teilbaum 7,.,.(7, F')
erledigt wird und diese somit fiir eine reduce-Operation proportional zu |7, (T, F)]
ist. Somit ergibt sich fiir die Konstruktion eines PQ-Baumes fiir eine gegebene Menge
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F ={F,..., F,} von Restriktionen die folgende Laufzeit von

k

SO, (T, F).

i=1

wobei Ty = T'(X) ist und T; = reduce(7T;_y, F;). Wir miissen uns jetzt noch um zwei
Dinge Gedanken machen: Wie kann man die obige Laufzeit besser, anschaulicher
abschitzen und wie kann man den relevanten reduzierten Teilbaum T,,.(7, F) in
Zeit O(|T,.(T, F)|) ermitteln.

Zuerst kiilmmern wir uns um die Bestimmung des relevanten reduzierten Teilbaumes.
Dazu miissen wir uns aber erst noch ein paar genauere Gedanken zur Implementie-
rung des PQ-Baumes selbst machen. Die Kinder eines Knotens werden als doppelt
verkettete Liste abgespeichert, da ja fiir die Anzahl der Kinder a priori keine obere
Schranke bekannt ist. Bei den Kindern eines P-Knoten ist die Reihenfolge, in der
sie in der doppelt verketteten Liste abgespeichert werden, beliebig. Bei den Kindern
eines Q-Knoten respektiert die Reihenfolge innerhalb der doppelt verketteten Liste
gerade die Ordnung, in der sie unter dem (Q-Knoten héngen.

Zusétzlich werden wir zum bottom-up Aufsteigen auch noch von jedem Knoten den
zugehorigen Elter wissen wollen. Leider wird sich herausstellen, dass es zu aufwendig
ist, fiir jeden Knoten einen Verweis zu seinem Elter aktuell zu halten. Daher werden
wie folgt vorgehen. Ein Kind eines P-Knotens erhilt jeweils eine Verweis auf seinen
Elter. Bei Q-Knoten werden nur die beiden &duflersten Kinder einen Verweis auf
ihren Elter erhalten. Wir werden im Folgenden sehen, dass dies vollig ausreichend
sein wird.

In Abbildung 1.21 ist der Algorithmus zum Ermitteln des relevanten reduzierten
Teilbaumes angegeben. Prinzipiell versuchen wir ausgehend von der Menge der mar-
kierten Blétter aus F' einen zusammenhéngen Teilgraphen von 7' zu konstruieren,
indem wir mit Hilfe der Verweise auf die Eltern im Baum T von den Bléatter aus F'
nach oben laufen. Falls wir bereits beim Auffinden des relevanten reduzierten Bau-
mes feststellen, dass sich die gegeben Restriktion nicht widerspruchsfrei einarbeiten
lasst, gibt der Algorithmus bereits einen leeren Baum zuriick.

Um diesen Algorithmus genauer verstehen zu konnen, miissen wir erst noch ein paar
Notationen vereinbaren. Wir halten eine FIFO-Queue vor, die Menge free der so
genannten freien Knoten sowie eine Menge blocked der so genannten blockierten
Knoten. Letztere kann einfach mit Hilfe eines Booleschen Feldes bzw. Flags imple-
mentiert werden. Dazu miissen wir jedoch zuerst noch aktive Knoten definieren.

Ein Knoten heifit aktiv, wenn wir im Algorithmus festgestellt haben, dass er ein
Vorfahr eines markierten Blattes aus F'ist. Ein aktiver Knoten heifit fre:, wenn die
Kante zu seinem Elter im Algorithmus noch nicht betrachtet wurde (d.h. abgefragt
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Find_Tree (tree T', set F)
begin
int sectors := 0;
queue free := (;
set blocked := ();
tree Ty, := (0, 0);
forall (f € F) do
free.add(f);
L V(TTT) = V(TTT) U {f}a
while (free.size() + sectors > 1) do
if (free.size = 0) then
| return (0,0); /* F leads to a contradiction */

else
v := free.remove_FIFO();
if (parent(v) # nil) then
if (parent(v) ¢ V(7,,)) then
V(T,,) == V(T,,) U {parent(v)};
L free.add(parent(v));
| E(T.) = E(T) U {{u, parent(v)}};
else
blocked.add(v);
if (3z € N (v) s.t. parent(z) # nil) then
if (parent(x) ¢ V(7)) then
V(T,) = V(T,,) U {parent(z)};
L free.add(parent(z));
let y s.t. x = v =1y,

let S be the sector containing v;

if (y € blocked) then
| sectors—-;

forall (s € S) do
blocked.remove(s);
E(T.) = E(T,.) U {{s, parent(x)}};
else if (both neighbors of v are blocked) then
| sectors——;

else if (both neighbors of v are not blocked) then
| sectors++;

return 71,.,;
end

Abbildung 1.21: Algorithmus: Ermittlung von T,..(T, F')
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wurde). Ein aktiver Knoten heifit blockiert, wenn wir festgestellt haben, dass wir
seinen Elter nicht kennen. Es kann also durchaus freie Knoten geben, die keinen
Verweis auf ihren Elter haben oder deren Eltern selbst schon aktiv sind (wir haben
dies nur noch nicht bemerkt).

Wenn wir jetzt versuchen den kleinsten zusammenhingenden Teilbaum zu konstru-
ieren, der alle markierten Blatter enthélt, gehen wir bottom-up durch den Baum
und konstruieren dabei viele kleine Teilbdume, die durch Verschmelzen letztendlich
im Wesentlichen den relevanten reduzierten Teilbaum ergeben. Zu Beginn besteht
diese Menge der Teilbdume aus allen markierten Blattern.

Eine maximale Folge von blockierten Knoten, die aufeinander folgende Kinder des-
selben Knotens sind (der dann ein Q-Knoten sein muss), nennen wir einen Sektor.
Beachte, dass ein Sektor nie eines der duflersten Kinder eines Q-Knoten enthalten
kann, da diese nach Definition ihren Elter kennen.

Zuerst iiberlegen wir uns, wann wir die Prozedur abbrechen. Wenn es nur noch einen
freien Knoten und keine blockierten Knoten (und damit auch keine Sektoren) mehr
gibt, brechen wir ab. Dann haben wir entweder die Wurzel des relevanten reduzierten
Teilbaumes gefunden oder wir befinden uns mit der freien Wurzel bereits auf dem
Weg von der gesuchten Wurzel zur Wurzel des Gesamtbaumes 7. Wir wissen ja leider
nicht in welcher Reihenfolge wir die Knoten des relevanten reduzierten Teilbaumes
aufsuchen. Es kann durchaus passieren, dass wir die Wurzel recht schnell finden und
den restlichen Teil des Baumes noch gar nicht richtig untersucht haben. Dies passiert
insbesondere dann, wenn an der Wurzel bereits ein markiertes Blatt héangt.

Andererseits brechen wir ab, wenn wir nur noch einen Sektor bearbeiten. Der Elter
der Knoten dieses Sektors muss dann die gesuchte Wurzel des relevanten reduzierten
Teilbaumes sein.

Wann immer wir mindestens zwei Sektoren und keinen freien Knoten mehr besitzen,
ist klar, dass wir im Fehlerfall sind, d.h fiir die gegebene Menge F von Restriktionen
kann es keinen korrespondierenden PQ-Baum geben. Andernfalls miissten wir die
Moglichkeit haben, diese beide Sektoren mithilfe von freien Knoten irgendwie zu
verschmelzen.

Was tut unser Algorithmus also, wenn es noch freie Wurzeln gibt? Er nimmt eine
solche freie Wurzel v her und testet, ob der Elter von v bekannt ist. Falls ja, fiigt er
die Kante zum Elter in den relevanten reduzierten Teilbaum ein. Ist der Elter selbst
noch nicht im relevanten reduzierten Teilbaum enthalten, so wird auch dieser darin
aufgenommen und der Elter selbst als frei markiert.

Andernfalls wird der betrachtete Knoten v als blockiert erkannt. Jetzt miissen wir
nur die Anzahl der Sektoren aktualisieren. Dazu stellen wir zunéchst fest, ob v ein
direktes Geschwister (Nachbar in der doppelt verketteten Liste) besitzt, der seinen
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Elter schon kennt. Wenn ja, dann sei y das andere direkte Geschwister von v (man
tiberlege sich, dass dieses existieren muss). Die Folge (z,v,y) kommt also so oder in
umgekehrter Reihenfolge in der doppelt verketteten Liste der Geschwister vor. Mit
S bezeichnen wir jetzt den Sektor, der v enthélt (wie wir diesen bestimmen, ist im
Algorithmus nicht explizit angegeben und die technischen Details seien dem Leser
tiberlassen).

Da S nun mit v einen blockierten Knoten enthélt, der ein Geschwister hat, der
seinen Elter kennt, kénnen wir jetzt auch allen Knoten dieses Sektors S seinen Elter
zuweisen und die die entsprechenden Kanten in den relevanten reduzierten Teilbaum
aufnehmen. War y vorher blockiert, so reduziert sich die Anzahl der Sektoren um
eins, da alle Knoten im Sektor von y jetzt ihren Elter kennen.

Es bleibt der Fall iibrig, wo kein direktes Geschwister von v seinen Elter kennt. In
diesem Fall muss jetzt nur noch die Anzahl der Sektoren aktualisiert werden. Ist v
ein isolierter blockierter Knoten (besitzt also kein blockiertes Geschwister), so muss
die Anzahl der Sektoren um eins erhoht werden. Waren beide Geschwister blockiert,
so werden diese Sektoren mithilfe von v zu einem verschmolzen und die Anzahl der
Sektoren sinkt um eins. War genau ein direktes Geschwister blockiert, so erweitert
v diesen Sektor und die Anzahl der Sektoren bleibt unveréndert.

Damit haben wir die Korrektheit des Algorithmus zur Ermittlung des relevanten
reduzierten Teilbaumes bewiesen. Bleibt am Ende des Algorithmus eine freie Wurzel
oder ein Sektor iibrig, so haben wir den relevanten reduzierten Teilbaum im Wesent-
lichen gefunden. Im ersten Fall befinden wir uns mit der freien Wurzel auf dem Pfad
von der eigentlichen Wurzel zur Wurzel der Gesamtbaumes. Durch Absteigen kénnen
wir die gesuchte Wurzel als den Knoten identifizieren, an dem eine Verzweigung auf-
tritt. Im zweiten Fall ist, wie gesagt, der Elter der blockierten Knoten im gefunden
Sektor die gesuchte Wurzel.

Eigentlich haben wir im zweiten Fall die Wurzel des reduzierten Teilbaumes nicht
wirklich gefunden, sondern nur einige (konsekutive) Kinder der Wurzel, die einen
Sektor bilden. An die Wurzel selbst kommen wir ohne grofieren Zeitaufwand eigent-
lich auch gar nicht heran. Algorithmisch ist es jedoch vollig ausreichend, dass wir den
Sektor ermittelt haben (mit seinen beiden Knoten am Rand). In den zutreffenden
Schablonen (@2, @3 und @4) werden die Kinder des bzw. der partiellen Q-Knoten
ja in die Geschwisterliste der Wurzel eingehéingt. Dazu muss man die Wurzel des
reduzierten Teilbaumes {iberhaupt nicht kennen, sondern nur den Zugriff an der
richtigen Stelle auf dessen Kinderliste haben. Diese ist durch die doppelt verkettete
Geschwisterliste jedoch gegeben, da der Rand des Sektors genau auf diese Stellen
verweist, wo die Kinderliste(n) eingefiigt werden miissen.

Implementierungstechnisch miissen wir noch darauf hinweisen, dass wir beim Ver-
schmelzen von Sektoren, wovon einer der Sektoren seinen Elter kennt, nicht perma-
nent die Elter-Informationen aktualisieren. Nach Einbau einer Restriktion miissen
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wir die Elter-Informationen von Kindern von Q-Knoten, die nicht das alteste oder
jingste Kind sind, wieder 16schen. Sonst konnten beim Einbauen anderer Restrik-
tionen alte, nicht mehr aktuelle Verweise auf Eltern iiberleben.

Dazu miissen wir uns bei der Bestimmung des reduzierten Teilbaumes merken, wel-
che Kinder von Q-Knoten, die dann nicht &lteste bzw. jiingste Kinder sind, ihren
Verweis auf ihr Elter voriibergehend gesetzt haben und diese Verweise am Ende wie-
der 16schen. Dies verursacht keinen wesentlichen zeitlich Zusatzaufwand. Ein allge-
meines Loschen aller Elterinformationen von Kindern von Q-Knoten wére hingegen
viel zu teuer.

1.2.5 Laufzeitanalyse

Wir haben bereits behauptet, dass die Lauzeit mit

k

S O(T (T, F))

i=1
abgeschiitzt werden kann, wobei Ty = T'(X) = T'(3, () ist und T; = reduce(T;_1, F;).
Zuerst wollen wir uns noch wirklich iiberlegen, dass diese Behauptung stimmt. Das
erste, was wir uns iiberlegen miissen, ist, dass die Prozedur Find_Tree den relevan-
ten reduzierten Teilbaum fiir eine Menge von Restriktionen F' in Zeit |T,..(T, F)]
erkennen kann. Jeder Knoten des relevanten reduzierte Teilbaum wird nach dem er
aktiv wird, in die FIFO-Queue aufgenommen, was in konstanter Zeit moglich ist.
Auch die feststellung ob ein Knoten blockiert ist oder nicht, ist in konstanter Zeit
moglich. Die Befreiung blockierter Knoten ist proportional zur Anzahl der Knoten
im Sektor. Somit ist der Zeitaufwand pro blockierten Knoten in einem Sektor auch
wieder konstant. Da kein Knoten, dessen Blockierung aufgehoben wurde, wieder
blockiert werden kann, gilt die Behauptung.

Dem Leser sei als Ubungsaufgabe iiberlassen, dass man anschliefend in linearer Zeit
alle Knoten des relevanten reduzierten Teilbaums als volle oder partielle Knoten
erkennen kann. Dariiber hinaus ist es in der gleichen Zeit moglich, eine Aufzéhlung
der Knoten zu konstruieren, so dass alle Kinder eines Knotens v € V(T,..) in dieser
Aufzéhlung vor dem Knoten v vorkommen.

Das einzige weitere Problem ist, dass ja aus dem relevanten reduzierte Teilbaum
Kanten herausfithren, an denen andere Knoten des reduzierten Teilbaumes héangen,
die jedoch nicht zum relevanten reduzierten Teilbaum gehoren (in Abbildung 1.20
sind dies Kanten aus dem blauen in den roten Bereich). Wenn wir fiir jede solche
Kante nachher bei der Anwendung der Schablonen den Elterverweis in den relevanten
reduzierten Teilbaum aktualisieren miissten, hétten wir ein Problem. Dies ist jedoch
wie gleich sehen werden, gliicklicherweise nicht der Fall.
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Im Folgenden werden wir zeigen, dass wir die Kosten (d.h. den Zeitbedarf), die bei
Anwendung einer Schablone entstehen, so auf Knoten des relevanten reduzierten
Teilbaumes 7,.,.(T;_1) verteilen konnen, dass jedem Knoten des relevanten reduzier-
ten Teilbaumes T,..(7;_1) nur konstante Kosten zugeordnet werden. Dazu bemerken
wir vorab, dass alle Knoten voller Teilbdume, die beim Abarbeiten von Schablo-
nen betrachtet werden, auch bereits Knoten im relevanten reduzierten Teilbaum
T,+(T;—1) waren.

Wir werden weiterhin ausnutzen, dass wir bei der Erkennung des relevanten redu-
zierten Teilbaumes bereits fiir jeden Knoten festgestellt haben, ob er partiell oder
voll ist und welches seine partiellen und vollen Kinder sind (beispielsweise in einer
weiteren Geschwisterliste). Damit kann in Zeit proportional zu den nichtleeren (d.h.
den partiellen oder vollen) Kindern erkannt werden, welche Schablone anzuwenden
ist. Damit ist auch die Entfernung aller nichtleerer (bzw. aller voller) Kinder aus
einer Geschwisterliste in Zeit proportional zur Anzahl aller nichtleerer (bzw. aller
voller) Kinder moglich. Des Weiteren merken wir uns bei Abarbeitung partieller
Q-Knoten, an welchem Ende die vollen bzw. leeren Kinder hdngen und wieviele es
jeweils sind.

1.2.5.1 Die Schablonen F, und Q)

Zuerst bemerken wir, dass die Schablonen F, und )y nie angewendet werden, da
diese nur auBerhalb des relevanten reduzierten Teilbaums anwendbar sind.

1.2.5.2 Die Schablonen P; und (),

Bei den Schablonen P, und ) sind keine Verdnderungen des eigentlichen PQ-
Baumes durchzufithren. Es muss nur die Situation festgestellt werden, was, wie oben
bemerkt, in Zeit proportional zur Anzahl der vollen Teilbdume moglich ist. Somit
konnen wir die Kosten auf jedes volle Kind des betrachteten P-Knotens so verteilen,
dass jedes volle Kind nur konstante Kosten erhélt.

1.2.5.3 Die Schablone P,

Bei der Schablone P, (siche Abbildung 1.9 auf Seite 10) bleiben die Knoten aulerhalb
des relevanten reduzierten Teilbaumes unverédndert und auch die Wurzel dndert sich
nicht. Wir miissen nur die Wurzeln der vollen Teilbdume und den neu eingefiigten
Knoten aktualisieren. Beides geht in Zeit proportional zu Anzahl der vollen Kinder
des betrachteten P-Knotens. Somit konnen wir jedem vollen Kind des betrachteten
P-Knotens konstante Kosten zuordnen.
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1.2.5.4 Die Schablone P;

Bei der Schablone Pj (siche Abbildung 1.10 auf Seite 11) verwenden wir den Trick,
dass wir die alte Wurzel als Wurzel der leeren Teilbdume belassen. Somit muss eben-
falls nur an den Wurzeln der vollen Teilbdumen und am neu eingefithrten Knoten
etwas verdndert werden. Dass wir dabei auch den Elter-Zeiger der alten Wurzel des
betrachteten Teilbaumes aktualisieren miissen, ist nicht weiter tragisch, da dies nur
konstante Kosten pro Schablone (und somit pro Knoten des betrachteten relevanten
reduzierten Teilbaumes) verursacht.

Diese Kosten kénnen wir nun den Wurzeln der vollen Teilbdume zuordnen, die ja
dann zu Enkeln werden. Falls vorher nur ein volles Kind existierte, bekommt dieses
die Kosten. Eine weitere Inspektion der Schablonen fiir die Q-Knoten zeigt, dass
volle Kinder eines Q-Knoten keine Kosten mehr zugewiesen bekommen (aufler der
betrachtete Knoten war die Wurzel, und die Anwendung der Schablonen bricht ab).

1.2.5.5 Die Schablone P,

Bei der Schablone P, (siche Abbildung 1.11 auf Seite 12) ist dies wieder offensichtlich,
da wir nur ein paar volle Teilbdume umhéngen und einen neuen P-Knoten einfiihren.
Da am betrachteten P-Knoten mindestens ein voller Teilbaum héngen muss (sonst
konnte er nicht die Wurzel des reduzierten Teilbaumes sein), konnen die Kosten
auf die vollen Kinder des P-Knotens so verteilt werden, dass jedes volle Kind nur
konstante Kosten zahlen muss.

1.2.5.6 Die Schablone F;

Bei der Schablone Ps (siche Abbildung 1.12 auf Seite 13) verwenden wir denselben
Trick wie bei Schablone Pj. Die alte Wurzel mitsamt ihrer Kinder wird umgehéngt,
so dass die eigentliche Arbeit an der vollen und am neuen Knoten stattfindet. Hingt
am betrachteten P-Knoten mindestens ein voller Teilbaum, konnen die Kosten auf
die vollen Kinder des P-Knotens so verteilt werden, dass jedes volle Kind nur kon-
stante Kosten erhélt. Falls am betrachteten P-Knoten kein voller Teilbaum héngt,
so sind sind die Kosten insgesamt konstant und kénnen dem betrachteten P-Knoten
zugeordnet werden (der dann ja aus dem Baum verschwindet, also keine Kosten
mehr erhalten kann).

1.2.5.7 Die Schablone F;

Bei der Schablone Py (siehe Abbildung 1.13 auf Seite 14) gilt dasselbe. Hier werden
auch zwei Q-Knoten verschmolzen und ein P-Knoten in deren Kinderliste mitaufge-
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nommen. Da wir die Menge der Kinder als doppelt verkettete Liste implementiert
haben, ist der Aufwand wieder proportional zu 1 plus der Anzahl voller Kinder des
betrachteten P-Knotens. Hangt also am betrachteten P-Knoten mindestens ein vol-
les Kind, so kénnen die Kosten wieder so verteilt werden, dass jedes volle Kind des
P-Knotens konstante Kosten erhilt (den Kindern des Q-Knoten werden keine Kosten
zugewiesen). Hangt am betrachteten P-Knoten kein volles Kind, so sind die Kosten
insgesamt konstant und kénnen dem betrachteten P-Knoten zugeordnet werden.

1.2.5.8 Die Schablone (),

In diesem Fall ist nur festzustellen, dass der entsprechende Q-Knoten ein partieller Q-
Knoten ist. Die Kosten hierfiir sind proportional zur Anzahl nichtleerer (also voller)
Kinder des betrachteten Q-Knotens. Somit bekommt jedes volle Kind konstante
Kosten zugeordnet.

1.2.5.9 Die Schablone (5

Bei der Schablone @3 (siehe Abbildung 1.17 auf Seite 16) wird nur ein Q-Knoten
in einen anderen Knoten hineingeschoben. Da die Kinder eines Knoten als doppelt
verkettete Liste implementiert ist, kann dies in konstanter Zeit geschehen. Auch
hier werden die Kosten dem betrachteten Q-Knoten zugeschlagen. Beim Erkennen
dieser Situation sind noch Kosten fillig, die proportional zu 1 plus der Anzahl voller
Kinder sind. Aber auch hier kénnen wir diese Kosten konstant auf jedes volle Kind
des betrachteten Q-Knoten verteilen, sofern es welche gibt. Andernfalls werden die
insgesamt konstanten Kosten dem betrachteten Q-Knoten zugeordnet (der dann ja
aus dem Baum verschwindet, also keine Kosten mehr erhalten kann).

Einziges Problem ist die Aktualisierung der Kinder des Q-Knotens. Wiirde jedes
Kind einen Verweis auf seinen Elter besitzen, so kénnte dies teuer werden. Da wir
dies aber nur fiir die duflersten Kinder verlangen, miissen nur von den &duflersten
Kindern des Kinder-Q-Knotens die Elter-Information eliminiert werden, was sich in
konstanter Zeit realisieren léasst. Alle inneren Kinder eines Q-Knotens sollen ja keine
Informationen iiber ihren Elter besitzen. Ansonsten konnte nach ein paar Umorgani-
sationen des PQ-Baumes diese Information falsch sein. Da ist dann keine Information
besser als eine falsche.

1.2.5.10 Die Schablone Q)4

Bei der Schablone @4 (siehe Abbildung 1.18 auf Seite 16) sind die Kosten propor-
tional zu 1 plus der Anzahl Kinder des betrachteten Q-Knotens. Sofern mindestens

Version 5.48 Fassung vom 1. August 2018



28 Kapitel 1. Physical Mapping

ein volles Kind des betrachteten Q-Knotens existiert, konnen diese auf die vollen
Kinder so verteilt werden, dass jedes konstante Kosten erhélt. Andernfalls sind die
Kosten sowieso konstant und wir weisen sie einem der QQ-Kinder des betrachteten
Q-Knoten zu (der dann auch aus dem Baum verschwindet).

1.2.5.11 Zusammenfassung Schablonen

Somit haben wir bei jeder Schablone einigen Knoten des relevanten reduzierten Teil-
baumes konstante Kosten zugeordnet. Da es nur 10 verschiedene Schablonen gibt,
kann jeder Konten des relevanten reduzierten Teilbaumes nur neunmal konstante
Kosten zugewiesen bekommen haben. Weiterhin weisen wir die Kosten entweder der
betrachteten Wurzel oder einem der Kinder eines Knotens zu. Man schaut leicht
nach, dass jeder Knoten maximal zweimal Kosten zugeordnet bekommen kann, da
er dann bereits der Enkel der betrachteten Wurzel ist oder aus dem Baum ent-
fernt wird oder die Anwendung der Schablonen beendet ist. Also sind die Kosten
insgesamt proportional zur Grofle des relevanten reduzierten Teilbaumes.

1.2.5.12 Der Pfad zur Wurzel

Zum Schluss miissen wir uns nur noch iiberlegen, dass wir eventuell Zeit verbraten,
wenn wir auf dem Weg von der Wurzel des relevanten reduzierten Teilbaumes zur
eigentlichen Wurzel des Baumes weit nach oben laufen. Dieser Pfad konnte wesent-
lich groBer sein als die Groe des relevanten reduzierten Teilbaumes.

Hierbei hilft uns jedoch, dass wir die Knoten aus der Menge free in FIFO-Manier
(first-in-first-out) entfernen. Das bedeutet, bevor wir auf diesem Wurzelweg einen
Knoten nach oben steigen, werden zunéchst alle anderen freien Knoten betrachtet.
Dies ist immer mindestens ein anderer. Andernfalls gébe es nur einen freien Knoten
und (mindestens) einen Sektor. Aber da der freie Knoten auf dem Weg von der
Wurzel des relevanten reduzierten Teilbaumes zur Wurzel des Baumes kénnte den
blockierten Sektor nie befreien. In diesem Fall kénnten wir zwar den ganzen Weg
bis zur Wurzel hinauflaufen, aber dann géibe es keine Losung und ein einmaliges
Durchlaufen des Gesamt-Baumes kénnen wir uns leisten.

Somit sind also immer mindestens zwei freie Knoten in der freien Menge. Also wird
beim Hinauflaufen jeweils der relevante reduzierte Teilbaum um eins vergrofert.
Damit kénnen wir auf dem Weg von der relevanten reduzierten Wurzel zur Wurzel
des Baumes nur so viele Knoten nach oben ablaufen, wie es insgesamt Knoten im
relevanten reduzierten Teilbaum geben kann. Diese zusétzlichen Faktor konnen wir
jedoch in unserer GroB-O-Notation verstecken.

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik: Bdume und Graphen SS 2015

23.04.15



1.2. PQ-Béaume 29

1.2.6 Anzahlbestimmung angewendeter Schablonen

Da die Anzahl der inneren Knoten im relevanten reduzierten Teilbaum gleich der
Anzahl der angewendeten Schablonen ist, werden wir fiir die Laufzeitabschétzung
die Anzahl der angewendeten Schablonen abzéhlen bzw. abschétzen. Mit §F; bzw.
1Q; bezeichnen wir die Anzahl der angewendeten Schablonen P; bzw. ); zur Kon-
struktion des PQ-Baumes fir II(X, ). Hinzu kommen dann noch die Anzahl aller
jemals markierten Bléatter, die durch Zle |F;| gegeben ist.

1.2.6.1 Bestimmung von #F, und Q)

Diese Schablonen werden wie bereits erwéahnt nie wirklich angewendet.

1.2.6.2 Bestimmung von {P; und £,

Man iiberlegt sich leicht, dass solche Schablonen nur in Teilbdumen angewendet
werden konnen, in denen alle Blatter markiert sind. Da nach Lemma 1.3 die Anzahl
der inneren Knoten durch die Anzahl der markierten Blatter beschrinkt sind, gilt:

P+ 101 = O <Z |F\) :

FeF

1.2.6.3 Bestimmung von {P,, tP;, iF; und Q4

Da nach diesen Schablonen die Prozedur reduce(7, F') abgeschlossen ist, konnen
diese nur einmal fiir jede Restriktion angewendet werden uns daher gilt:

1P + 1Py + 4P + Q4 < | F| = O(|F]).

1.2.6.4 Bestimmung von {P; und Q-

Die Schablone Pj generiert einen neuen partiellen ()-Knoten, der vorher noch nicht
da war (siehe auch Abbildung 1.10), und die Schablone @y ermittelt einen neuen
partiellen Q-Knoten. Da in einem PQ-Baum nicht mehr als zwei partielle Q-Knoten
(die nicht Vorfahr eines anderen sind) auftreten konnen und partielle Q-Knoten nicht
wieder verschwinden konnen, kann fiir jede Anwendung reduce(7, F') nur zweimal
die Schablone Pj bzw. Q2 angewendet werden (andernfalls wird spéter festgestellt,
dass sich F; nicht einarbeiten lasst und es wird der leere PQ-Baum zuriickgegeben).
Daher gilt
8P +£Q2 < 2|F| = O(|F]).
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1.2.6.5 Bestimmung von $P5 + £Q;3

Wir definieren zuerst einmal recht willkiirlich die Norm eines PQ-Baumes wie folgt.

Definition 1.9 Die Norm eines PQ-Baumes T' (kurz |T|) ist die Summe aus der
Anzahl der Q-Knoten in T plus der Anzahl der inneren Knoten von T, die Kinder
eines P-Knotens sind.

Man beachte, dass Q-Knoten in der Norm zweimal gezéhlt werden kénnen, ndmlich
genau dann, wenn sie ein Kind eines P-Knotens sind.

Zuerst halten wir ein paar elementare Eigenschaften dieser Norm fest:

1. Es gilt |7 > 0 fiir alle PQ-Béume T
2. |T(E)] = 0;

3. Die Anwendung einer beliebige Schablone erhcht die Norm um maximal eins,
d.h [S(T)| < |T| +1 fiir alle PQ-Baume T', wobei S(T") der PQ-Baum ist, der
nach Ausfithrung einer Schablone S entsteht.

4. Die Schablonen Ps; und ()3 erniedrigen die Norm um mindestens eins, d.h.
IS(T)| < |T| — 1 fiir alle PQ-Béume 7', wobei S(T') der PQ-Baum ist, der
nach Ausfiihrung einer Schablone S € {Ps, 3} entsteht.

Die ersten beiden Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition der Norm. Die
letzten beiden Eigenschaften werden durch eine genaue Inspektion der Schablonen
klar (dem Leser sei explizit empfohlen, dies zu verifizieren).

Da wir mit den Schablonen P; und ()3 die Norm ganzzahlig erniedrigen und mit
jeder anderen Schablone die Norm ganzzahlig um maximal 1 erhéhen, konnen die
Schablonen P5 und ()3 nur so oft angewendet werden, wie die anderen. Grob gesagt,
es kann nur das weggenommen werden, was schon einmal hingelegt wurde. Es gilt
also:

iPs +1Qs < #P+ 1P + 1P + 1P + 1P + §Q1 + Q2 + £Q4

0<|F|+Z|FI>

FeF

~o(xm)

Damit haben wir die Laufzeit fiir einen erfolgreichen Fall berechnet. Wir miissen
uns nur noch iiberlegen, was im erfolglosen Fall passiert, wenn also der leere PQ-
Baum die Losung darstellt. In diesem Fall berechnen wir zuerst fiir eine Teilmenge
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F' C F einen konsistenten PQ-Baum. Bei Hinzunahme der Restriktion F' stellen
wir fest, dass F” := F' U {F'} keine Darstellung durch einen PQ-Baum besitzt. Fiir
die Berechnung des PQ-Baumes von F’ benétigen wir, wie wir gerade eben gezeigt

haben:
O (\2\ + > \F|> =0 (\2\ +> \F|> .

FeF’ reF

Um festzustellen, dass F” keine Darstellung durch einen PQ-Baum besitzt, miissen
wir im schlimmsten Fall den PQ-Baum 7" fiir 7' durchlaufen. Da dieser ein PQ-
Baum ist und nach Lemma 1.3 maximal || innere Knoten besitzt, da er genau
|X| Blétter besitzt, folgt, dass der Aufwand hochstens O(|X|) ist. Fassen wir das
Ergebnis noch einmal zusammen.

Theorem 1.10 Die Menge I1(X, F) kann durch einen PQ-Baum T mit
cons(T) = II(X, F)

dargestellt und in Zeit O (|S| + X per |F|) berechnet werden.

Somit haben wir einen effizienten Algorithmus zur genomischen Kartierung gefun-
den, wenn wir voraussetzen, dass die Experimente fehlerfrei sind. In der Regel wird
dies jedoch nicht der Fall sein, wie wir das schon am Ende des ersten Abschnitt dieses
Kapitels angemerkt haben. Wollten wir False Negatives beriicksichtigen, dann miiss-
ten wir erlauben, dass die Zeichen einer Restriktion nicht konsekutiv in einer Per-
mutation auftauchen miissten, sondern durchaus wenige (ein oder zwei) sehr kurze
Liicken (von ein oder zwei Zeichen) auftreten diirften. Fiir False Positives miissten
wir zudem wenige einzelne isolierte Zeichen einer Restriktion erlauben. Und fiir Chi-
meric Clones miisste auch eine oder zwei zusétzliche groflere Liicken erlaubt sein.
Leider hat sich gezeigt, dass solche modifizierten Problemstellung bereits NP-hart
sind und somit nicht mehr effizient 16sbar sind.

PQ-Baume werden auch zur Erkennung von planaren Graphen in Linearzeit einge-
setzt. Dartiber hinaus lassen sich auch Intervallgraphen (auf die wir in Abschnitt1.6
eingehen werden) mit Hilfe von PQ-B&umen in linearer Zeit erkennen. Eine weitere,
biologisch interessante Anwendung werden wir folgenden Abschnitt skizzieren.

1.2.7 Anwendung: Gene-Clustering

In diesem Abschnitt wollen wir kurz eine weitere Anwendung von PQ-B&umen skiz-
zieren. Im Folgenden bezeichne S(n) die symmetrische Gruppe der Ordnung n, d.h.
die Gruppe aller Permutationen auf n Elementen (in der Regel auf [1 : n]).
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Definition 1.11 Seienmy, ..., € S(n). Ein common interval ist eine Folge von k
Paaren ({1,u1),...(lk,y), fir die es ein C C [1:n] mit C = {m(j) : j € [l; : us]}
fir alle i € [1: k| gibt.

Biologisch werden hierbei die Permutationen als die Reihenfolge von n Genen inter-
pretiert, die alle auf den gegebenen k Genomen auftreten. Ein solches common inter-
val beschreibt damit eine Gruppe von Genen, die auf allen Genomen in der gleichen
Gruppierung, aber eventuell unterschiedlicher Reihenfolge auftreten. Solche Gen-
Cluster haben meist eine funktionelle Abhéngigkeit und sind daher biologisch sehr
interessant.

In den drei Sequenzen (a,b,c,d,e, f), (d, f,e,c,b,a) und (c,e, f,d,a,b) sind bei-
spielsweise (a,b) und (d, e, f) solche common intervals. Dies gilt immer auch fiir die
trivialen einelementigen Teilmengen und die gesamte Menge selbst.

Wenn man Gene auf Genomen durch Permutationen beschreibt, betrachtet man nur
orthologe Gene. Will man auch paraloge Gene betrachten, so muss man auch Viel-
fachheiten der einzelnen Symbole erlauben, d.h. von Permutation zu Zeichenreihen
iibergehen.

Definition 1.12 Seip=p; - p, € X", s =51---5, € X". Das Muster p erscheint
in s an Position i, wenn {p; : j€[l:m]} ={s; : j€[i:i+m—1]}.

Soll in der letzten Definition ein mehrfaches Vorkommen von Zeichen in den Sequen-
zen erlaubt sein, so ist die Mengengleichheit im Sinne von Multimengen zu verstehen,
d.h. die Vielfachheiten miissen auch iibereinstimmen.

Definition 1.13 Die Linearisierung eines PQ)-Baumes T ist induktiv wie folgt defi-
niert:

a) Die Linearisierung eines mit a markiertes Blatt ist das Symbol selbst.

b) Wenn die Wurzel des PQ-Baumes ein P-Knoten ist und die Linearisierung der
Kinder durch £y, ..., 0, gegeben ist, dann ist die Linearisierung des Baums durch
(41, ..., L) gegeben.

c) Wenn die Wurzel des PQ-Baumes ein Q-Knoten ist und die Linearisierung der
Kinder durch £y, ..., 0, gegeben ist, dann ist die Linearisierung des Baums durch
(0y — -+ —Ly) gegeben.

In Abbildung 1.22 ist ein Beispiel fiir eine Linearisierung eines PQ-Baumes ange-
geben. Damit ergibt sich das erste Ziel, fiir eine gegebene Menge von Permuta-
tionen m = (my,...,m) einen PQ-Baum T zu erstellen, so dass die Linearisie-
rung von 7' der maximalen Notation von 7 entspricht (die maximale Notation ist
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((a=b—c),(de))

a b ¢ d e

Abbildung 1.22: Beispiel: Linearisierung eines PQ-Baum

eine der Linearisierung dhnliche Darstellung fiir mogliche Permutationen). Dies ist
leider nicht immer zu erreichen, wie das folgende Beispiel zeigt. Fiir die Menge
m = {abede, abced, cbade, edabe} ist der PQ-Baum in Abbildung 1.22 der kleinste
PQ-Baum, der alle diese Permutationen in cons(7") enthélt, aber leider auch andere,
wie z.B. adcba und cbaed.

Die Art der Darstellung von Permutation, wie sie bei Linearisierung von PQ-Béumen
erzeugt wird, ist fiir die Analyse von Gen-Clustern weit verbreitet (bekannt als so
genannte maximale Notation). Man kann also mit PQ-B&dumen eines sehr kompakte
Darstellung der Cluster erzielen. Wir werden uns jetzt darum kiimmern, wie man
diese PQ-Baume konstruieren kann.

Definition 1.14 Sei 7 = (my,...,m) € S(n). Fin Konsensus-PQ-Baum fir 7 ist
ein PQ-Baum T mit m C cons(T).

Ein Konsensus-PQ-Baum T fiir © heiffit minimal, wenn kein Konsensus-PQ-Baum
T" fiir m mit m C cons(T) und |cons(T")| < |cons(T")| existiert.

Beachte, dass nach der Definition ein Konsensus-PQ-Baum nicht notwendigerweise
eindeutig sein muss. Im Folgenden zeigen wir kurz ohne Beweis, dass diese minima-
len Konsensus-PQ-Bédume im Wesentlichen eindeutig sind. Wir betrachten dazu die
folgende Variante der Definition 1.11, wobei 7 als Identitét festgelegt ist.

Definition 1.15 Sei 7 = (7, ...,7) € S(n) mit m =id = (1,...,n). Fin Inter-
vall [r = s] € [1 : n] heifft common interval von 7, wenn die Elemente der Menge
[r: 8] konsekutiv in m; fir alle i € [1 : k| auftreten.

Die Menge aller common intervals von m werden mit C(m) bezeichnet.

Das folgende Lemma besagt, dass es fiir jeden echten PQ-Baum mindestens eine
Menge von Restriktion gibt, die diesen erzeugt.

Lemma 1.16 Sei T ein echter PQ-Baum idiber ¥.. Dann existiert F C 2% mit
II(X, F) = cons(T) gibt.
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Beweis: Ubungsaufgabe. [

Theorem 1.17 Fir m C S(n) ist T = reduce(T'(X),C(m)) ein minimaler Konsen-
sus-PQ-Baum fir .

Beweis: Zuerst stellen wir fest, dass T' = reduce(7'(X), C(7)) ein Konsensus-PQ-
Baum fiir 7 ist. Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass T # T ein

minimaler Konsensus-PQ-Baum fiir 7 ist. Nach Lemma 1.16 existiert ein F C 2*
mit cons(7") = II(T'(X), F).

Fiir jedes F' € F kommen also die Symbole aus F' in jedem f(7") mit 7" = T
konsekutiv vor. Da 1" ein minimaler Konsensus-PQ-Baum ist, muss F' € C() gelten.

Also gilt cons(T") C cons(T'), was ein Widerspruch zur Minimalitdt von 7" ist. |

Beachte, dass auch nach dem obigen Beweis ein minimaler Konsensus-PQ-Baum
nicht notwendigerweise eindeutig sein muss.

Korollar 1.18 Sei 71 C S(n) und seien 11 und Ty zwei minimale Konsens-PQ-
Béume fir m, dann gilt cons(T}) = cons(713).

Fir den Beweis dieses Korollars sind im Wesentlichen nur die Beweisideen des vori-
gen Satzes notig.

Theorem 1.19 Seien Ty und Ty zwei PQ-Bdume mit cons(1y) = cons(T3), dann
15t T1 = TQ.

Diesen Satz wollen wir hier nicht beweisen und verweisen auf die Originalliteratur.
Wir erhalten nur das gewiinschte Ergebnis im folgenden Korollar fest.

Korollar 1.20 Sei m C S(n), dann ist der minimale Konsensus-PQ-Baum fir m
bis auf Aquivalenz eindeutiq.

Da minimale Konsensus-PQ-Baume mehr Permutationen anzeigen als gewiinscht
(sieche auch das Beispiel in Abbildung 1.22), werden die inneren P- und Q-Knoten
noch annotiert. Q-Knoten erhalten noch die Annotation <+, wenn die beide Rich-
tungen erlaubt sind (sonst nur die Abfolge der Kinder von Links nach rechts). P-
Knoten erhalten die Annotation, welche Permutationen der Kinder wirklich zuléssig
sind (statt allen, es sind hier aber nur die Permutationen zusétzlich zur kanonischen
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(2,1)

(2,1) 71 = abcde

T = abced
T3 = cbade
a b c d e 74 = edabc

Abbildung 1.23: Beispiel: Spezialisierung eines PQ-Baum

angegeben). Wie man im selben Beispiel in der Abbildung 1.23 sehen kann, hilft
diese Annotation auch nicht immer. Sie kann auch nur einige Félle ausschlieSen, im
angegeben Beispiel sogar keines.

Ein minimaler Konsensus-PQ-Baum fiir 7 kann sehr einfach konstruiert werden.
Zuerst wird die Menge C'(7) der common intervals von 7 konstruiert und mit diesem
dann der PQ-Baum 7" = reduce(7'(3, C(m)) konstruiert. Da bereits |C(7)| < (E‘)
ist, ist der Algorithmus aber in der Regel nicht mehr linear in der Eingabegriofie kn.

Fiir einen Linearzeit-Algorithmus wird zuerst die Menge der irreducible common
intervals I(m) C C(m) konstruiert. Dies ist quasi die kleinste Teilmenge von C(),
fiir die die folgende Beziehung gilt: reduce(T(X, I(7))) = reduce(T' (X2, C(n))). Die
Menge der irreducible common intervals kann in Zeit O(kn) aus 7 erzeugt werden.
Obwohl die Anzahl der irreducible common intervals linear in n ist, ist die Menge
der einzubauenden Restriktionen in den PQ-Baum nur durch O(n?) beschrinkt, so
dass die Konstruktion einen Zeitbedarf von O(n? + kn) hat. Man kann aber zeigen,
dass man den PQ-Baum fiir die Menge der irreducible common intervals auch in
Linearzeit aufbauen kann.

Theorem 1.21 Fir # C S(n) kann ein minimaler Konsensus-PQ-Baum in Zeit
O(kn) konstruiert werden.

Fiir eine genauere Darstellung verweisen wir auf die Originalliteratur von G. Landau,
L. Parida und O. Weimann. Fiir ein dhnliches Problem, namentlich die Erkennung
zusammenhéngender genomischer Bereiche von Vorfahren (Contiguous Ancestral
Regions), werden ebenfalls PQ- und die im folgenden Abschnitte eingefiithrten PQR-
Béume verwendet. Auch hier vewerisen wir auf die Originalliteratur von C. Chauve
und E. Tannier.

1.3 PQR-Baume

In diesem Abschnitt wollen wir eine Verallgemeinerung von PQ-Bdumen, nament-
lich PQR-Bé&ume, vorstellen. Hierbei gibt es neben P- und Q-Knoten auch noch R-
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Knoten. Der Vorteil wird sein, dass es moglich ist, fiir jede Menge von Restriktionen
einen PQR-Baum zu konstruieren. Dabei wird es genau dann R-Knoten geben, wenn
die Menge von Restriktionen nicht die C1P erfiillt. Sollte die C1P nicht erfiillt sein,
dann kénnen uns die R-Knoten im PQR-Baum Hinweise liefern, an welchen , Stellen®
es Probleme bei der Erfiillung der C1P fiir die gegebene Menge von Restriktionen
gibt.

1.3.1 Definition

Zuerst einmal wollen wir definieren, was wir formal unter einem PQR-Baum verste-
hen wollen.

Definition 1.22 Sei ¥ ein endliches Alphabet. Dann ist ein PQR-Baum dber 3
induktiv wie folgt definiert:

o Jeder einelementige Baum (also ein Blatt), das mit einem Zeichen aus ¥ mar-
kiert ist, ist ein PQR-Baum.

o Sind Ty, ..., T, PQR-Bdume, dann ist der Baum, der aus einem so genann-
ten P-Knoten als Wurzel entsteht und dessen Kinder die Wurzeln der Bdume
Ty, ..., Ty sind, ebenfalls ein PQR-Baum.

o SindTy,..., Ty PQR-Bdume, dann ist der Baum, der aus einem so genannten
Q-Knoten als Wurzel entsteht und dessen Kinder die Wurzeln der Bdume
Ty, ..., Ty sind, ebenfalls ein PQR-Baum.

o Sind Ty, ..., T, PQR-Bdume, dann ist der Baum, der aus einem so genann-
ten R-Knoten als Wurzel entsteht und dessen Kinder die Wurzeln der Bdume
Ti, ..., Ty sind, ebenfalls ein PQR-Baum.

Wie man leicht der Definition entnimmt, ist jeder PQ-Baum auch ein PQR-Baum.

P-Knoten Q-Knoten R-Knoten
Abbildung 1.24: Skizze: Darstellung von P- und Q-Knoten

In der Abbildung 1.24 ist skizziert, wie wir in Zukunft P- bzw. Q-Knoten graphisch
darstellen wollen. P-Knoten werden durch Kreise, Q-Knoten durch lange Rechtecke
und R-Knoten mit doppelt umrandeten Kreisen dargestellt. Fiir die Blatter fithren
wir keine besondere Konvention ein. In der Abbildung 1.25 ist ein Beispiel eines
PQR-Baumes angegeben.
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A B fHI

F G

C D E
Abbildung 1.25: Beispiel: Ein PQR-Baum

Definition 1.23 FEin PQR-Baum heifit echt, wenn folgende Bedingungen erfillt
sind:

o Jedes Element a € X kommt genau einmal als Blattmarkierung vor;

e Jeder P-Knoten hat mindestens zwei Kinder,

o Jeder ()-Knoten hat mindestens drei Kinder;

e Jeder R-Knoten hat mindestens drei Kinder.

Der in Abbildung 1.25 angegebene PQ-Baum ist also ein echter PQR-Baum. Auch
fiir echte PQR-Baume gilt, dass die Anzahl der P-, Q- und R-Knoten kleiner als die
Kardinalitidt des betrachteten Alphabets Y ist.

Die R-Knoten werden innerhalb des PQR-Baumes die Stellen angeben, an denen bei
der Einarbeitung neuer Restriktionen Widerspriiche zur C1P aufgetreten sind.

Definition 1.24 Sei T ein PQR-Baum tber ¥. Die Frontier von T, kurz f(T) ist
die Permutation tber 3, die durch das Ablesen der Blattmarkierungen von links nach
rechts geschieht (also die Reihefolge der Blattmarkierungen in einer Tiefensuche
unter Bericksichtigung der Ordnung auf den Kindern jedes Knotens).

Die Frontier des Baumes aus Abbildung 1.25 ist dann ABCDEFGHI.

Definition 1.25 Zwei PQR-Bdaume T und T" heiffen dquivalent, kurz T = T', wenn
sie durch endliche Anwendung folgender Regeln ineinander iberfihrt werden konnen:

e Beliebiges Umordnen der Kinder eines P- oder R-Knotens;

o Umkehren der Rethenfolge der Kinder eines QQ-Knotens.
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Definition 1.26 Sei T ein echter PQR-Baum, dann ist cons(T) die Menge der
konsistenten Frontiers von T', d.h.:

cons(T) ={f(T") : T=T'}.

Beispielsweise befinden sich dann in der Menge cons(7') fiir den Baum aus der Abbil-
dung 1.25: BADCEFGIH, ABGFCDEHI oder HIDCEFGBA. Insgesamt hat dieser
Baum 96 verschiedene Frontiers.

1.3.2 Eigenschaften von PQR-Badumen

In diesem Abschnitt wollen wir zuerst ein paar elementare Begriffe und Eigenschaften
von PQR-Baumen festhalten.

Definition 1.27 Sei T ein echter PQR-Baum iber ¥ und v € V(T'). Dann ist die
Domain des Knotens v, bezeichnet mit Dy(v), als die Menge der Blattmarkierungen
von Nachfolgern von v definiert. Fir S C V(T) ist

Dr(8) = | | Dr(v).

vES

Im Beispiel in der Abbildung 1.25 ist die Domain fiir den Q-Knoten, der Kind
der Wurzel ist, gerade {C, D, E, F,G}. Die Domain der Menge der P-Knoten ist
{A,B,H,I}.

Definition 1.28 Sei Y ein Alphabet. Die trivialen Teilmengen von X, bezeichnet
mit T(X), sind:
T ={0,2}U{{a} : a€X}.

Definition 1.29 Sei X ein Alphabet und F eine Menge von Restriktionen tiber X.
Eine Teilmenge A C % heif$t implizite Restriktion, wenn gilt:

(S, F) = [I(Z, F U {A}).
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Lemma 1.30 Sei X ein Alphabet und F eine beliebige Menge von Restriktionen
tber X, dann ist fir beliebige Mengen A, B € F

e AN B eine implizite Restriktion (Durchschnitt);

e AU B eine implizite Restriktion, sofern AN B # () (nicht-disjunkte Vereini-
gung);

e A\ B eine implizite Restriktion, sofern B ¢ A (Mengensubtraktion einer
Nicht-Teilmenge );

o jedes Element aus T(X) eine implizite Restriktion.

Beweis: Ubungsaufgabe. [

Definition 1.31 FEine Menge F wvon Restriktionen tber einem Alphabet ¥ heifit
vollstéandig, wenn sie die trivialen Teilmengen enthdlt und unter Durchschnitt, nicht-
disjunkter Vereinigung und Mengensubtraktion einer Nicht-Teilmenge abgeschlossen
15t.

Man kann zeigen, dass eine Menge genau dann vollstdndig ist, wenn sie bereits alle
impliziten Restriktionen enthélt. Dies ist jedoch technisch aufwendig und da wir
diese Aussage im Folgenden so nicht benttigen, verzichten wir hier auf den Beweis.

Definition 1.32 Sei X ein Alphabet und F eine Menge von Restriktionen tber 3.
Mit F bezeichnen wir die kleinste (bzgl. Mengeninklusion) Teilmenge von 2%, die
vollstindig st und F enthdlt.

Das folgende Lemma zeigt, dass die vorhergehende Definition wohldefiniert ist und
gibt eine andere Charakterisierung der kleinsten vollstéandigen Menge, die F enthélt.

Lemma 1.33 Es gilt

F= [ F.

FCF!'C2®
F! ist vollsténdig

Beweis: Ubungsaufgabe. [

Theorem 1.34 Sei X2 ein Alphabet und F eine Menge von Restriktionen tiber ¥,
dann gilt: -
I, F) =I0(%, F).
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Beweis: Ubungsaufgabe. [

1.3.3 Beziehung zwischen PQR-Bdumen und C1P (+)

In diesem Abschnitt geben wir einige Beziehungen zwischen PQR-Baumen und Men-
gen von Restriktionen an, die die C1P erfiillen

Definition 1.35 Sei T ein echter PQR-Baum tber einem Alphabet X3, dann ist die
Menge Compl(T') induktiv wie folgt definiert:

o T(X) C ComplT);

o Dr(S) € Compl(T), wenn S die Menge aller Kinder eines P-Knotens von T
15t.

o Dr(S) € Compl(T), wenn S eine beliebige Menge konsekutiver Kinder eines
Q-Knotens von T 1ist.

o Dr(S) € ComplT), wenn S eine beliebige Menge von Kindern eines R-
Knotens von T ist.

Theorem 1.36 Sei T ein echter PQR-Baum tber einem Alphabet 3, dann ist die
Menge Compl(T') vollstindig.

Beweis: Offensichtlich gilt 7(X) € Compl(7’). Es muss also nur noch der Abschluss
gegen Durchschnitt, nicht-disjunkte Vereinigung und Mengensubtraktion von Nicht-
Teilmengen gezeigt werden.

Seien S und S’ jeweils eine Menge von Kindern eines Knotens in 7. Nehmen wir
zunéichst an, dass der Elter v der Knoten aus S und der Elter w der Knoten
aus S’ verschieden sind. Ist v ein Nachfolger eines Kindes in S’ von w, dann gilt
Dr(S) C Dp(S"). Ist andernfalls w ein Nachfolger eines Kindes in S von v, dann gilt
Dr(S’) € Dr(S). Andernfalls ist Dy (S) N Dy(S’) = (). In all diesen Féllen erzeugen
die Operationen Durchschnitt, nicht-disjunkte Vereinigung und Mengensubtraktion
von Nicht-Teilmengen nur triviale Restriktionen oder die bereits bekannten Mengen.

Seien also jetzt S und S” Mengen von Kindern desselben Knotens v. Ist v ein P-
Konten, dann muss S = S’ sein und es ist nichts zu zeigen. Ist v ein Q-Knoten,
dann miissen die Mengen S und S’ konsekutive Kinder umfassen. Bei allen drei
Operationen entstehen Mengen, die sich wieder als eine Menge Dp(S”) fiir eine
geeignete konsekutive Kindermenge S” von v schreiben lassen (namentlich S N .S”)
oder trivial sind. Ist v ein R-Knoten, dann sind S und 5" beliebige Mengen von
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Kindern in v. Bei allen drei Operationen entstehen Mengen, die sich wieder als eine
Menge D7(S") fiir eine Menge S” von Kindern von v schreiben lassen (namentlich
S NS’ oder trivial sind. |

Im Folgenden geben wir noch einige Sitze ohne Beweise an, um die Beziehung zwi-
schen PQ- und PQR-Bédumen unter Beriicksichtigung der Erfiillbarkeit der C1P zu
beleuchten.

Definition 1.37 Sei o = ;- -, € X", dann ist consec(a) die Menge aller von «
induzierten Restriktionen tiber X2, d.h. die Menge aller Mengen von in o konsekutiver
Zeichen:

consec(a) = {{ay, viy1 ..., 1,05} = 4,5 € [1:n]}.

Beachte, dass mit ¢ > j € [1 : n| auch die leere Menge in consec(a) enthalten ist.
Fiir o = acdb ist

consec(a) = T ({a,b,c,d}) U {{a, ch {c,d}, {b,d}, {a,c,d}, {b,ec, d}}

Definition 1.38 Sei Y ein Alphabet und S C ¥*, dann ist

consec(S) := ﬂ consec(a).

aeS
Fiir S = {acdb, abed} ist

consec(S) =T ({a,b,c,d}) U {{c, d},{b,c, d}}

Lemma 1.39 Sei T ein echter PQR-Baum ohne R-Knoten, dann gilt

Compl(T') = consec(cons(T)).
Beweis: Ubungsaufgabe. [

Ist ein PQR-Baum ein PQ-Baum, dann konnen wir die Menge der konsistenten
Frontiers auch indirekt durch die vollstandige Menge Compl(7") beschreiben.

Lemma 1.40 Fin echter PQR-Baum T besitzt genau dann keinen R-Knoten, wenn
(3, Compl(T)) # 0.
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Beweis: Ubungsaufgabe. [

Damit haben wir eine Charakterisierung, wann ein PQR-Baum R-Knoten besitzt.
Insbesondere erhalten wir genau dann wieder PQ-Bédume, wenn die gegebene Menge
von Restriktionen die C1P erfiillt.

Lemma 1.41 Sei T ein echter PQR-Baum ohne R-Knoten, dann gilt

II(X, Compl(T)) = cons(T).

Beweis: Ubungsaufgabe. [

Damit wissen wir, dass die Menge Compl(7") ebenfalls die Struktur der Restriktionen
beschreibt, wenn die Menge von Restriktionen die C1P erfiillt.

Theorem 1.42 Sei F eine Menge von Restriktionen iber 3, die die C1P besitzt,
und sei T ein echter PQR-Baum mit Compl(T) = F, dann gilt

I1(3, F) = cons(T).

Beweis: Ubungsaufgabe. [

Man kann sich iiberlegen, dass der PQR-Baum aus dem vorhergehenden Theorem
dann keinen R-Knoten besitzt.

Damit wissen wir, dass wir fiir eine Menge F von Restriktionen nur einen PQR-
Baum T mit Compl(T') = F konstruieren miissen, um festzustellen, dass die Menge
die C1P erfiillt. Andernfalls erhalten wir einen PQR-Baum, der R-Knoten enthélt
und uns so auf Problemstellen aufmerksam macht, die fiir die Menge F die C1P
verhindert.

1.3.4 Orthogonalitat

Nun fithren wir noch den Begriff der Orthogonalitéit ein. Diesen benétigen wir, um
die Mengen, die die Knoten des PQR-Baumes beschreiben, besser verstehen und
beschreiben zu kénnen.
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Definition 1.43 Sei X ein Alphabet und A, B C 3. Dann heiffen A und B
orthogonal zueinander, bezeichnet mit A 1. B, wenn eine der folgenden Bedingungen
erfillt ist:

« ACB,
e AD B oder
e ANB =1(.

Sei A C Y und F C 2%, dann ist genau dann A L F, wenn A L F fiir alle F € F.
Es bezeichne

Ft={ACZ : ALlF}.

Sind F,G C 2%, dann gilt F L. G genau dann, wenn F L G fiir alle F € F und alle
Geg.

Beachte insbesondere, dass fiir jede Menge F' C X gilt: F' L 7T(X). Damit gilt auch
F L T(2) fiir jedes F C 2%,

Theorem 1.44 Sei T ein echter PQR-Baum dber einem Alphabet ¥ und v € V(T').
Dann gilt Dr(v) € Compl(T) N Compl(T)*. Umgekehrt gibt es fiir jede nichtleere
Menge H € Compl(T) N Compl(T)* einen Knoten v € V(T) mit Dp(v) = H.

Beweis: =: Wir zeigen zuerst, dass Dr(v) € Compl(T) gilt. Ist v ein Blatt, dann
ist Dy(v) = {v} € T(3) C Compl(T). Sei also im Folgenden v ein interner Knoten
von 7" und sei S die Menge aller Kinder von v. Dann gilt unabhéngig vom Typ des
Knotens v, dass Dr(S) € Compl(T'). Da Dr(v) = Dr(S), folgt die Behauptung.

Wir zeigen jetzt, dass Dy(v) € Compl(T)* gilt. Zuerst halten wir noch fest, dass
nach Definition (bzw. wegen der Anmerkung nach der Definition der Orthogonalitét)
T(X) C Comp(T)* gilt. Sei A € Compl(T) beliebig. Es geniigt also zu zeigen, dass
Dr(v) L A gilt. Fiir A € T(X) gilt dies ja bereits. Da A € Compl(7T'), existiert ein
Knoten x € V(T') und eine Menge S von Kindern von x mit A = Dp(S).

Ist v ein Vorgénger von z, dann gilt nach Definition D7(S) C Dr(v) und damit
Dr(S) L Dyp(v) und somit auch A L Dp(v).

Ist v ein Nachfolger eines Kindes von x aus der Menge S, dann gilt nach Definition
Dr(v) € Dp(S) und damit Dr(S) L Dp(v) und somit auch A L Dy (v).

Ist v ein Nachfolger eines Kindes von z, das nicht zu S gehort oder ist v weder ein
Vorgiinger noch ein Nachfolger von x, dann gilt offensichtlich Dy (v) N Dr(S) = 0.
Auch in diesem Fall gilt dann wieder Dr(S) L Dr(v) und somit auch A L Dp(v).
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In allen Féllen gilt also Dr(v) L A fiir beliebige Mengen A € Compl(T). Also ist
Dr(v) € Compl(T)*.

<: Sei H € Compl(T) N Compl(T)*. Ist H € T(X), dann existiert offensichtlich
ein Blatt v oder die Wurzel v mit H = Dr(v). Beachte, dass nach Voraussetzung

H # (). Sei also im Folgenden H ¢ T(X).

Da H € Compl(T) ist, gibt es einen Knoten v € V(7T') und eine Menge S von
Kindern von v mit H = Dp(S). Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir
im Folgenden an, dass |S| > 1 gilt. Wére S = {v}, dann ersetzen wir S durch die
Menge aller Kinder von v, wovon es mindestens zwei geben muss. War v ein Blatt,
dann ist die Behauptung sowieso trivial (da dann H € T (X)).

Ist v ein P-Knoten, dann muss S die Menge aller Kinder von v sein und somit gilt
Dr(S) = Dr(v). Ist v ein Q- oder R-Knoten und S die Menge aller Kinder, so gilt
dasselbe Argument wie fiir einen P-Knoten.

Sei also jetzt v ein Q-Knoten und S eine echte konsekutive Teilmenge von Kindern
von v mit |S| > 1. Dann gibt es jedoch eine andere konsekutive Teilmenge S’ von
Kindern von v mit S £ S’. Dann ist jedoch auch Dr(S) £ Dp(S’) und somit
H = Dp(S) ¢ Compl(T)*. Dieser Fall braucht also nicht betrachtet zu werden.

Sei also v ein R-Knoten und S eine beliebige echte Teilmenge von Kindern von v mit
|S| > 1. Dann gibt es jedoch eine andere Teilmenge S von Kindern von v mit S £ S".
Dann ist jedoch auch D7 (S) J Dr(S’) und somit H = Dp(S) ¢ Compl(T)+. Dieser
Fall braucht also ebenfalls nicht betrachtet zu werden. [

1.3.5 Konstruktion von PQR-B3aumen

In diesem Abschnitt wollen wir jetzt konkret beschreiben, wie man zu einer gegebe-
nen Menge F von Restriktionen einen PQR-Baum T konstruiert, der Compl(T") = F
erfiillt.

Theorem 1.45 Flir jede Menge F C 2% von Restriktionen iber einem Alphabet 3
ezistiert ein echter PQR-Baum T mit Compl(T) = F.

Sei T ein PQR-Baum fiir F mit Compl(T) = F und F C ¥ mit F ¢ F. Dann
konstruieren wir aus 7" einen neuen PQR-Baum 7" mit Compl(T') = F U {F'}. Wir
bestimmen dazu wieder den relevanten reduzierten Teilbaum und gehen jedoch dann
diesmal top-down von der Wurzel des relevanten reduzierten Teilbaumes aus. Die
Strategie des Algorithmus ist in Abbildung 1.26 angegeben.
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(1) Markiere alle Blatter von T, deren Marken in F' enthalten sind;
(2) Finde die Wurzel des relevanten reduzierten Teilbaumes von T,.,.(T, F');

(3) Solange die Wurzel des relevanten reduzierten Teilbaumes partielle Kinder
besitzt, baue die Wurzel mit diesem partiellen Kind um; aktualisiere dabei gege-
benenfalls die Wurzel,

(4) Passe die Wurzel an;

(5) Entferne alle Markierungen;

Abbildung 1.26: Algorithmus: Erweiterung eines PQR-Baumes um eine Restriktion

Analog wie im Falle von PQ-Bédume charakterisieren wir die Knoten des PQR-
Baumes, um den relevanten reduzierten Teilbaum aus alle partiellen und vollen
Knoten bestimmen zu kénnen.

Definition 1.46 Se: T' ein echter PQR-Baum tiber einem Alphabet ¥ und F C X
eine Restriktion. Fin Knoten v heif§t

e voll, wenn Dr(v) C F;
e partiell, wenn Dr(v) L F gilt;

e leer, wenn Dy(v) N F = oder F C Dr(v) gilt.

Die Wurzel des relevanten reduzierten Teilbaumes werden wir immer als leer betrach-
ten, da uns hier der Zustand nicht wirklich interessiert. In der obigen Definition ist
die Wurzel des relevanten reduzierten Teilbaumes auch als leer definiert, aufler wenn
der relevante reduzierte Teilbaum voll ist. In diesem Fall ist jedoch sowieso nichts
zu tun, da dann eine implizite Restriktion eingebaut werden soll.

In Abhéngigkeit von der betrachteten Wurzel und eines seiner partiellen Kinder
fithren wir die Operationen wie in Abbildung 1.27 aus. Dabei unterscheiden wir
verschiedenen Fille, je nachdem, ob die Wurzel und das betrachtete partielle Kind
ein P- oder Q- bzw. R-Knoten ist. Dabei verwenden wir einige Grundregeln die
in den Abbildungen 1.28, 1.29, 1.30 und 1.31 dargestellt sind. Hierbei sind volle
Teilbdume bzw. Knoten rot, partielle hellrot und leere weify dargestellt. Teilbdume,
bei denen der Zustand voll, partiell oder leer unwichtig ist, sind grau dargestellt.

Wir beschreiben im Folgenden die in der Skizze der PQR-Schablonen angegeben
Transformationen T1 mit T4. Auf die angegebenen Operationen zur Orientierung
gehen wir nicht im Detail ein. Hierbei werden nur Q-Knoten so gedreht, dass sie
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Muster ‘ Aktion ‘

PP Transformation P-Knoten in Q-Knoten (T1)
Schablone fiir PQ
PQ

R Vorbereiten der Wurzel (T2)

(Orientieren des Q-Knoten)
Entfernen der Kinder von der Wurzel (T4)

3P Transformation P-Knoten in Q-Knoten (T1)
Schablone fiir gQ
33 (Orientieren des Q-Knotens)

Mischen in die Wurzel (T3)

Abbildung 1.27: Skizze: PQR~Schablonen

(sofern moglich) mit den anderen markierten Teilbaumes konsekutive Bereiche for-
men. Falls diese nicht moglich sein sollte, so passiert eigentlich nichts und die ent-
sprechenden Q-Knoten werden im Schritt 4 des Algorithmus zu R-Knoten.

Abbildung 1.28: Skizze: Transformation P-Knoten in Q-Knoten (T1)

Wie man sich leicht {iberlegt, ist die Transformation T1 in Abbildung 1.28 offensicht-
lich korrekt. Man beachte hierbei, dass die P-Knoten unter dem Q-Knoten natiirlich
nur dann eingefiigt werden, wenn dort jeweils mindestens zwei volle bzw. leere Teil-
bdume angehéngt werden. Auch hier ist es wieder moglich, dass wir einen Q-Knoten
mit nur zwei Kindern erzeugen. Da aber nach der Transformation T1 noch weitere
Transformationen folgen, die den Q-Knoten entweder in einen anderen Q-Knoten
mischen, einen anderen Q-Knoten hineinmischen oder weitere Teilbdume anhéngen,
ist dies auch hier wieder nur eine temporéire Erscheinung und letztendlich ist der
resultierende PQR-Baum wieder echt.
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Man sollte sich auch an dieser Stelle schon klar machen, dass die Kosten proportional
zu der Anzahl der vollen und partiellen Kinder des ehemalige P-Knoten sind, da
wir den ehemaligen P-Knoten mitsamt seiner leeren Teilbdume zu einem Kind des
neuen Q-Knotens machen, um unbeteiligte (also leere) Teilbdume nicht anfassen zu
miissen. Ansonsten kénnten wir auch hier eine effiziente Implementierung wiederum
nicht sicherstellen.

Abbildung 1.29: Skizze: Vorbereiten der Wurzel (T2)

Auch die Transformation T2 in Abbildung 1.29 ist korrekt, da wir uns ja an der Wur-
zel des relevanten reduzierten Teilbaumes befinden und sich somit aulerhalb dieses
Teilbaumes keine markierten Blétter befinden konnen. Auch hier sind die Kosten
wiederum proportional zur Anzahl der vollen und partiellen Kinder der betrachte-
ten Wurzel.

In den folgenden Abbildungen werden Knoten, die entweder Q- oder R-Knoten sein
konnen, durch breitgezogene Dreiecke symbolisiert.

Die Transformation T3 in Abbildung 1.30 ist ebenfalls korrekt, da wir einen partiel-
len Knoten in Q- bzw. R-Knoten mischen. Nur wenn der einzumischende Q-Knoten

Abbildung 1.30: Skizze: Mischen in die Wurzel (T3)
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voll wére, konnte die Rotation weiterhin erlaubt bleiben. Ist einer der beteiligten
Knoten ein R-Knoten, dann ist auch die resultierende Wurzel ein R-Knoten, andern-
falls ein Q-Knoten.

Bei dieser Transformation konnte es passieren, dass die Kinder des resultierenden
Q-Knotens nicht konsekutiv markiert sind. Dies wird aber in einer abschlieSenden
Betrachtung geregelt, indem dann aus dem Q-Knoten ein R-Knoten wird. Hier sind
die Kosten der Transformation sogar konstant.

Neue Wurzel

Abbildung 1.31: Skizze: Entfernen der Kinder von der Wurzel (T4)

Auch die Transformation T4 in Abbildung 1.31 ist korrekt, da die an der Wurzel
héngenden vollen (es kann nur einer sein, da in den Schablonen T4 nur nach der
Transformation T2 angewendet wird) und die partiellen konsekutiven zu den mar-
kierten Teilbdume des partiellen Q- bzw. R-Kindes gemacht werden. Falls die alte
Wurzel nur noch ein Kind hat, muss diese natiirlich aus dem PQR-Baum eliminiert
werden.

Auch hier sind die Kosten dieser Transformation offensichtlich proportional zur
Anzahl der partiellen und vollen Kinder der aktuellen Wurzel.

Zum Schluss miissen wir noch die aktuelle Wurzel anpassen. Handelt es sich um
einen P-Knoten, so werden wir noch die Transformation T2 anwenden. Handelt es
sich um einen Q-Knoten, deren volle Kinder nicht konsekutiv sind oder die nicht
geeignet konsekutive partielle Kinder besitzt, so wird dieser zu einem R-Knoten.
Andernfalls tun wir natiirlich nichts. Auch bei einem R-Knoten ist keine weitere
Anpassung notig.

Man {iiberlege sich auch, dass wir mit diesem Vorgehen keinen R-Knoten mit nur
zwei Kindern konstruieren.
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AN,
—

ABCDEFGH ACFG

BDEH

T1 T2 T4
— —- —
ACFG ACFEFG A G AG
BDEH CF

BDEH BDEH CFBDEH

T2 T4
— —
A G A G G
A
C

FBDEH CFBDEH CFBDEH

T1 T3
— —
G G G
A A
C CF

B A
FBDEH CFBDEH E H
D
F

D
T1 T3 AW
—_— —_— —_—
G G G G
D B A D B DBEHA BEHA
CF EH CF F

A
E H C C
Abbildung 1.32: Beispiel: Konstruktion eines PQR-Baumes
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In der Abbildung 1.32 auf Seite 49 ist ein Beispiel zur Konstruktion eines PQR-
Baumes fiir die Restriktionsmenge

{{B, D,E,HY,{B,C,D,F},{A,B,E,H},{C,D,E, F}}

angegeben.

1.3.6 Laufzeitanalyse

Im Gegensatz zur Konstruktion des PQ-Baumes, miissen wir auch bei der Ermittlung
des relevanten reduzierten Teilbaumes jeweils die Eltern von Kindern von Q- bzw.
R-Knoten kennen. Bei PQ-Baumen konnte dies im Misserfolgsfall sehr teuer werden,
was nur deshalb ertraglich war, da dieser nur einmal eintreten konnte. Danach wurde
die Konstruktion des PQ-Baumes abgebrochen. Im PQR-Baum kann dies jedoch bei
der Einarbeitung jeder Restriktion passieren. Wir werden im néchsten Abschnitt
sehen, wie wir die Kindermengen organisieren miissen, damit der Elter jeweils im
Schnitt in Zeit O(log™(n)) ermittelt werden kann.

Wenn wir jetzt den gesamten PQR-Baum in linearer Zeit unter Nichtbeachtung der
Elter-Bestimmung konstruieren kénnen, erhalten wir als Gesamt-Laufzeit eine um
den Faktor O(log*(n)) hoheren Zeitaufwand, wobei n die Anzahl aller verwendeten
Blatter und Knoten der konstruierten PQR-B&ume sind.

Wir betrachten nun die Laufzeit der einzelnen Schritte gemafi des Algorithmus
in Abbildung 1.26. Schritt 1 (Markierung der Blatter) geht offensichtlich in Zeit
O(>_per |F]). Schritt 2 kénnen wir unter Nichtberiicksichtigung der Kosten zur
Elternermittlung von Q- und R-Knoten &hnlich wie bei PQ-Bdumen bestimmen.
Wir miissen hier nur beriicksichtigen, dass es keine blockierten Knoten und somit
auch keine Sektoren gibt. Auch hier kann es wieder passieren, dass wir nicht unbe-
dingt die Wurzel des relevanten reduzierten Teilbaumes finden, sondern einen Knoten
der Vorgénger dieser und Nachfolger der Wurzel des Gesamtbaumes ist. Wenn wir
die freien Knoten wiederum in einer Queue aufbewahren, kann der besuchte Pfad
von der Wurzel des relevanten reduzierten Teilbaumes aufwérts hochstens so lang
sein wie der relevante reduzierte Teilbaum grof3 ist.

Die Kosten, den relevanten reduzierten Teilbaum zu finden, sind proportional zur
Anzahl der nichtleeren Knoten (wenn wir die Zeit fiir die Bestimmung eines Elters
eines Knoten nicht beriicksichtigen). Die Anzahl der partiellen Knoten ist hochstens
so grol wie die Laufzeit von Schritt 3, da dort ja jeder partielle Knoten besucht
wird, also O(}_ pex |F|), wie wir noch genauer sehen werden. Die Anzahl der vollen
Knoten ist offensichtlich ebenfalls durch O(3 ;.7 |F|) beschrénkt.
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Die Analyse von Schritt 3 ist am aufwendigsten und wir werden im Anschluss zeigen,
dass dieser ebenfalls in Zeit O(D_ .7 |F|) durchfiihrbar ist. Schritt 4 geht in kon-
stanter Zeit plus der Kosten, die vollen Teilbdume abzuhéngen, also pro Restriktion
F in Zeit O(|F|). Schritt 5 geht in Zeit O3 pc 7 |F]), wenn wir uns die markierten
Knoten zur Entfernung der Markierung gemerkt haben.

Fiir die Analyse von Schritt 3 zeigen wir, dass die Kosten pro Anwendung einer
Restriktion F' plus der Verdnderung der Norm durch O(|F|) beschrénkt ist. Hierfiir
definieren wieder einmal recht willkiirlich die Norm eines PQR-Baumes wie folgt.

Definition 1.47 Die Norm eines PQR-Baumes T, in Zeichen |T)|, ist die Summe
aus der Anzahl der Q- und R-Knoten plus der Anzahl der Kinder von P-Knoten.

Man beachte, dass Q- und R-Knoten in der Norm zweimal gezéhlt werden konnen,
namlich genau dann, wenn sie ein Kind eines P-Knotens sind. Im Gegensatz zur
Norm von PQ-Baumen zdhlen wir hier auch Kinder von P-Knoten, selbst wenn
diese Blétter sind.

Zuerst halten wir ein paar elementare Eigenschaften dieser Norm fest:

1. Es gilt |7 > 0 fiir alle PQR-Béume T
2. |TE)] = %]

3. |T"|—|T| <1, wenn T” aus T durch eine der Transformationen 7; hervorgeht.

Die ersten beiden Beziehungen sind offensichtlich, die dritte Beziehung folgt aus
einen genauen Inspektion der vier Transformationen T1 mit T4.

Sei T' ein PQR-Baum. Im Folgenden bezeichne A(v) die Anzahl voller Kinder und
B(v) die Anzahl der partiellen Kinder eines Knotens v € V(T'). Beachte, dass fir
einen inneren Knoten v im relevanten reduzierten Teilbaum immer A(v)+ B(v) > 1
gilt.

Im Folgenden iiberlegen wir uns, welche Kosten bei einer Bearbeitung der aktuellen
Wurzel r mit seinem partiellen Kind v entstehen. Zur Beweisfithrung verteilen wir die
entstanden Kosten entweder auf volle Knoten, die dann anschlieSend zu einem Kind
eines anderen vollen Knotens abgehéngt werden, oder wir verrechnen die Kosten mit
einer Normverénderung.

Wir werden die Norm quasi als ein Bankkonto verwenden, von dem wir etwas abhe-
ben, wenn eine Operation zu teuer wird (Normerniedrigung), oder etwas einzahlen
(nach obigen Eigenschaften pro Transformation maximal 1 Einheit).
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Pg-Schablone: Wir betrachten zuerst den Fall, dass A(r) > 1 gilt. Die Kosten
zur Vorbereitung der Wurzel (T2) sind dann proportional zu A(r) und die
Kosten zum Entfernen der Kinder von der Wurzel (T4) sind proportional zu
14 (B(r) —1) = B(r). Da jedes Umhéngen in konstanter Zeit erledigt werden
kann, sind somit die Gesamtkosten durch O(A(r) + B(r)) beschrankt. Darin
sind auch die Sonderkosten bei einer Normerh6hung durch T2 enthalten.

Die Kosten O(A(r)) verteilen wir auf die Wurzeln der abgehédngten vollen
Teilbdume, wovon es ja gerade A(r) viele gibt. Die restlichen Kosten wer-
den durch die Norm verschluckt, da sich die Norm ja gerade um mindestens
1+ (B(r) — 1) = B(r) erniedrigt.

Wir merken an, dass die abgehidngten Wurzeln von vollen Teilbdumen sich
nun innerhalb von vollen Teilbdumen befinden kénnen, und nach unserer Kon-
struktion jeder nicht-Wurzel-Knoten nur konstante Kosteneinheiten zugewie-
sen bekommen kann.

Betrachten wir jetzt den Fall, dass A(r) = 1 ist. Dann erniedrigt sich die Norm
des Baumes um mindestens B(r) — 1+ 1 = B(r) > 1. Somit konnen wir die
Kosten von O(B(r)) mit der Normerniedrigung verrechnen.

Ist A(r) = 0 ist, dann erniedrigt sich die Norm des PQR-Baumes um B(r) — 1.
Der Fall B(r) = 1 kann nicht eintreten, da dann r nicht die Wurzel sein kann.
Somit konnen wir auch hier die Kosten von O(B(r)) mit der Normerniedrigung
verrechnen.

Man beachte, dass selbst wenn sich in der Transformation T4 die Wurzel
dndert, so hat die Wurzel immer mindestens zwei nichtleere (partielle oder
volle) Baume unter sich.

PP-Schablone: Hier wird vor der Pg—SChablone nur noch die Operation Transfor-
miere P- in Q-Knoten (T1) ausgefiihrt. Diese verursacht Kosten in Hohe von
O(A(v)+B(v)).Ist B(v) > 1und A(v) > 1, so konnen die Kosten von O(B(v))
mit der Normerniedrigung und die Kosten von O(A(v)) iiber die Wurzeln der
abgehéngten vollen Knoten verrechnet werden.

Gilt nun A(v) > 1 und B(v) < 1, dann konnen wir die Kosten in Hohe von
O(A(v) + B(v)) = O(A(v)) auf die A(v) Wurzeln der abgehingten vollen

Knoten verteilt werden.

Gilt andererseits A(v) < 1 und B(v) > 1, dann koénnen die Kosten in Hohe
von O(A(v) + B(v)) = O(B(v)) mit der Normerniedrigung verrechnet werden.

Es bleiben noch die Falle A(v), B(v) € [0 : 1]. Die Kosten sind dann in jedem
Falle konstant und werden erst zusammen mit den Kosten der folgenden Scha-
blone Pg bezahlt.
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gg-Schablone: Das Mischen in die Wurzel (T3) ist in konstanter Zeit moglich.
Da sich hierbei die Norm um genau 1 verringert, kann dies hiermit einfach
verrechnet werden.

gP—Schablone: Hier wird vor der gg—Schablone nur noch die Operation Transfor-
miere P- in Q-Knoten (T1) ausgefiihrt. Die Verteilung der Kosten ist analog
wie fiir die Schablone PP, da der Typ des Wurzelknotens bei der Argumenta-
tion iiberhaupt keine Rolle spielt.

Somit haben wir die Kosten fiir jede Transformation mit der Norm verrechnet oder
auf einen Knoten verteilt, der anschlieBend innerhalb eines vollen Teilbaumes liegt.

Beachte, dass die Kosten bei der Schablone T1 auf die alten Enkel (also auf die
neuen Urenkel) der Wurzel und bei Schablone T2 auf die alten Kinder (also die
neuen Enkel) der Wurzel verteilt wurden. Da nach Zuweisung von Kosten die Wurzel
jeweils um 1 weiter entfernt ist als vorher, kénnen jedem vollen Knoten hochstens
zweimal konstante Kosten zugewiesen werden, bevor er als Urenkel der Wurzel (oder
Nachfahre hiervon) nie wieder Kosten zugewiesen bekommen kann.

Fiir das Folgende bezeichne work (7', ') die Anzahl der Umhé&nge-Operationen (auch
leerer), die notig sind, um in einen PQR-Baum 7' die Restriktion F' einzubauen. Die
Kosten, um die Information iiber den Elter eines Kindes abzuholen, werden hierbei
noch nicht beriicksichtigt.

Lemma 1.48 Sei T ein echter PQR-Baum tber einem Alphabet ¥, FF C X eine
Restriktion und T' der echte PQR-Baum, der durch die Einarbeitung der Restrik-
tion F' aus T entsteht. Dann existiert eine Konstante ¢, so dass gilt

work(T, F) < 4¢|F| + c¢(|T| — |T"])-

Dieses Lemma folgt unmittelbar aus der vorherigen Argumentation und der Beob-
achtung, dass die Summe aller voller Knoten (die einen Wald als Teilgraphen des
resultierenden PQR-Baumes bilden) durch die doppelte Anzahl der markierten Kno-
ten (also |F'|) beschrénkt ist. Weiterhin werden jedem vollen Knoten hichstens zwei-
mal konstante Kosten zugewiesen. Daraus erhalten wir sofort den folgenden Satz.

Theorem 1.49 Sei ¥ ein Alphabet und F C 2% eine Menge von Restriktionen.
Die Menge II(X, F) kann durch einen echten PQR-Baum T mit Compl(T) = F
dargestellt und mit O (|13 + Y pc 7 |F|) Umhingeoperationen berechnet werden.
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Beweis: Sei F = {F},..., F} und Ty, Ty, ..., T} die konstruierten echten PQR-
Baume mit Compl(T;) = {F}, ..., F;}. Fir die Anzahl durchgefiihrter Operationen
gilt nach dem vorheriger Lemma
k k k
D work(Tyi, Fy) <) AelFjl+ ey (Tl = IT5])
j=1 j=1 j=1
k

< de) |Fjl e |To| = e T3
j=1
da [T;| = 0 und [To] = [X]
k
< e |Fj+ 3.
j=1
Somit folgt die Behauptung. [

Fiir die Bestimmung der Elter-Information verwenden wir eine so genannte Union-
Find-Datenstruktur, wie sie im folgenden Abschnitt néher erldutert wird. Diese stellt
die folgenden zwei Operationen zur Verfiigung:

Find-Operation: Fiir ein Kind in einer Menge wird ein ausgewéhltes Kind dieser
Menge bestimmt, von dem wir dann ausgehen, dass es seinen Elter kennt.

Union-Operation: Vereinigt zwei Mengen von Kindern (die dann Kinder eines Q-
oder R-Knotens sein werden) und gibt dessen Index zuriick, d.h. das ausge-
wéhlte Kind dieser Menge, das seinen Elter kennt.

Die Mengen werden dabei als Baume dargestellt, wobei die Kanten von den Blattern
zur Wurzel gerichtet sind. Die Knoten des Baumes sind die zur Menge gehorigen
Kinder und die Wurzel ist das ausgewéhlte Kind.

Kinder eines P-Knotens werden dabei immer in einer ein-elementigen Menge gehal-
ten (also in einem Baum aus einem Knoten). Die Kinder eines Q- oder R-Knotens
werden in einer einzigen Menge gehalten. Das ist sinnvoll, da Kinder eines P-Knotens
bei den Transformationen auch getrennt werden, wihrend Kinder eine Q- oder R-
Knotens immer nur mit Kindern eines anderen Knotens vereinigt werden.

Wie wir im n#chsten Abschnitt sehen werden, kénnen diese Operationen auf einer
Menge von n Elementen in konstanter Zeit fiir eine Union-Operation und in Zeit
O(log™(n)) fir eine Find-Operation implementiert werden. Wie viele Kinder kénnen
wir insgesamt wéhrend der Erzeugung eines PQR-Baumes haben (dabei ist zu beach-
ten, dass auch Kinder wieder verschwinden kénnen)? Im schlimmsten Fall kann jede
Umhénge-Operation eine konstante Anzahl neuer Kinder erzeugen. Somit sind in
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der Union-Find-Datenstruktur im schlimmsten Falle n = O(|3|+ )" . |F|) Kinder
enthalten. Damit ergibt sich unmittelbar das folgende Theorem:

Theorem 1.50 Sei X ein Alphabet und F C 2% eine Menge von Restriktionen. Die
Menge 1I(X, F) kann durch einen echten PQR-Baum T mit Compl(T) = F darge-
stellt und in Zeit O ((|1Z] + Y per |F|) -log* (|1Z] + X per |F|)) berechnet werden.

Beweis: Wie wir im vorherigen Satz gesehen haben, konnen maximal

k
o=+ 2 )
FeF
Umhénge-Operationen ausgefiihrt werden. In jedem Fall sind die Union-Operationen
konstant und eine eventuelle Find-Operation kostet O(log™(|X| + > pc | F])) Zeit.
Insgesamt erhalten wir fiir den Zeitbedarf also

o) <<|z| + F%‘fm) -log* (\z\ + F;m)) .

Es bleiben noch die Kosten von Schritt 2. Man iiberlegt sich jedoch leicht, dass aus
den vorhergehenden Diskussionen folgt, dass die Grofle der relevanten reduzierten
Teilbdaume durch O(|X| + >z |F|) beschréankt ist. Bei der Abarbeitung verfolgen
wir ja alle partiellen und vollen Knoten. In volle Teilbdume dringt unserer Proze-
dur zwar nicht ein, aber alle vollen Knoten werden bei der Abschitzung der Anzahl
Umhéngeoperationen beriicksichtigt. Die Grofle des relevanten reduzierte Teilbau-
mes entspricht jedoch genau der Anzahl der Umhénge-Operationen plus der Anzahl
voller Knoten. Da wir jede Elterbestimmung in Zeit O(log™(|X[ 4 pe £ |F])) durch-
fithrbar ist, ist die Zeitdauer von Schritt 2 genauso grofl wie die von Schritt 3. =

1.4 Exkurs: Union-Find-Datenstrukturen

In diesem Abschnitt machen wir einen kurzen Exkurs, um die im letzten Abschnitt
erwahnten Methoden zu erlautern.

1.4.1 Problemstellung

Jetzt miissen wir noch genauer auf die so genannte Union-Find-Datenstruktur einge-
hen. Eine Union-Find-Datenstruktur fiir eine Grundmenge U beschreibt eine Parti-

tion P = {Py,..., P} fiir U mit U = |J_, P, und P,N P; = { fiir alle i # j € [1: 4.
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Dabei ist zu Beginn P = {Py,..., Py} mit P, = {u} fiir alle u € U. Weiterhin
werden die beiden folgenden elementaren Operationen zur Verfiigung gestellt:

Find-Operation: Gibt fiir ein Element u € U den Index der Menge in der Men-
genpartition zuriick, die v enthélt.

Union-Operation: Vereinigt die beiden Menge mit Index 7 und Index 7 und vergibt
fiir diese vereinigte Menge einen neuen Index.

1.4.2 Realisierung durch Listen (*)

Die Realisierung erfolgt durch zwei Felder. Dabei nehmen wir der Einfachheit halber
an, dass U = [1 : n] ist. Ein Feld von ganzen Zahlen namens Index gibt fiir jedes
Element v € U an, welchen Index die Menge besitzt, die u enthélt. Ein weiteres Feld
von Listen namens Liste enthélt fiir jeden Mengenindex eine Liste von Elementen,
die in der entsprechenden Menge enthalten sind.

Die Implementierung der Prozedur Find ist nahe liegend. Es wird einfach der Index
zuriickgegeben, der im Feld Index gespeichert ist. Fiir die Union-Operation wer-
den wir die Elemente einer Menge in die andere kopieren. Die umkopierte Menge
wird dabei geloscht und der entsprechende Index der wiederverwendeten Menge wird
dabei recycelt. Um moglichst effizient zu sein, werden wir die Elemente der kleine-
ren Menge in die groflere Menge kopieren. Die detaillierte Implementierung ist in
Abbildung 1.33 angegeben.

Wir {iberlegen uns jetzt noch die Laufzeit dieser Union-Find-Datenstruktur. Hierbei
nehmen wir an, dass wir k£ Find-Operationen ausfiihren und maximal n — 1 Union-
Operationen. Mehr Union-Operationen machen keinen Sinn, da sich nach n — 1
Union-Operationen alle Elemente in einer Menge befinden.

Offensichtlich kann jede Find-Operation in konstanter Zeit ausgefithrt werden. Fiir
die Union-Operation ist der Zeitbedarf proportional zur Anzahl der Elemente in der
kleineren Menge, die in der Union-Operation beteiligt ist. Somit ergibt sich fiir die
maximal n — 1 moglichen Union-Operationen:

> > o).

—(L.L') ‘€L
o= LD g

Um diese Summe jetzt besser abschétzen zu konnen vertauschen wir die Summati-
onsreihenfolge. Anstatt die &ulere Summe iiber die Union-Operation zu betrachten,
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Union-Find (int n)

Initialize(int n)

begin

int Index[n];

(int) Liste[n];

for (i :==1;1 <mn;i++) do
Index[i] := i;

L Liste[i] := (i);

end

int Find (int u)
begin

| return Index[ul;
end

int Union(int 7, j)

begin

int Small, Big;

if Liste[é].size() < Liste[j].size() then
Small = 1;

L Big :=J;

else
Small := 7;

| Big :=1;

forall (u € Liste[Small]) do
Liste[Big|.add(u);
Index[u| := Big;

| Liste[Small].remove(u);

return Big;
end

Abbildung 1.33: Algorithmus: Union-Find

summieren wir fiir jedes Element in der Grundmenge, wie oft es bei einer Union-
Operation in der kleineren Menge sein kénnte.

YooY om=> >  ou.

L,L’) €L uwelU  o=(L,L'
[LI<|L| wELA|L|<|L!|

Was passiert mit einem Element, dass sich bei einer Union-Operation in der kleineren
Menge befindet? Danach befindet es sich in einer Menge, die mindestens doppelt
so grofl wie vorher ist, da diese mindestens so viele neue Element in die Menge
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hinzubekommt, wie vorher schon drin waren. Damit kann jedes Element maximal
log(n) Mal in einer kleineren Menge bei einer Union-Operation gewesen sein, da sich
dieses Element dann in einer Menge mit mindestens n Elementen befinden muss.

Da die Grundmenge aber nur n Elemente besitzt, kann danach {iberhaupt keine
Union-Operation mehr ausgefiihrt werden, da sich dann alle Elemente in einer Menge
befinden. Somit ist die Laufzeit fiir ein Element durch O(log(n)) beschriankt. Da es
maximal n Elemente gibt, ist die Gesamtlaufzeit aller Union-Operationen durch
O(nlog(n)) beschriankt.

Theorem 1.51 Sei U mit |[U| = n die Grundmenge fiir die vorgestellte Union-
Find-Datenstruktur. Die Gesamtlaufzeit von k Find- und mazimal n — 1 Union-
Operationen ist durch O(k + nlog(n)) beschrankt.

1.4.3 Darstellung durch Baume

Als zweite Moglichkeit speichern wir die Mengen als Béume ab, wobei die Kanten
hier von den Kindern zu den Eltern gerichtet sind. Am Anfang bildet jede einelemen-
tige Menge einen Baum, der aus nur einem Knoten besteht. Bei der union-Operation
wird dann die Wurzel des kleineren Baumes (also der kleineren Menge) zum Kind
der Wurzel des grofieren Baumes (also der grofleren Menge).

Bei der find-Operation wandern wir von dem dem Element zugeordneten Knoten
bis zur Wurzel des zugehorigen Baumes. Der Index der Wurzel gibt dann den Namen
der Menge an, in der sich das gesuchte Element befindet. Die zweite Variante der
Realisierung einer Union-Find-Datenstruktur ist im Bild 1.34 dargestellt, allerdings
wird hier die zweite while-Schleife fiir die spéter erlauterte Pfadkompression noch
nicht ausgefiihrt.

Offensichtlich hat die union-Operation nun Zeitkomplexitdat O(1). Dafiir ist die
Zeitkomplexitédt der find-Operation gestiegen. Die Zeit fiir eine find-Operation
ist durch die maximale Hohe der entstandenen Teilbdume beschréankt.

Lemma 1.52 FEin in der zweiten Union-Find-Datenstruktur entstandener Baum
mit Hohe h besitzt mindestens 2" Knoten.

Beweis: Wir beweisen diese Aussage mit vollstdndiger Induktion iiber die Hohe
der Baume.

Induktionsanfang (h = 0): Nach unserer Definition der Hohe ist ein Baum mit
Hohe 0 gerade der Baum, der aus einem Knoten besteht. Damit ist der Induktions-
anfang gelegt.
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Union-Find-2 (int n)

Initialize (int n)

begin

int size[n];

int parent[n];

for (int i :=0; i < n; i++) do
sizeli] :=1; /* permissible for roots only */
parent[i] = i; ; /* a root points to itself */

end

int Find (int 1)

begin

int j :=1;

while (parent[j] # j) do

L j = parentlj]

int root := 7;

// path compression

int p;

Ji=1

while (parent[j] # j;) do
p = parent[j];
parent[j] := root;
J =D

// end of path compression

return root;
end

int Union(int ¢, int j)

begin

// provided that ¢ and j are roots
int root := (sizei] > size[j])?i : j;

int child := (size[i] > size[j])?] : i;
parent|child] := root;

size[root] += size[child];

return root;

end

Abbildung 1.34: Realisierung einer Union-Find-Datenstruktur mit Baumen
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T/

h+1

Abbildung 1.35: Skizze: Teilbaum der Hohe h + 1

Induktionsschritt (h — h + 1): Sei T ein Baum der Hohe h+ 1. Wir betrachten
den Prozess von Union-Operationen bei der Konstruktion von T'. Sei dabei 7" der
erste entstandene Teilbaum (im Sinne eines Teilgraphen) von 7', der eine Hoéhe h+ 1
besitzt (siche auch Abbildung 1.35). Es gilt nach Konstruktion |V(T)| > |V (T")|.
Der Baum 7" der Hohe h+ 1 muss durch Anhéngen eines Baumes 7" mit Hohe h an
die Wurzel eines Baumes 7" entstanden sein. Nach Definition von 7" hat der Baum
T" eine Hohe von maximal h. Nach Induktionsvoraussetzung hat der Baum 7" mit
Hohe h mindestens 2" Knoten. Nach Konstruktion wird die Wurzel des Baumes 7"
nur dann ein Kind der Wurzel des Baumes 7", wenn dieser mindestens genauso
viele Knoten hat. Also hat der Baum 7" mit Hohe h + 1 mindestens 2" + 2 = 2/+1
Knoten. Somit hat auch der Baum 7" mindestens 2"*! Knoten. [

Damit kostet nun eine find-Operation O(log(n)), da die Hohe der konstruierten
Baume maximal O(log(n)) sein kann. Da bei unserem Algorithmus aber durchaus n
find-Operationen auftauchen koénnen, haben wir mit dieser zweiten Union-Find-
Datenstruktur zuerst einmal nichts gewonnen. Wir werden im néchsten Abschnitt
sehen, wie wir die find-Operation im Mittel doch noch beschleunigen kénnen.

Theorem 1.53 Unter Verwendung von Bdumen fiir eine Grundmenge von n Ele-
menten bendtigt jede f£ind-Operation Zeit O(log(n)) und jede union-Operationen
Zeit O(1).

1.4.4 Pfadkompression

Wir zeigen jetzt, wie wir die find-Operation noch beschleunigen kénnen. Jedesmal
wenn wir bei einer find-Operation auf einem Pfad durch einen Baum laufen, werden
alle besuchten Knoten zu Kindern der Wurzel. Dadurch wird diese find-Operation
zwar nicht billiger, allerdings werden viele der folgenden find-Operationen erheblich
billiger. Die oben genannte Umordnung des Baumes, in dem Knoten des Suchpfades
zu Kindern der Wurzel werden, nennt man Pfadkompression (engl. path compres-
sion). Diese zweite Variante der Realisierung einer Union-Find-Datenstruktur mit
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Hilfe von Baumen wurde ja bereits im Bild 1.34 dargestellt. Zu deren Analyse miissen
wir noch zwei Funktionen definieren.

Definition 1.54 Es ist 211 0 := 1 und 2 1 n := 221 Mit log* bezeichnen wir
die diskrete Umkehrfunktion von 211 (), also log"(n) = min{k : 21t k > n}.

Man beachte, dass 2 1 (-) eine sehr schnell wachsende und damit log* eine sehr
langsam wachsende Funktion ist. Es gilt 2 1+ 1 = 2, 2 1 2 = 4, 2 11 3 = 16,
2 1t 4 = 65536, 2 11 5 = 265936, Fiir alle praktischen Zwecke ist log*(n) < 5, da
205936~ (210)6553 > (103)6953 = 1019659 > 10®! und damit 2 1 5 schon wesentlich
grofler als die vermutete Anzahl von Atomen im sichtbaren Weltall ist. Damit konnen
Eingaben der Grofle 2 11 5 schon gar nicht mehr direkt konstruiert werden!

Sei ¢ eine Folge von union- und find-Operationen. Sei F' im Folgenden der Wald,
der entstanden ist, wenn nur die union-Operationen in o ausgefiithrt werden (also
genau genommen keine Pfadkompression stattfindet). Mit dem Rang eines Knotens v

wollen wir die Lange eines ldngsten Pfades von v zu einem Blatt seines Baumes in
diesem Wald F' bezeichnen.

Lemma 1.55 FEs gibt mazimal n/2" Knoten mit Rang r im Wald F.

Beweis: Zuerst bemerken wir, dass verschiedene Knoten mit demselben Rang ver-
schiedene Vorgdnger im Baum haben miissen. Man beachte, dass Vorgédnger hier
Knoten auf den Pfaden zu den Bléttern sind, da die Kanten ja zur Wurzel hin gerich-
tet sind. Nach Lemma 1.52 hat jeder Knoten mit Rang r mindestens 2" verschiedene
Vorgénger (sich selbst eingeschlossen). Fiir die Anwendung des Lemmas 1.52 ist zu
beachten, dass ein Knoten, wenn er nicht mehr Wurzel eines Baumes ist, keine neuen
Kinder mehr bekommen kann und dass kein Knoten ein Kind verlieren kann, da in F'
keine Pfadkompression ausgefiihrt wird. Gédbe es mehr als n/2" Knoten vom Rang r,
so miisste der Wald mehr als n Knoten besitzen. [

Damit kénnen wir sofort folgern, dass kein Knoten einen Rang groflier als log(n)
besitzen kann.

Ist irgendwann bei der Abarbeitung der Folge o von union- und find-Operationen v
ein direkter Vorgénger von w, dann ist der Rang von v kleiner als der Rang von w.
Dies folgt aus der Tatsache, dass die Pfadkompression die Vorgéngerrelation respek-
tieren, d.h. ein Knoten wird bei der Pfadkompression nur dann ein direkter Vor-
ganger eines anderen Knotens, wenn er bereits ein Vorgédnger war. Also ist v auch
ein Vorganger von w, wenn man die find-Operationen aus o nicht ausfiihrt. Daraus
folgt sofort die obige Aussage iiber die Rdnge der Knoten von direkten Vorgéngern.
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Nun teilen wir die Knoten in Gruppen auf. Die Knoten mit Rang ¢ ordnen wir der
Gruppe mit Nummer log*(7) zu. In der Gruppe g befinden sich nur Elemente, die
einen Rang von aus dem Intervall zwischen 2 11 (¢—1)+1 und 2 11 g besitzen. Hierbei
verwenden wir 2 11 (—1) := —oo. Zum Beispiel gelangen die Knoten mit Rangen
zwischen 5 und 16 in die Gruppe mit Nummer 3 sowie alle mit Rang 0 oder 1 eins
in die Gruppe 0. Wir verwenden auch hier wieder den Buchhaltertrick und nehmen
dazu an, dass die Kosten der find-Operation genau der Anzahl der Knoten des
Pfades entsprechen, der zum Auffinden der Wurzel durchlaufen wird. Wir belasten
auch diesmal wieder die einzelnen Knoten mit den Kosten und berechnen hinterher
die Gesamtschuld aller Knoten.

Zuerst belasten wir also jeden Knoten des Suchpfades mit einer Kosteneinheit. Offen-
sichtlich bilden die Rédnge der Knoten auf dem Suchpfad zur Wurzel eine streng auf-
steigende Folge. Nun begleichen die Wurzel, die Kinder der Wurzel und diejenigen
Knoten, deren Elter in einer anderen Gruppe liegen, diese neue Schuld sofort. Da
nach Lemma 1.52 der maximale Rang log(n) ist, ist die maximale Gruppe durch
log*(log(n)) = log"(n) — 1 gegeben. Da es dann maximal log™(n) verschiedene Grup-
pen gibt (die kleinste Gruppennummer ist 0), kostet jede find-Operation maximal
log*(n) — 1+ 2 = log"(n) + 1 (Der Summand +2 steht fiir die Kinder der Wurzel
und die Wurzel selbst).

Wir grof§ ist nun die verbleibende Schuld eines Knotens am Ende des Ablaufs?
Immer wenn ein Knoten Schulden macht, erhélt er wegen der Pfadkompression einen
neuen Elter, ndmlich die Wurzel des Baumes. Dabei erhélt er also einen neuen Elter,
dessen Rang um mindestens 1 grofler ist. Nur Kinder einer Wurzel bilden hierbei
eine Ausnahme (aber diese Knoten haben ihre Schulden ja sofort beglichen).

Wie bereits erwahnt, befinden sich in der Gruppe g nur Elemente, die einen Rang
von aus dem Intervall zwischen 2 11 (¢ — 1) 4+ 1 und 2 11 ¢ besitzen. Also macht ein
Knoten maximal 2 1 g — 2 11 (¢ — 1) < 2 11 ¢ Schulden, bevor er einen Elter in
einer hoheren Gruppe zugewiesen bekommt. Nach der Zuweisung eines Elters einer
héheren Gruppe macht der Knoten nach Konstruktion nie wieder Schulden, sondern
zahlt die Kosten jeweils sofort.

Sei nun G(g) die Anzahl der Knoten in Gruppe g. Dann erhalten wir mit der obi-
gen Beobachtung, dass es nur n/2" Knoten mit demselben Rang geben kann (siehe
Lemma 1.55), folgende Abschétzung:

2119

n
G < —
r=21(g—1)+1

>3

r=21(g—1)+1

IN
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n =1
< 2211(9—1) ' Z 9i

n
2211(9—1)
n

219
Jeder Knoten in der Gruppe mit Nummer g macht wie bereits gesehen hochstens
Schulden in Hohe von 2 11 g. Damit machen alle Knoten in der Gruppe g Schulden
in Hohe von O(3(2 11 g)) = O(n). Da es maximal log*(n) verschiedene Gruppen
gibt, ist die Gesamtschuld O(nlog*(n)). Damit haben wir das folgende Theorem
bewiesen.

IN

Theorem 1.56 Zur Ausfihrung von f(n) find- und maximal n union- Operatio-
nen basierend auf der Union-Find-Datenstruktur mit Baumdarstellung und Pfad-
kompression wird mazimal Zeit O(nlog*(n) + f(n)log*(n)) bendtigt.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus der vorherigen Diskussion. Der erste
Term entspricht den entstandenen Schulden, der zweite Term den sofort bezahlten
Kosten. [

Solange f(n) = O(n) ist, gilt das folgende Korollar.

Korollar 1.57 Zur Ausfiihrung von O(n) union- und find-Operationen basierend
auf der Union-Find-Datenstruktur mit Baumdarstellung und Pfadkompression wird
mazximal Zeit O(nlog™(n)) bendtigt.

1.5 Weitere Varianten fiir die C1P (*)

In diesem Abschnitt stellen wir noch kurz einige weitere Verfahren zur Erkennung
der Consecutive Ones Property von Matrizen vor.

1.5.1 PC-Baume

Fiir die bereits in den Ubungen kennen gelernte Circular Ones Property von 0-1-
Matrizen kann man eigens einen direkten Algorithmus zur Feststellung dieser Eigen-
schaft angeben. Dazu benotigen wir die so genannten PC-Baume. Doch geben wir
zuerst noch einmal die Definition der Circular Ones Property an.
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Definition 1.58 Fine 0-1-Matriz M besitzt die Circular Ones Property, wenn es
eine Permutation der Spalten gibt, so dass in jeder Zeile die Einsen oder die Nullen
eine konsekutive Folge bilden.

Die linke Matrix in Abbildung 1.36 erfiillt die Circular Ones Property. Dies sieht
man, wenn man die erste und dritte Spalte vertauscht, wie in der rechten Matrix
dargestellt.

00011 00011
11010 01110
01 101 11001
11111 11111
10000 0010O0
10010 00110

Abbildung 1.36: Beispiel: Circular Ones Property

Definition 1.59 Sei ¥ ein endliches Alphabet. Dann ist ein PC-Baum tber X
induktiv wie folgt definiert:

o Jeder einelementige Baum (also ein Blatt), das mit einem Zeichen aus ¥ mar-
kiert ist, ist ein PC-Baum.

e Sind Ty, ..., T, PC-Bdume, dann ist der Baum, der aus einem so genann-
ten P-Knoten als Wurzel entsteht und dessen Kinder die Wurzeln der Bdume
Ty, ..., T, sind, ebenfalls ein PC-Baum.

e Sind Ty,..., T, PC-Bdiume, dann ist der Baum, der aus einem so genann-
ten C-Knoten als Wurzel entsteht und dessen Kinder die Wurzeln der Bdume
Ty, ..., Ty sind, ebenfalls ein PC-Baum.

In der Abbildung 1.37 ist skizziert, wie wir P- bzw. C-Knoten graphisch darstellen
wollen. P-Knoten werden durch Kreise, C-Knoten durch lange Rechtecke dargestellt.
Fiir die Bléatter fithren wir keine besondere Konvention ein. In der Abbildung 1.38
ist das Beispiel eines PC-Baumes angegeben. Im Folgenden benétigen wir spezielle
PC-Béume, die wir jetzt definieren wollen.

P-Knoten C-Knoten
Abbildung 1.37: Skizze: Darstellung von P- und C-Knoten
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A B fHI

F G

C D E
Abbildung 1.38: Beispiel: Ein PC-Baum

Definition 1.60 FEin PC-Baum heifit echt, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

e Jedes Element a € ¥ kommt genau einmal als Blattmarkierung vor;
e Jeder P-Knoten hat mindestens zwei Kinder,

o Jeder C-Knoten hat mindestens drei Kinder.

Der in Abbildung 1.38 angegebene PQ-Baum ist also ein echter PC-Baum. Auch
fiir echte PC-Baume gilt, dass die Anzahl der P- und C-Knoten kleiner als die
Kardinalitidt des betrachteten Alphabets Y ist.

Die P- und C-Knoten besitzen natiirlich eine besondere Bedeutung, die wir jetzt
erldutern wollen. Wir wollen PC-B&ume im Folgenden dazu verwenden, Permutation
zu beschreiben. Daher wird die Anordnung der Kinder an P-Knoten willkiirlich sein
(d.h. alle Permutationen der Teilbdume sind erlaubt). An C-Knoten hingegen ist die
Reihenfolge bis auf zyklische Rotationen und Umdrehen der Reihenfolge fest. Um
dies genauer beschreiben zu kénnen benoétigen wir noch einige Definitionen.

Definition 1.61 Sei T ein echter PC-Baum tber 3. Die Frontier von T, kurz f(T)
ist die Permutation tber 3, die durch das Ablesen der Blattmarkierungen von links
nach rechts geschieht (also die Reihefolge der Blattmarkierungen in einer Tiefensu-
che unter Bericksichtigung der Ordnung auf den Kindern jedes Knotens).

Die Frontier des Baumes aus Abbildung 1.4 ist dann ABCDEFGHI.

Definition 1.62 Zwei echte PC-Bdume T und T" heiflen dquivalent, kurz T = T,
wenn sie durch endliche Anwendung folgender Regeln ineinander dberfihrt werden
konnen:

o Beliebiges Umordnen der Kinder eines P-Knotens;

o yklische Rotation der Reihenfolge der Kinder eines C-Knotens, eventuell
gefolgt von Umkehrung der Reihenfolge.
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Damit kommen wir zur Definition konsistenter Frontiers eines PC-Baumes.

Definition 1.63 Sei T ein echter PC-Baum, dann ist cons(T') die Menge der kon-
sistenten Frontiers von T, d.h.:

cons(T)={f(T") : T=T'}.

Beispielsweise befinden sich dann in der Menge cons(7") fiir den Baum aus der Abbil-

dung 1.4: BADECFGHI, ABGDCEFIH oder FCDEGABHI.

Auch PC-Baume lassen sich fiir eine Menge von Restriktionen in linearer Zeit kon-
struieren, sofern die Menge die Circular-Ones-Property besitzt. Fiir weitere Details
verweisen wir auf die Originalliteratur von Hsu sowie Hsu und McConell.

1.5.2 Algorithmus von Hsu fiir die C1P

Der Algorithmus von Hsu arbeitet direkt mit den gegebenen 0-1-Matrizen und ver-
sucht, fiir diese die Consecutive Ones Property festzustellen. Fiir eine effiziente
Implementierung werden diinn besetzte Matrizen (also mit wenig len) durch verket-
tete Listen dargestellt. Dabei kann parallel zur Darstellung der erlaubten Permuta-
tionen ebenfalls wieder ein PQ-Baum mitkonstruiert werden.

Der Algorithmus versucht ebenfalls iterativ die verschiedenen Restriktionen (also
Zeilen der Matrix) zu verarbeiten. Er verwendet dabei jeweils die kiirzeste, d.h.
diejenige mit den wenigsten Einsen.

Fiir eine kurze Beschreibung der Idee des Algorithmus von Hsu nehmen wir an, die
Matrix wére bereits so permutiert, dass sie die Consecutive Ones Property erfiillt.
Sei v die kiirzeste Zeile mit Einsen. Die Zeilen der Matrix lassen sich dann in vier
Klassen (a) mit (e) einteilen:

(a) Die Zeilen, deren 1-Block mit dem 1-Block der Zeile v echt iiberlappt und nach
links hinausragt.

(b) Die Zeilen, deren 1-Block mit dem 1-Block der Zeile v echt tiberlappt und nach
recht hinausragt.

(c) Die Zeilen, deren 1-Block mit dem 1-Block der Zeile v iiberlappt und sowohl
nach links als auch nach rechts hinausragt.

(d) Die Zeilen, deren 1-Block mit dem 1-Block der Zeile v identisch ist.

(e) Die Zeilen, deren 1-Block vollig aulerhalb des 1-Blocks der Zeile v liegt.
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Da wir jeweils die kiirzeste Zeile wéhlen, kann es keine Zeile geben, deren 1-Block
echt im 1-Block der Zeile v enthalten ist. In der folgenden Abbildung 1.39 ist diese
Einteilung in diese vier Klassen noch einmal schematisch dargestellt.

v eeccccccooe

coocleeeeeeee
(a) coleeeeee

coooleeee
coole
eel00o0
(b) eeel00
eee0e0e0000O0
e00000 000

(c) cocleeeeeeee e eloo0
(d) eceeecccecee
(e) 0coo

Abbildung 1.39: Skizze: Darstellung der verschiedenen Blocke

Auch wenn die Matrix wild permutiert ist, konnen wir die Zeilen vom Typ (c), (d)
und (e) leicht erkennen. Die restlichen Zeilen sind eine Mischung vom Typ (a) und (b)
Da diese Zeilen aulerhalb des 1-Blocks von Zeile v nach links oder rechts herausragen
miissen und jeweils die erste Spalte links bzw. rechts mit einer 1 besetzt sein muss,
suchen wir in der restlichen Menge von Zeilen nur noch die Spalte auflerhalb des
1-Block von Zeile v mit den meisten 1-en. Diese ist dann entweder eine Spalte die
unmittelbar links bzw. rechts vom 1-Block der Zeile v liegen muss. So konnen wir
auch die Zeilen in die Klassen (a) und (b) einteilen.

Mit den Zeilen vom Typ (a) oder (b) kénnen wir jetzt die Ordnung der Spalten im
1-Block von Zeile v festlegen. Da in diesem Block von Spalten die anderen Zeilen
keinen Einfluss auf die Anordnung mehr haben, kontrahieren wir diese Spalten zu
einer neuen Spalte und iterieren das Verfahren. Dabei kann parallel eine PQ-Baum
bottom-up aufgebaut werden.

Man kann zeigen, dass diese Methode ebenfalls in linearer Zeit lduft und auch so
modifiziert werden kann, dass er bei kleinen Fehlern, wie zu Beginn dieses Kapitels
angegeben, eine sinnvolle Anordnung generieren kann. Fiir weitere Details verweisen
wir auf die Originalliteratur.
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1.6 Intervallgraphen

In diesem Abschnitt wollen wir eine andere Modellierung zur genomischen Kartie-
rung vorstellen. Wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden, hat diese Modellie-
rung den Vorteil, dass wir Fehler und deren Korrekturen hier leichter mitmodellieren
koénnen.

1.6.1 Definition von Intervallgraphen

Zuerst benotigen wir die Definition eines Intervallgraphen.

Definition 1.64 SeiZ = {I; : i € [1 : n]} eine Multimenge reeller Intervalle, wobei
I = [l;,r;) CR miat b; < r; fiir allei € [1:n]. Der Graph G(Z) = (V, E) ist gegeben
durch

e V=[1:n=7T,
° E:{{]Z,I]} : -[’ialj GI/\Z%']/\IZPII]%Q}

Die Menge I heifit Intervalldarstellung von G. Ein Graph G heifit Intervallgraph
(engl. interval graph ), wenn er eine Intervalldarstellung besitzt.

In Abbildung 1.40 ist ein Beispiel eines Intervallgraphen samt seiner zugehorigen
Intervalldarstellung gegeben.

Ll
[LF)

[LF)

Abbildung 1.40: Beispiel: Ein Intervallgraph samt zugehoriger Intervalldarstellung

Zuerst bemerken wir, dass die Intervalle stets so gewéhlt werden konnen, dass
die Intervallgrenzen paarweise verschieden sind, d.h. fiir einen Intervallgraphen G
kann eine Intervalldarstellung Z = {[{;,r;] : [i € 1:n|} gefunden werden, so dass
G = G(Z) und |{l;,r; : i € [1:n]}| = 2n. Dazu miissen gleiche Intervallgrenzen
nur um ein kleines Stiick verschoben werden. Ferner merken wir hier noch an, dass
die Intervallgrenzen der Intervalle einer Intervalldarstellung ohne Beschrankung der
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Allgemeinheit aus N gew#hlt werden kénnen. Dazu miissen nur die Anfangs- und
Endpunkte der Intervallgrenzen einer Intervalldarstellung nur aufsteigend durch-
nummeriert werden.

Wir definieren jetzt noch zwei spezielle Klassen von Intervallgraphen, die fiir die
genomische Kartierung von Bedeutung sind.

Definition 1.65 FEin Intervallgraph G heifst echt (engl. proper interval graph),
wenn er eine Intervalldarstellung T = {14, ..., I} besitzt (d.h. G = G(Z)), so dass

FEin Intervallgraph G heifit Einheitsintervallgraph (engl. unit interval graph), wenn
er eine Intervalldarstellung T besitzt (d.h. G = G(Z)), so dass |I| = |I'| fir alle
ILI'eT.

Zunichst halten wir fest, dass sich trotz unterschiedlicher Definition diese beiden
Klassen gleich sind.

Lemma 1.66 Fin Graph ist genau dann ein Einheitsintervallgraph, wenn er ein
echter Intervallgraph ist.

Den Beweis dieses Lemmas iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

1.6.2 Modellierung

Warum sind Intervallgraphen fiir die genomische Kartierung interessant. Schauen
wir uns noch einmal unsere Aufgabe der genomischen Kartierung in Abbildung 1.41
an. Offensichtlich entsprechen die Fragmente gerade Intervallen, ndmliche den Posi-
tionen, die sie {iberdecken. Mit Hilfe unserer Hybridisierungsexperimente erhalten
wir die Information, ob sich zwei Fragmente bzw. Intervalle iiberlappen, namlich
genau dann, wenn beide Fragmente dasselbe Landmark, also STS, enthalten. Somit
bilden die Fragmente mit den Knoten und den Uberschneidungen als Kanten einen
Intervallgraphen. Was in der Aufgabe der genomischen Kartierung gesucht ist, ist
die Anordnung der Fragmente auf dem Genom. Dies ist aber nichts anderes als eine
Intervalldarstellung des Graphen, den wir iiber unsere biologischen Experimente
erhalten. Aus diesem Grund sind oft auch Einheitsintervallgraphen von Interesse,
da in den biologischen Experimenten die Fragmente im Wesentlichen dieselbe Lénge
besitzen und somit eine Intervalldarstellung durch gleich lange Intervalle erlauben
sollte.
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Abbildung 1.41: Skizze: Genomische Kartierung

Wir formulieren nun einige Probleme fiir Intervallgraphen, die die Problemstellung
bei der genomischen Kartierung widerspiegeln soll.

PROPER INTERVAL COMPLETION (PIC)

Eingabe: Ein Graph G = (V, F) und k € N.
Gesucht: Ein echter Intervallgraph G’ = (V, EU F') mit |F| < k.

Mit PIC wird versucht, das Vorhandensein von False Negatives zu simulieren. Es wird
angenommen, dass bei den Experimenten einige Uberschneidungen von Fragmenten
(maximal k) nicht erkannt wurden.

PROPER INTERVAL SELECTION (PIS)

Eingabe: Ein Graph G = (V, F) und k € N.
Gesucht: Ein echter Intervallgraph G’ = (V, E'\ F) mit |F| < k.

Mit PIS wird versucht, das Vorhandensein von False Positives zu simulieren. Es wird
angenommen, dass bei den Experimenten einige Uberschneidungen von Fragmenten
(maximal k) zu Unrecht erkannt wurden.

INTERVAL SANDWICH (IS)

Eingabe: Ein Tripel (V, A, C) mit A,C C (‘2/)
Gesucht: Ein Intervallgraph G = (V, B) mit A C B C C.

Mit IS soll in gewissen Sinne versucht werden, sowohl False Positive als auch False
Negatives zu simulieren. Hierbei reprisentiert die Menge A die Uberschneidungen
von Fragmenten, von denen man sich sicher ist, dass sich gelten. Diese werden eine
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Teilmenge der aus den experimentell gewonnen Uberschneidungen sein. Mit der
Menge C' versucht ein Menge von Kanten anzugeben, die hoéchstens benutzt wer-
den diirfen. Diese werden eine Obermenge der experimentellen Uberschneidungen
sein. Man kann das [S-Problem auch anders formulieren.

INTERVAL SANDWICH (IS)

Eingabe: Ein Tripel (V, M, F) mit M, F C (‘2/)
Gesucht: Ein Intervallgraph G = (V, E) mit M C Eund ENF = .

Hierbei bezeichnet M (wie vorher A) die Menge von Kanten, die in jedem Falle im
Intervallgraphen auftreten sollen (engl. mandatory). Die Menge F' bezeichnet jetzt
die Menge von Kanten, die im zu konstruierenden Intervallgraphen sicherlich nicht
auftreten diirfen (engl. forbidden), also das Komplement von C. Wie man sich leicht
iiberlegt, sind die beiden Formulierungen dquivalent.

Bevor wir unser letztes Problem formalisieren, benotigen wir noch die Definition von
Féarbungen in Graphen.

Definition 1.67 Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Abbildung ¢ : V. — [1 : k| heifit
k-Farbung. Fine k-Farbung heifst zuldssig, wenn c(v) # c(w) fir alle {v,w} € E.

Damit konnen wir das folgende Problem definieren:

INTERVALIZING COLORED (GRAPHS

Eingabe: Ein Graph G = (V, F) und eine k-Féarbung c fiir G.
Gesucht: Ein Intervallgraph G’ = (V, E’) mit £ C E’, so dass ¢ eine zulédssige
k-Farbung fiir G’ ist.

Die Motivation hinter dieser Formalisierung ist, dass man bei der Herstellung der
Fragmente darauf achten kann, welche Fragmente aus einer Kopie des Genoms gleich-
zeitig generiert wurden. Damit weifl man, dass sich diese Fragmente sicherlich nicht
iiberlappen konnen und gibt ihnen daher dieselbe Farbe.

Man beachte, dass ICG ist ein Spezialfall des Interval Sandwich Problems ist. Mit
C = {{i,j} : c(i) #c(y)} baw. F = {{i,5} : c(i) = c(j)} konnen wir aus einer

ICG-Instanz eine dquivalente [S-Instanz konstruieren.
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1.6.3 Komplexititen

In diesem Abschnitt wollen kurz auf die Komplexitéit der im letzten Abschnitt vor-
gestellten Probleme eingehen. Leider sind fiir diese Fehler tolerierenden Modellie-
rungen die Entscheidungsproblem, ob es den gesuchten Graphen gibt oder nicht, in
der Regel bereits NP-hart.

PIC: Proper Interval Completion ist N'P-hart, wenn k& Teil der Eingabe ist. Fiir
feste k ist das Problem in polynomieller Zeit 16sbar, aber die Laufzeit bleibt
exponentiell in k.

ICG und IS: Intervalizing Colored Graphs ist ebenfalls A'P-hart. Somit ist auch
das Interval Sandwich Problem, das ja ICG als Teilproblem enthélt, ebenfalls
N P-hart. Selbst fiir ein festes k& > 4 bleibt ICG N P-hart. Fiir £ < 3 lassen
sich hingegen polynomielle Algorithmen fiir ICG finden. Der Leser sei dazu
eingeladen, fiir die Falle £k = 2 und k£ = 3 polynomielle Algorithmen zu finden.
Leider taucht in der Praxis doch eher der Fall k > 4 auf.

1.7 Interval Sandwich Problem

In diesem Abschnitt wollen wir das Interval Sandwich Problem vom algorithmischen
Standpunkt aus genauer unter die Lupe nehmen. Wir wollen zeigen, wie man dieses
Problem prinzipiell, leider mit einer exponentiellen Laufzeit 16st, und wie man daraus
fiir einen Speziallfall einen polynomiellen Algorithmus ableiten kann.

1.7.1 Allgemeines Losungsprinzip

Wir wollen an dieser Stelle noch anmerken, dass wir im Folgenden ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit annehmen, dass der Eingabe-Graph (V, M) zusammenhén-
gend ist. Andernfalls bestimmen wir eine Intervalldarstellung fiir jede seine Zusam-
menhangskomponenten und hédngen dieses willkiirlich aneinander. Fiir praktische
Eingaben in Bezug auf die genomische Kartierung konnen wir davon ausgehen, dass
die Eingabe zusammenhéngend ist, da andernfalls die Fragmente so diinn gesét
waren, dass eine echte Kartierung sowieso nicht moglich ist.

Zuerst fiihren wir noch eine Notation fiir Intervalle ein.

Notation 1.68 Es bezeichne J(R) = {[a,b] : a < b € R} sowie {([a,b]) = a und
r([a,b]) = b.
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Zunéchst definieren wir einige fiir unsere algorithmische Idee grundlegende, dennoch
sehr einfache Begriffe.

Definition 1.69 Sei S = (V, M, F) eine Eingabe fir IS. Fine Teilmenge X C 'V
heifft Kern. Der Rand 5(X) C M eines Kerns X ist definiert als

f(X)={ee M : |lenX|=1}.
Die aktive Region A(X) CV eines Kerns X ist definiert als

AX)={veX : Jee B(X):v€e}.

Diese Begriffe sind in Abbildung 1.42 noch einmal skizziert.

O
(et )

Abbildung 1.42: Skizze: Aktive Region A(X) und Rand 5(X) des Kerns X

Der Hintergrund fiir diese Definition ist der folgende. Der aktuell betrachtete Kern in
unserem Algorithmus wird eine Knotenteilmenge sein, fiir die wir eine Intervalldar-
stellung bereits konstruiert haben. Die aktive Region beschreibt dann die Menge von
Knoten des Kerns, fiir die noch benachbarte Knoten auflerhalb des Kerns existieren,
die dann iiber die Kanten aus dem Rand verbunden sind.

Kommen wir nun dazu genauer zu formalisieren, was eine Intervalldarstellung eines
Kerns ist.

Definition 1.70 SeiV eine Knotenmenge und M, F' C (‘2/) Fin Layout L(X) eines
Kerns X C 'V ist eine Funktion I : X — J(R) mit

1. V{v,w}EMﬂ(?) c T(v)NI(w) #0,
2. ‘v’{v,w}GFﬂ(?) : T(v)NI(w) =0,
3. Yve AX): r(I(v)) = max{r(I(w)) : we X}.

Ein Kern heifst zulassig, wenn er ein Layout besitzt.
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Damit ist ein zuléssiger Kern also der Teil der Knoten, fiir den bereits ein Layout
bzw. eine Intervalldarstellung konstruiert wurde. Mit der néchsten Definition geben
wir im Prinzip die algorithmische Idee an, wie wir zuléssige Kerne erweitern wollen.
Wir werden spéter sehen, dass diese Idee ausreichend sein wird, um fiir eine Eingabe
des Interval Sandwich Problems eine Intervalldarstellung zu konstruieren.

Definition 1.71 Fin zuldssiger Kern' Y = X U {v} erweitert genau dann einen
zuldssigen Kern X, wenn L(Y) aus L(X) durch Hinzufiigen eines Intervalls I(v)
(sowie Vergrifserung der rechten Intervallgrenzen von Intervallen, die zu Knoten
der aktiven Region gehdren) entsteht, so dass

1. Vwe X\ AX) : r(I(w)) < £(I(v));
2. Yw e AX) : r(I(w)) =r(I(v)).
Ein Beispiel einer solchen Erweiterung des zuléissigen Kerns X = {1, 2, 3,4} zu einem

zuldssigen Kern Y = X U {5} ist in Abbildung 1.43 dargestellt. Nur wenn 3 € A(X)
gilt, wird das in der Abbildung angegebene zugehorige graue Intervall verlangert.

: 1 .

—2
3 .
TR

Abbildung 1.43: Skizze: Erweiterung eines Layouts

Wir kommen im folgenden Lemma zu einer einfachen Charakterisierung, wann ein
zuléssiger Kern eine Erweiterung eines anderen zuldssigen Kerns ist. Hierbei ist ins-
besondere wichtig, dass diese Charakterisierung vollig unabhéngig von den zugrunde
liegenden Layouts ist, die den Kernen ihre Zuldssigkeit bescheinigen.

Lemma 1.72 Sei X ein zulissiger Kern. Y = XU{v} ist genau dann ein zuldssiger
Kern und erweitert X, wenn {v,w} ¢ F fir alle w € A(X).

Beweis: =>: Da Y eine Erweiterung von X ist, iiberschneidet sich das Intervall von
v mit jedem Intervall aus A(X). Da auBerdem Y = X U {v} ein zuléssiger Kern ist,
gilt {v,w} ¢ F fiir alle w € A(X).

<=: Sei also X ein zuldssiger Kern. Wir betrachten das Layout von X in Abbil-
dung 1.44 Da {v,w} ¢ F fur alle w € A(X), kénnen wir nun alle Intervalle der
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T
[N

Abbildung 1.44: Skizze: Layout

Knoten aus A(X) verlangern und ein neues Intervall fiir v einfiigen, das nur mit den
Intervallen aus A(X) iiberlappt. |

Wir zeigen jetzt noch, dass es zu jedem zuléssigen Kern einen kleineren zuldssigen
Kern gibt, der sich zu diesem erweitern lésst.

Lemma 1.73 Jeder zulissige Kern' Y # 0 erweitert mindestens einen zuldssigen
Kern X C Y.

Beweis: Sei L(Y) mit [ : V — J(R) ein Layout fiir Y. Wir wéhlen jetzt y € Y,
so dass ¢(I(y)) maximal ist. Siehe dazu auch Abbildung 1.45. Beachte, dass y nicht
notwendigerweise aus A(Y") sein muss.

E h |
L 4

Abbildung 1.45: Skizze: Layout L(Y) fiir Y

Wir definieren jetzt ein Layout L(X) fir X =Y \ {y} aus L(Y") wie folgt um:

Yz, yt e M N ()2/) s r(I(x)) :=max{r(z) : z€ AY)}.

Alle anderen Werte von I auf X bleiben unveréndert und y wird aus dem Definiti-
onsbereich von I entfernt.

Wir miissen jetzt lediglich die drei Bedingungen aus der Definition eines zulés-
sigen Layouts nachweisen. Offensichtlich gilt weiterhin I(v) N I(w) # 0 fiir alle
{v,w} e MN () € Mn(}), da dies bereits im Layout L(Y') gegolten hat (und wir
Intervalle nur verlingert haben). Auflerdem gilt ebenfalls I(v) N I(w) = § fiir alle
{v,w} e FnN ()2() CFnN (12/), da dies ebenfalls bereits im Layout L(Y) gegolten hat
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und nur solche Intervalle verldngert werden, die ¢(I(y)) enthalten (und nach Wahl
von y kein Intervall nach ¢(1(y)) beginnt). Letztendlich gilt nach unserer Konstruk-
tion, dass 7(I(v)) = max {r(I(w)) : w € X} fiir alle v € A(X). Da man sich leicht
iiberlegt, dass

AX) ={ze X : {z,y} e MFU(AX)\{y})

gilt. Somit iiberlappten alle verlangerten Intervalle bereits mit y und es kann keine
Kante aus F' im Layout erzeugt werden, da nach Wahl von y kein Intervall weiter
rechts als der Beginn von y beginnen kann. Damit ist der Beweis abgeschlossen. m

Als unmittelbare Folgerung erhélt man das folgende Lemma, das die Basis fiir unse-
ren Algorithmus sein wird.

Lemma 1.74 Fir eine Eingabe S = (V, M, F) des Interval Sandwich Problems
existiert genau dann eine Losung, wenn V' ein zuldssiger Kern ist.

Mit Hilfe dieses Lemmas wissen wir nun, dass es eine aufsteigende Folge
@ZX()CXlC"'CXn_lCXn:V

mit | X;;1\X;| = 1 gibt. Das bedeutet, dass wir ein Layout iterativ fiir unsere Eingabe
konstruieren kénnen. Nach dem Lemma 1.72 wissen wir auch, dass die Erweiterungen
unabhéngig vom betrachteten Layout moglich sind. Insbesondere folgt daraus, dass
wenn ein Layout eines zulédssigen Kerns nicht erweitert werden kann, es auch kein
anderes Layout dieses Kerns geben kann, das sich erweitern lésst.

Somit erhalten wir den in Abbildung 1.46 angegeben Algorithmus zur Konstruktion
einer Intervalldarstellung fiir eine gegebene Eingabe S des Interval Sandwich Pro-
blems. Hierbei testen wir alle moglichen Erweiterungen der leeren Menge zu einem
zuldssigen Kern V. Dabei werden im schlimmsten Falle alle moglichen Teilmengen
von V aufgezihlt. Da wir die zuldssigen Kerne in einer Queue speichern und in
diese jede Teilmenge nur einmal aufnehmen, sind die zuléssigen Kerne in der Queue
nach ihrer Grofle sortiert. Somit kann jede Teilmenge von V' héchstens einmal in die
Queue aufgenommen und betrachtet werden.

Da es leider exponentiell viele Teilmengen gibt, ndmlich genau 2", wenn n = |V/|
ist, ist dieser Algorithmus sicherlich nicht praktikabel. Da der Test, ob sich ein
Kern erweitern ldsst, nach Lemma 1.72 in Zeit O(|V]?) implementiert werden kann,
erhalten wir das folgende Theorem.

Theorem 1.75 Fiir eine Eingabe S = (V, M, F) des Interval Sandwich Problems
lisst sich in Zeit O(|V|> - 2IV1) feststellen, ob es eine Losung gibt, und falls ja, kann
diese auch konstruiert werden.
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Sandwich (S = (V, M, F))
begin
Queue Q;
Q.enqueue();
while (not @Q).is_empty()) do
X := Q.dequeue();
foreach (v € V'\ X) do
if (Y := X U {v} is feasible and extends X) then
if (Y =V) then output Solution found;
L else if (not Q).contains(Y’)) then @).enqueue(Y);

oatput No solutions found;
end

Abbildung 1.46: Algorithmus: Allgemeines Interval Sandwich Problem

In unserem Algorithmus stellen wir zunéchst nur fest, ob V' zuléssig ist. Wenn wir
uns aber beim Aufbau merken, in welcher Reihenfolge die Knoten zu V' hinzugefiigt
wurden, kénnen wir das Layout von V' ganz einfach durch den genau spezifizierten
Prozess der Erweiterung rekonstruieren.

1.7.2 Losungsansatz fiir Bounded Degree Interval Sandwich

Wir wollen nun zwei Varianten des Interval Sandwich Problems vorstellen, die sich in
polynomieller Zeit 16sen lassen, wenn wir gewisse (in unserem falle sinnvolle) Restrik-
tionen an die Eingabe bzw. and die Losung des Problems stellen. Dazu wiederholen
wir erst noch einmal kurz die Definition einer Clique.

Definition 1.76 Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Teilgraph G' = (V' E') von G
heifst Clique oder k-Clique, wenn folgendes gilt:

o V| =k,
o £ = (‘;l) (d.h. G' ist ein vollstindiger Graph),

o Fiir jedesv € V\ V' ist G = (V" (\/2”)) mit V" = V' U {v} kein Teilgraph
von G (d.h. G' ist ein maximaler vollstindiger Teilgraph von G).

Die Cliquenzahl w(G) des Graphen G ist die Grofie einer grifsten Clique von G.

Mit Hilfe dieser Definition konnen wir folgende Spezialfille des Interval Sandwich
Problems definieren.
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BOUNDED DEGREE AND WIDTH INTERVAL SANDWICH

Eingabe: Ein Tripel (V, M, F) mit M, F' C (%) sowie d, k € N mit A((V, M)) < d.
Gesucht: Ein Intervallgraph G = (V, E) mit M C E, ENF = () und w(G) < k.

Wir beschrénken also hier die Eingabe auf Graphen mit beschriankten Grad und
suchen nach Intervallgraphen mit einer beschrinkten Cliquenzahl.

BOUNDED DEGREE INTERVAL SANDWICH (BDIS)

Eingabe: Ein Tripel (V, M, F) mit M, F C (‘2/) und d € N.
Gesucht: Ein Intervallgraph G = (V, E) mit M C E, ENF = () und A(G) < d.

Beim Bounded Degree Interval Sandwich Problem beschréanken wir den Suchraum
nur dadurch, dass wir fiir die Losungen nur gradbeschriankte Intervallgraphen zulas-
sen. Wir werden jetzt fiir dieses Problem einen polynomiellen Algorithmus vorstel-
len. Fiir das erstgenannte Problem lésst sich mit dhnlichen Methoden ebenfalls ein
polynomieller Algorithmus finden.

Die beiden hier erwéhnten Probleme sind auch fiir die genomische Kartierung rele-
vant, da wir bei den biologischen Experimenten davon ausgehen, dass die Uberde-
ckung einer Position im Genom sehr gering ist und aufgrund der kurzen, in etwa
gleichlangen Fragmente der resultierende Intervallgraph sowohl einen relativ kleinen
Grad als auch eine relativ kleine Cliquenzahl besitzt.

Um unseren Algorithmus geeignet modifizieren zu kénnen, miissen wir zunéchst die
grundlegende Definition der Layouts anpassen.

Definition 1.77 Sei V' eine Menge und M, F C (‘2/) Fin d-Layout (oder kurz
Layout) L(X) eines Kerns X CV ist eine Funktion I : X — J(R) mit

. ‘v’{v,w}GMﬂ(g) c T(v)NI(w) # 0,

~

2. V{v,w e Fn (3): I(v) N I(w) =10,

3. Yv e AX): r(I(v)) =max{r(I(w)) : we X},

4. Yv e X\ A(X) : I(v) schneidet hichstens d andere Intervalle,
5

. Yv € A(X) : I(v) schneidet hochstens d — |E(v, X)| andere Intervalle, wobei
Ew,X)={{v,u}e M |w¢ X}

FEin Kern X heif$t d-zuléssig (oder kurz zuléssig), wenn er ein d-Layout besitzt und

AX)| <d-1.
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Im Folgenden werden wir meist die Begriffe Layout bzw. zuldssig anstatt von d-
Layout bzw. d-zuldssig verwenden. Aus dem Kontext sollte klar sein, welches d
wirklich gemeint ist.

Im Wesentlichen sind die Bedingungen 4 und 5 in der Definition neu hinzugekommen.
Die Bedingung 4 ist klar, da wir ja nur Intervallgraphen mit maximalen Grad kleiner
gleich d konstruieren wollen. Daher darf sich jeder fertig konstruierte Knoten mit
maximal d anderen Intervalle schneiden.

Analog gibt bei Bedingung 5 |E(v, X)| gerade die Anzahl der Nachbarn an, die noch
nicht in der aktuellen Intervalldarstellung bzw. im Layout realisiert sind. Daher darf
ein Intervall der aktiven Region vorher maximal d — |E(v, X)| andere Intervalle
schneiden.

Es bleibt noch zu iiberlegen, warum man die Einschridnkung gemacht hat, dass
JA(X)| < d—1 ist. Wére |A(X)| > d + 1, dann wiirde jedes Intervall der aktiven
Region bereits d andere Intervalle schneiden. Da die Knoten jedoch noch aktiv sind,
gibt es noch nicht realisierte Nachbarn und der resultierenden Graph wiirde einen
Grad von grofler als d bekommen.

Warum verbieten wir auch noch |A(X)| = d? Angenommen, wir hétten eine aktive
Region mit d Knoten. Dann hitte jeder Knoten der aktiven Region bereits einen
Grad von d — 1, da sich alle Intervall der aktiven Region iiberschneiden. Die aktive
Region bildet also eine d-Clique. Wenn nun ein Knoten hinzukommt, wird er zu allen
Knoten der aktiven Region benachbart. Somit konstruieren wir eine (d+1)-Clique, in
der jeder Knoten Grad d besitzt. Wiirde die aktive Region also einmal aus d Knoten
bestehen, so miisste eine erfolgreiche Ausgabe des Algorithmus eine (d + 1)-Clique
sein. Da wir voraussetzen, dass der Eingabegraph (V, M) zusammenhéngend ist und
somit auch der zu konstruierende Ausgabegraph zusammenhéngend sein muss, kann
dies nur der Fall sein, wenn |V| = d + 1 ist. Andernfalls gébe es einen Knoten mit
Grad grofler als d. Wir konnen also vorher priifen, ob der vollstdndige Graph auf V'
eine zuldssige Ausgabe ist und hinterher diesen Fall ausschlieflen.

Lemma 1.78 Sei X ein d-zuldssiger Kern. Y = X U {v} ist genau dann ein d-zu-
lassiger Kern und erweitert X, wenn {v,w} ¢ F fiir allew € A(X), X ein d-Layout
L besitzt, so dass I(u) fir alle uw € A(X) mit {u,v} ¢ M héochstens d—|E(u, X)|—1
andere Intervalle schneidet, |A(X)| < d — |E(v,Y)| und |A(Y)| <d—1.

Beweis: =>: Nach Lemma 1.72 wissen wir, dass {v,w} ¢ F fiir alle w € A(X).

Sei Y = XU{v} ein zuléssiger Kern, der X erweitert. Sei L(Y') ein Layout von Y, das
durch eine Erweiterung aus einem Layout L(X) fir X entsteht. Sei weiter u € A(X)
mit {u,v} ¢ M. Wir unterscheiden jetzt zwei Fille, je nachdem, ob u auch in der
aktiven Region von Y ist oder nicht.
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Fall 1 (u ¢ A(Y)): Da u sich nicht mehr in der aktiven Region von Y befindet,
obwohl es in der aktiven Region von X war, muss v der letzte verbliebene Nachbar
von u auferhalb von X gewesen sein. Damit ist {u,v} € M und dieser Fall kann
nach der Wahl von u gar nicht auftreten.

Fall 2 (u € A(Y)): Da L(Y) ein Layout von Y ist und sich u in der aktiven Region
von Y befindet, schneidet [(u) maximal d — |E(u,Y’)| andere Intervalle in L(Y")
(Bedingung 5 des d-Layouts L(Y)). Durch Hinzunahme von v zu X bleibt die Menge
der Nachbarn von u aufierhalb von X bzw. Y unveréndert, d.h. E(u, X) = E(u,Y)
(siche auch Abbildung 1.47).

=FE(u,Y)

Abbildung 1.47: Skizze: Erweiterung von X um v

Nach Definition der Erweiterung miissen sich jedoch die Intervalle von u und v
schneiden, obwohl {u, v} ¢ M. Damit schneidet das Intervall I(u) im Layout von Y
maximal d — |E(u,Y)| = d — |E(u, X)| andere Intervalle. Da im Layout von L(X)
nun das Intervall von v nicht mehr enthalten ist, das sich mit dem Intervall von u
schneidet, gilt dann im Layout L(X) von X, dass I(u) maximal d — |E(u, X)| — 1
andere Intervalle schneidet.

Es bleibt noch zu zeigen, dass |A(X)| < d—|E(v,Y)]| gilt. Da Y ein zuldssiger Kern
ist, schneidet das Intervall von v maximal d — |E(v,Y")| andere Intervalle im Layout
L(Y) von Y. Die zu diesen Intervallen zugehorigen Knoten bilden gerade die aktive
Region von X. Somit gilt |A(X)| < d — |E(v,Y)].

Nach Definition eines d-zuléssigen Layouts fir L(Y) gilt |A(Y)| < d — 1.

<=: Nach Lemma 1.72 folgt aus {v,w} ¢ F fiir alle w € A(X) bereits, dass Y eine
Erweiterung von X und die Bedingungen 1 mit 3 fiir das Layout L(Y") fiir Y gelten.
Wir miissen also nur noch die Bedingungen 4 und 5 iiberpriifen.

Zum Nachweis der Bedingung 4 halten wir zunéchst fest, dass Knoten aus X, die
in X nicht mehr aktiv sind, sicherlich auch in Y nicht aktiv sind, d.h. es gilt
X\ AX) C Y\ A®Y). Fir alle Knoten aus X \ A(X) gilt also Bedingung 4.
Sei jetzt also y € Y\ A(Y) \ (X \ A(X)) mit y # v. Daher wird y jetzt inaktiv
und es muss daher {v,y} € M bzw. sogar E(y, X) = {{v,y}} gelten. Aufgrund der
Bedingung 5 fiir das Layout L(X) von X schneidet das Intervall von y maximal
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d — 1 andere Intervalle. Im Layout L(Y') kann es also maximal d — 1+ 1 = d andere
Intervalle schneiden und die Bedingung 4 gilt.

Es bleibt noch der Fall, dass auch der neue Knoten ¥y = v in Y nicht mehr zur

aktiven Region gehort. Dann schneidet v maximal d — 1 andere Intervalle, da immer
A(X)| < d—1gilt

Zum Nachweis der Bedingung 5 fiir das Layout L(Y) fiir Y machen wir wieder eine
Fallunterscheidung und betrachten hierbei y € A(Y) C (A(X) U {v}):

Fall 1 (y € A(X) A {y,v} € M): Dann schneidet das Intervall I(y) im Lay-
out L(X) von X nach Voraussetzung maximal d — |E(y, X )| andere Intervalle. Da
E(y,Y) = E(y,X) \ {v} und somit |E(y,X)| = |E(y,Y)| + 1 ist, kann I(y) im
erweiterten Layout L(Y') maximal

andere Intervalle schneiden.

Fall 2 (y € A(X) A {y,v} ¢ M): Dann schneidet I(y) im Layout L(X) von X
nach Voraussetzung maximal d — |E(y, X)| — 1 andere Intervalle. Somit kann I(y)
im erweiterten Layout L(Y') maximal (d—|E(y, X)|—1)+1=d—|E(y, X)| andere
Intervalle schneiden.

Fall 3 (y = v): Da nach Voraussetzung A(X) < d — |E(v,Y)]| gilt, kann y = v im
Layout L(Y) maximal d — |E(y,Y’)| andere Intervalle schneiden. |

Somit haben wir auch wieder eine Charakterisierung gefunden, die eine Erweiterung
von X zu Y beschreibt, ohne auf die konkreten Layouts einzugehen. Im Gegensatz
zum allgemeinen Fall miissen wir hier jedoch die Grade der Knoten in der aktiven
Region bzgl. des bereits konstruierten Intervallgraphen kennen.

Lemma 1.79 Jeder d-zulissige Kern'Y # () erweitert mindestens einen d-zulissi-
gen Kern X C'Y oder beschreibt eine (d + 1)-Clique.

Beweis: Sei Y ein zulédssiger Kern und sei L(Y') ein zugehoriges Layout. Sei y € YV
so gewéhlt, dass ¢(I(y)) maximal ist. Weiter sei L(X) das Layout fir X =Y\ {y},
das durch Entfernen von /(y) aus L(Y') entsteht. Aus dem Beweis von Lemma 1.73
folgt, dass die Bedingungen 1 mit 3 fiir das Layout L(X) erfiillt sind. Wir miissen
jetzt nur noch zeigen, dass auch die Bedingungen 4 und 5 gelten.

Zuerst zur Bedingung 4. Fiir alle v € X \ A(X) gilt offensichtlich, dass /(v) maximal
d andere Intervalle schneidet. Ansonsten wére L(Y') schon kein Layout fir Y, da
dieses dann ebenfalls die Bedingung 4 verletzten wiirde.
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Kommen wir jetzt zum Beweis der Giiltigkeit von Bedingung 5. Zuerst stellen wir
fest, dass A(X) D A(Y) \ {y} gilt.

Fall1 (v ¢ A(Y)): Damit gilt, dass {v,y} € M bzw. sogar E(v, X) = {{v,y}} sein
muss. In L(Y') schneidet /(v) dann maximal d andere Intervalle. In L(X) schneidet
I(v) dann maximal d — 1 = d — |E(v, z)| andere Intervalle, da sich I(v) und I(y) in
L(Y') schneiden und da E(v, X) = {{v,y}}.

Fall 2 (v € A(Y)): Nach Voraussetzung schneidet /(v) maximal d — |E(v,Y)]
andere Intervalle im Layout L(Y). Da sich die Intervalle von v und y nach Wahl von
y schneiden miissen, gilt |E (v, X)| < |E(v,Y)| + 1. Also schneidet I(v) maximal

4= |BE@,Y)| 1 =d— (|B@Y)|+1) < d— |E(v, X)|
andere Intervalle in L(X), da E(v,Y) = E(v,X)U{{v,y}}.

Zum Schluss miissen wir noch zeigen, dass |A(X)| < d — 1 gilt. Nehmen wir zuerst
an, dass y € A(Y) gilt. Dann schneidet I(y) in L(Y) wegen Bedingung 5 maximal
d — 1 andere Intervalle, da |E(y,Y)| > 1 ist. Nach Wahl von y, kénnen nur Inter-
valle, die einen nichtleeren Schnitt mit /(y) haben, zu A(X) gehtren. Damit gilt
AX)[<d-1.

Sei nun y ¢ A(Y). Damit schneidet das Intervall I(y) in L(Y) wegen Bedingung 4
maximal d andere Intervalle. Sei zuerst A(Y) = () Nach Wahl von y, kénnen nur
Intervalle, die einen nichtleeren Schnitt mit I(y) haben, zu A(X) gehoren. Damit
gilt |A(X)|] < d. Entweder ist |A(X)| < d und wir sind fertig oder |A(X)| = d
und y schneidet d andere Intervalle. Im letzten Fall beschreibt Y dann genau eine
(d + 1)-Clique.

Es bleibt der Fall, dass A(Y) # 0. Dann gilt fiir jedes z € A(Y), dass das Intervall
I(x) wegen Bedingung 5 maximale d — 1 andere Intervalle in L(Y") (einschliefllich
I(y)) schneidet, da |E(x,Y)| > 1 ist. Also schneidet auch I(y) maximale d—1 andere

Intervalle in L(Y'). Nach Wahl von y, kénnen nur Intervalle, die einen nichtleeren
Schnitt mit /(y) haben, zu A(X) gehéren. Damit gilt |A(X)] < d — 1. n

Korollar 1.80 Fiir die Eingabe S = (V, M, F) des Bounded Degree Interval Sand-
wich Problems existiert genau dann eine Lisung, wenn V ein d-zuldssiger Kern ist.

Wir merken hier noch an, dass man X durchaus zu Y erweitern kann, obwohl ein
konkretes Layout fiir X sich nicht zu einem Layout fiir Y erweitern lasst. Dennoch
haben wir auch hier wieder festgestellt, dass es eine bzgl. Mengeninklusion aufstei-
gende Folge von zuldssigen Kernen gibt, anhand derer wir von der leeren Menge
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als zuléssigen Kern einen zuldssigen Kern fiir V' konstruieren koénnen, sofern das
Problem iiberhaupt eine Losung besitzt.

Da wir fiir die Charakterisierung der Erweiterbarkeit nun auf die Grade der der Kno-
ten der aktiven Region bzgl. des bereits konstruierten Intervallgraphen angewiesen
sind, ist die folgende Definition notig.

Definition 1.81 Fiir ein d-Layout L(X) von X ist der Grad von v € A(X) defi-
niert als die Anzahl der Intervalle, die I(v) schneiden.

Fin Kern-Paar (X, f) ist ein d-zuldssiger Kern X zusammen mit einer Gradfolge
f: A(X) — N, die jedem Knoten in der aktiven Region von X ihren Grad zuordnet.

Das vorherige Lemma impliziert, dass zwei Layouts mit demselben Grad fiir jeden
Knoten v € A(X) entweder beide erweiterbar sind oder keines von beiden. Damit
kénnen wir unseren generische Algorithmus aus dem vorigen Abschnitt wie folgt
fiir das Bounded Degree Interval Sandwich Problem erweitern. Wenn ein Kern Paar
(X, f) betrachtet wird, wird jedes mogliche Kern-Paar (Y, g) hinzugefiigt, das ein
Layout fiir Y mit Gradfolge g besitzt und ein Layout von X mit Gradfolge f erwei-
tert. Aus den vorherigen Lemmata folgt bereits die Korrektheit. Wir wollen uns im
néchsten Abschnitt nun noch um die Laufzeit kiimmern.

1.7.3 Laufzeitabschdtzung

Fiir die Laufzeitabschitzung stellen wir zunéchst einmal fest, dass wir im Algorith-
mus eigentlich nichts anderes tun, als einen so genannten Berechnungsgraphen z.B.
per Tiefensuche zu durchlaufen. Die Knoten dieses Berechnungsgraphen sind die
Kern-Paare und zwei Kern-Paare (X, f) und (Y, g) sind mit einer gerichteten Kante
verbunden, wenn sich (X, f) zu (Y, g) erweitern ldsst. Unser Startknoten ist dann
die leere Menge mit einer leeren Gradfolge und unser Zielknoten ist die Menge V

mit einer leeren Gradfolge (da A(V) = 0).

Wir miissen also nur noch (per Tiefen- oder Breitensuche oder einer anderen opti-
mierten Suchstrategie) feststellen, ob sich der Zielknoten vom Startknoten aus errei-
chen lédsst. Die Laufzeit ist dann proportional zur Anzahl der Knoten und Kanten
im Berechnungsgraphen. Daher werden wir diese als erstes abschétzen.

Lemma 1.82 Ein zuldssiger Kern X ist durch das Paar (A(X),B(X)) eindeutig
charakterisiert.

Version 5.48 Fassung vom 1. August 2018



84 Kapitel 1. Physical Mapping

Beweis: Wir miissen jetzt nur feststellen, wie wir anhand des gegebenen Paares
feststellen konnen, welche Knoten sich im zulédssigen Kern befinden. Dazu stellen
wir fest, dass genau dann x € X ist, wenn es einen Pfad von x zu einem Knoten

v € A(X) der aktiven Region im Graphen (V, M \ 5(X)) gibt. |

Somit kénnen wir jetzt die Anzahl der zuldssigen Kerne abzihlen, indem wir die
Anzahl der oben beschriebenen charakterisierenden Paare abzéhlen.

Zuerst einmal stellen wir fest, dass es maximal

d—1 n d—1 nd _1
< 1 < — O d—1
=0 (Z) a ;n - on-1 (n )

paarweise verschiedene Moglichkeiten gibt, eine aktive Region aus V' auszuwéhlen,
da |A(X)| <d-—1.

Fiir die moglichen Rénder der aktiven Region gilt, dass deren Anzahl durch 2441
beschrénkt ist. Wir miissen némlich von jedem der maximal (d — 1) Knoten jeweils
festlegen, welche ihrer maximal d Nachbarn bzgl. M im Rand liegen.

Jetzt miissen wir noch die Anzahl moglicher Gradfolgen abschétzen. Diese ist durch
d?=1 < g% < 2% fiir ein £ > 0 beschrinkt, da nur fiir jeden Knoten aus der aktiven

Region ein Wert aus d moglichen Werten in [0 : d — 1] zu vergeben ist. Somit ist die
Anzahl der Kern-Paare ist beschriinkt durch O(20+9)4° pd-1),

Lemma 1.83 Die Anzahl der Kern-Paare, deren aktive Region maximal d—1 Kno-
ten besitzt, ist beschrinkt durch O(2079%nd=1) fir ein e > 0.

Nun miissen wir noch die Anzahl von Kanten im Berechnungsgraphen ermitteln.
Statt dessen werden wir jedoch den maximalen Ausgangsgrad der Knoten ermitteln,
woraus sich die maximale Anzahl von Kanten abschétzen lésst.

Wir betrachten zuerst die Kern-Paare, deren aktive Region maximale Groéfe, also
d — 1 Knoten, besitzen. Wie viele andere Kernpaare konnen ein solches Kern-Paar
erweitern? Zuerst bemerken wir, dass zu einem solchen Kern nur Knoten hinzugefiigt
werden konnen, die zu Knoten der aktiven Region benachbart sind. Andernfalls
wiirde die aktive Region auf d Knoten anwachsen, was nicht zuléssig ist. Dies folgt
aus der Tatsache, dass wir (V, M) als zusammenhédngend annehmen und somit jeder
neu aufgenommen Knoten zusétzlich in die aktive Region aufgenommen wird (da
es ja keine Kante zwischen dem neuen Knoten und eines Knotens der bisherigen
aktiven Region gibt).
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Wir miissen also nur einen Knoten aus der Nachbarschaft der aktiven Region aus-
wahlen. Da diese aus weniger als d Knoten besteht und jeder Knoten im Graphen
(V, M) nur maximal d Nachbarn hat, kommen nur d? viele Knoten in Frage.

Nachdem wir einen dieser Knoten ausgewéhlt haben, konnen wir mit Hilfe des Gra-
phen (V, M) und der aktuell betrachteten aktiven Region sofort die aktive Region
sowie deren Rand bestimmen. Ebenfalls die Gradfolge der aktiven Region lasst sich
leicht ermitteln. Bei allen Knoten, die in der aktiven Region bleiben, erhoht sich der
Grad um 1. Alle, die aus der aktiven Region herausfallen, sind uninteressant, da wir
uns hierfiir den Grad nicht zu merken brauchen. Der Grad des neu hinzugenommen
Knotens ergibt sich aus der Kardinalitét der alten aktiven Region.

Somit kann der Ausgangsgrad der Kern-Paare mit einer aktiven Region von d — 1
Knoten durch d? abgeschiitzt werden. Insgesamt gibt es also 0(2(1+5)d2 -nd=1) viele
Kanten, die aus Kern-Paaren mit einer aktiven Region von d—1 Knoten herausgehen.

Jetzt miissen wir noch den Ausgangsgrad der Kern-Paare abschétzen, deren aktive
Region weniger als d — 1 Knoten umfasst. Hier kann jetzt jeder Knoten, der sich
noch nicht im Kern befindet hinzugenommen werden. Wiederum kénnen wir sofort
die aktive Region und dessen Rand mithilfe des Graphen (V, M) berechnen. Auch
die Gradfolge folgt unmittelbar.

Wie viele Kern-Paare, deren aktive Region maximal d — 2 Knoten umfasst, gibt
es denn {iiberhaupt? Wir haben dies vorhin im Lemma 1.83 fiir d — 1 angege-
ben. Also gibt es O(2149)%°nd=2) Da von all diesen jeweils maximal n Kanten in
unserem Berechnungsgraphen ausgehen, erhalten wir also insgesamt gibt es also
O(Q(HE)d2 -n71) viele Kanten, die aus Kern-Paaren mit einer aktiven Region von
maximal d — 2 Knoten herausgehen.

Fiir ein gegebenes Kern-Paar (X, f) und ein v € V'\ X kann in Zeit O(d?) leicht
ermittelt werden, fiir welches g das Paar (X U{v}, g) ein Kern-Paar ist (Ubungsauf-
gabel).

Damit erhalten wir zusammenfassend das folgende Theorem.

Theorem 1.84 Das Bounded Degree Interval Sandwich Problem kann in Zeit
O (204 pd=1Y fiir ein ¢ > 0 geldst werden.

Da das Intervalizing Colored Graphs als Spezialfall des Interval Sandwich Problems
aufgefasst werden kann, erhalten wir auch hier fiir eine gradbeschréankte Losung eine
polynomielle Laufzeit.

Korollar 1.85 Das ICG Problem ist in P, wenn der maximale Grad der Lésung
beschrdankt ist.
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Phylogenetische Baume 2

2.1 Einleitung

In diesem Kapitel wollen wir uns mit phylogenetischen Bdumen bzw. evolutiondren
Bdumen beschéftigen. Wir wollen also die Entwicklungsgeschichte mehrerer ver-
wandter Spezies anschaulich als Baum darstellen bzw. das Auftreten von Unter-
schieden in den Spezies durch Verzweigungen in einem Baum wiedergeben.

Definition 2.1 Fin phylogenetischer Baum fir eine Menge S = {s1,...,s,} vonn
Spezies ist ein ungeordneter gewurzelter Baum mit n Bldttern und den folgenden
FEigenschaften:

e Jeder innere Knoten hat mindestens zwei Kinder;
o Jedes Blatt ist mit genau einer Spezies s € S markiert;

o Jede Spezies taucht nur einmal als Blattmarkierung auf.

Ungeordnet bedeutet hier, dass die Reihenfolge der Kinder eines Knotens ohne
Belang ist. Die bekannten und noch lebenden (zum Teil auch bereits ausgestor-
benen) Spezies werden dabei an den Bléttern dargestellt. Jeder (der maximal n — 1)
inneren Knoten entspricht dann einem Ahnen der Spezies, die in seinem Teilbaum
die Blétter bilden. In Abbildung 2.1 ist ein Beispiel eines phylogenetischen Baumes
angegeben.

Noch ein paar Anmerkungen zur Definition von phylogenetischen Béumen: Manch-
mal werden wir statt gewurzelter auch ungewurzelte, also freie Baume, als phylo-
genetische Baume betrachten, wir werden dies aber dann jeweils explizit erwéhnen.
Da die Klassifikation mittels phylogenetischer Bdume auch fiir andere Arten als evo-
lutionédre Stammbéume verwendet wird, wie etwa die Einteilung der Sprachfamilien
in der Linguistik, spricht man oft auch von Taza anstatt von Spezies. Manchmal
erlaubt man auch, dass Spezies bzw. Taxa nicht nur an den Blattern, sondern auch
an den inneren Knoten auftreten diirfen.

Wir wollen uns hier mit der mathematischen und algorithmischen Rekonstruktion
von phylogenetischen Baumen anhand der gegebenen biologischen Daten beschéf-
tigen. Die daraus resultierenden Baume miissen daher nicht immer mit der biolo-
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K5
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Abbildung 2.1: Beispiel: Ein phylogenetischer Baum

gischen Wirklichkeit iibereinstimmen. Die rekonstruierten phylogenetischen Baume
mogen Ahnen vorhersagen, die niemals existiert haben.

Dies liegt zum einen daran, dass die biologischen Daten nicht in der Vollstédndigkeit
und Genauigkeit vorliegen, die fiir eine mathematische Rekonstruktion notig sind.
Zum anderen liegt dies auch an den vereinfachenden Modellen, da in der Natur
nicht nur Spezifizierungen (d.h. Verzweigungen in den Baéumen) vorkommen kénnen,
sondern dass auch Vereinigungen bereits getrennter Spezies vorkommen kénnen.

Biologisch wiirde man daher eher nach einem gerichteten azyklischen Graphen statt
eines gewurzelten Baumes suchen. Da diese Verschmelzungen aber eher vereinzelt
vorkommen, bilden phylogenetischer Baume einen ersten Ansatzpunkt, in die dann
weiteres biologisches Wissen eingearbeitet werden kann.

In der Rekonstruktion unterscheidet man drei prinzipiell unterschiedliche Verfah-
ren: distanzbasierte, charakterbasierte bzw. merkmalsbasierte und probabilistische
Methoden, die wir in den folgenden Unterabschnitten genauer erértern werden.

2.1.1 Distanzbasierte Verfahren

Bei den so genannten distanzbasierten Verfahren wird zwischen den Spezies ein
Abstand bestimmt. Man kann diesen einfach als die Zeitspanne in die Vergangen-
heit interpretieren, vor der sich die beiden Spezies durch Spezifizierung aus einem
gemeinsamen Urahn auseinander entwickelt haben.

Fiir solche Distanzen, also evolutiondre Absténde, konnen beispielsweise die EDIT-
Distanzen von speziellen DNS-Teilstréingen oder Aminosiuresequenzen verwendet
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werden. Hierbei wird angenommen, dass sich die Sequenzen durch Mutationen aus-
einander entwickeln und dass die Anzahl der so genannten akzeptierten Mutationen
(also derer, die einem Weiterbestehen der Art nicht im Wege standen) zur zeitlichen
Dauer korreliert ist. Hierbei muss man vorsichtig sein, da unterschiedliche Bereiche
im Genom auch unterschiedliche Mutationsraten besitzen.

Eine andere Moglichkeit aus fritheren Tagen sind Hybridisierungsexperimente. Dabei
werden durch vorsichtiges Erhitzen die DNS-Doppelstréange zweier Spezies vonein-
ander getrennt. Bei der anschlieSenden Abkiihlung hybridisieren die DNS-Strénge
wieder miteinander. Da jetzt jedoch DNS-Einzelstrange von zwei Spezies vorliegen,
kénnen auch zwei Einzelstréange von zwei verschiedenen Spezies miteinander hybri-
disieren, vorausgesetzt, die Strange waren nicht zu verschieden.

Beim anschlieffenden erneuten Erhitzen trennen sich diese gemischten Doppelstringe
umso schneller, je verschiedener die DNS-Sequenzen sind, da dann entsprechend
weniger Wasserstoffbriicken aufzubrechen sind. Aus den Temperaturen, bei denen
sich dann diese gemischten DNS-Doppelstriange wieder trennen, kann man dann ein
evolutiondres Abstandsmafl gewinnen.

Ziel der evolutiondren Verfahren ist es nun, einen Baum mit Kantengewichten zu
konstruieren, so dass das Gewicht der Pfade von den zwei Spezies zu ihrem niedrigs-
ten gemeinsamen Vorfahren dem Abstand entspricht. Ein solcher phylogenetischer
Baum, der aufgrund von kiinstlichen evolutionédren Distanzen konstruiert wurde, ist
in der Abbildung 2.2 illustriert.

Abbildung 2.2: Beispiel: Ein distanzbasierter phylogenetischer Baum

2.1.2 Merkmalsbasierte Methoden

Bei den so genannten charakterbasierten Verfahren bzw. merkmalsbasierten Verfah-
ren verwendet man gewisse Eigenschaften, so genannte Charaktere bzw. Merkmale,
der Spezies. Hierbei unterscheidet man bindre Charaktere bzw. bindre Merkmale, wie
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beispielsweise ,,ist ein Sdugetier®, ,ist ein Wirbeltier”, ,ist ein Fisch®, , ist ein Vogel*,
»ist ein Lungenatmer®, etc., numerische Charaktere bzw. numerische Merkmale, wie
beispielsweise Anzahl der Extremitdten, Anzahl der Wirbel, etc. (also morpholo-
gische Merkmale), und zeichenreihige Charaktere bzw. zeichenreihige Merkmale,
wie beispielsweise bestimmte Teilsequenzen in der DNS (also molekularbiologische
Merkmale). Bei letzterem werden oft Teilsequenzen aus nicht-codierenden und nicht-
regulatorischen Bereichen der DNS betrachtet, da diese bei Mutationen in der Regel
unverdndert weitergegeben werden und nicht durch Verdnderung einer lebenswich-
tigen Funktion sofort aussterben.

Das Ziel ist auch hier wieder die Konstruktion eines phylogenetischen Baumes, wobei
die Kanten mit Merkmalen und ihren Anderungen markiert werden. Eine Markie-
rung einer Kante mit einem Merkmal bedeutet hierbei, dass alle Spezies in dem
Teilbaum nun eine Anderung dieses Merkmals erfahren. Die genaue Anderung die-
ses Merkmals ist auch an der Kante erfasst.

Bei merkmalbasierten Verfahren verfolgt man das Prinzip der minimalen Mutations-
héufigkeit bzw. der maximalen Parsimonie (engl. parsimony, auf dt. Geiz, Sparsam-
keit). Das bedeutet, dass man einen Baum sucht, der so wenig Kantenmarkierungen
wie moglich besitzt. Man geht hierbei davon aus, dass die Natur keine unnétigen
Mutationen verwendet.

In der Abbildung 2.3 ist ein Beispiel fiir einen solchen merkmalbasierten phyloge-
netischen Baum angegeben, wobei hier nur bindre Merkmale verwendet wurden.
Auflerdem werden die bindren Merkmale hier so verwendet, dass sie nach einer Kan-
tenmarkierung in den Teilbaum eingefithrt und nicht geloscht werden. Bei binédren
Merkmalen kann man dies immer annehmen, da man ansonsten das bindre Merkmal
nur negieren muss.

afhj bfhj ehj cgi dgj k

Abbildung 2.3: Beispiel: Ein merkmalbasierter phylogenetischer Baum
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2.1.3 Probabilistische Methoden

Hierbei wird fiir Mutationen bzw. Merkmalsénderungen eine Wahrscheinlichkeit fest-
gelegt, mit der man annimmt, dass diese Mutationen auftreten. Basierend auf solchen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen gibt es zwei Anwendungen, zum einen die Berech-
nung der Kantenléngen eines gegebenen phylogenetischen Baumes und zum anderen
die Rekonstruktion der Topologie des phylogenetischen Baumes selbst.

In jedem Fall versucht man, die Wahrscheinlichkeit eines gegebenen phylogenetischen
Baumes unter dem zugrunde liegenden Modell (im Wesentlichen die Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Mutationen, manchmal auch die Topologie) zu bestimmen.
Derjenige phylogenetische Baum, der die gréfite Wahrscheinlichkeit seines Auftre-
tens unter dem betrachteten Modell besitzt, wird als der phylogenetische Baum
angesehen, der die Wirklichkeit am besten beschreibt (daher der Name Mazimum-
Likelihood).

Problematisch wird es bei diesem Ansatz, wenn man versucht die Topologie eines
phylogenetischen Baumes zu bestimmen. Da es fiir n Taxa exponentiell viele phy-
logenetische Baume mit einer unterschiedlichen Topologie gibt, ist das Problem fiir
grofe n so nicht l6sbar. Daher werden oft aus den Daten inkrementell verschiedene
phylogenetische Baume aufgebaut und derjenige mit der gréfSten Wahrscheinlich-
keit bestimmt. Da hierbei nicht alle moglichen phylogenetischen Béume betrachtet
werden, kann die Losung suboptimal sein. Oft bleibt man dabei in einem lokalen
Minimum stecken.

2.2 Perfekte Phylogenie

In diesem Abschnitt wollen wir uns jetzt um merkmalbasierte Methoden kiimmern.
Wir werden dazu allgemeine Kriterien angeben, wann eine Merkmalsmatrix iiber-
haupt eine perfekte Phylogenie besitzt. Unter gewissen Umstédnden lassen sich daraus
effiziente Algorithmen zur Rekonstruktion der perfekten Phylogenie ableiten.

2.2.1 Charakterisierung bindrer perfekter Phylogenie

Wir beschrinken uns hier auf den Spezialfall, dass die Merkmale binar sind, d.h.
nur zwei verschiedene Werte annehmen koénnen. Zunéchst benétigen wir noch ein
paar grundlegende Definitionen, um das Problem der Konstruktion phylogenetischer
Baume formulieren zu kénnen.
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Definition 2.2 Fine bindre Charaktermatrix bzw. bindre Merkmalsmatrix M fiir n
Taxa und m Merkmale ist eine bindre n x m-Matriz. Ein phylogenetischer Baum 7T°
fiir eine bindre n x m-Merkmalsmatriz ist ein ungeordneter gewurzelter Baum mit
genau n Bldttern, so dass:

1. Jedes der n Objekte aus [1 : n| markiert genau eines der Bldtter;
2. Jeder der m Merkmale aus [1 : m] markiert genau eine Kante;

3. Fiir jedes Objekt p € [1 : n| gilt fir die Menge Cr(p) der Kantenmarkierungen
auf dem Pfad von der Wurzel von T zu dem Blatt mit Markierung p, dass
CT(p) = {C : Mp,c = 1}'

Man beachte, dass jedes Blatt aber nicht jede Kante markiert sein muss. Aulerdem
kann eine Kante mehrere Markierungen besitzen. In Abbildung 2.4 ist eine binére
Merkmalsmatrix samt seines zugehorigen phylogenetischen Baumes angegeben.

@éibl @> ®

Abbildung 2.4: Beispiel: bindre Merkmalsmatrix und zugehoriger phylogenetischer
Baum
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Somit kénnen wir das Problem der perfekten Phylogenie formulieren.

PERFEKTE BINARE PHYLOGENIE

Eingabe: Eine bindre n x m-Merkmalsmatrix M.
Gesucht: Ein phylogenetischer Baum T fiir M.

Zunéchst benoétigen wir noch eine weitere Notation bevor wir uns der Losung des
Problems zuwenden kénnen.

Notation 2.3 Sei M eine bindre n X m-Merkmalsmatrix, dann umfasst die Menge
O;={ie[l:n]: M;; =1} die Objekte, die das Merkmal j besitzen.
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Wir geben zunichst eine Charakterisierung an, wann eine bindre Merkmalsmatrix
iiberhaupt einen phylogenetischen Baum besitzt.

Theorem 2.4 Fine bindre n X m-Merkmalsmatriz M besitzt genau dann einen
phylogenetischen Baum, wenn fiir jedes Paar i,j € [1 : m] eine der Bedingungen

0;,N0; =0 oder O; C O; oder O; 2 O; yilt.

Beweis: =>: Sei T" ein phylogenetischer Baum fiir M. Sei e; bzw. e; die Kante in
T mit der Markierung ¢ bzw. j. Wir unterscheiden jetzt vier Félle, je nachdem, wie
sich die Kanten e; und e; zueinander im Baum 7' verhalten.

Fall 1: Wir nehmen zuerst an, dass e; = ¢, ist (siche auch Abbildung 2.5). In diesem
Fall gilt offensichtlich O; = O; und somit auch O; C O; bzw. O; C O;.

Fall 1: e; = ¢; Fall 2: e; > ¢;

Fall 3: ¢; > ¢; Fall 4: e; # ¢,

Abbildung 2.5: Skizze: Phylogenetischer Baum fiir M
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Fall 2: Nun nehmen wir an, dass sich im Teilbaum vom unteren Knoten vom e; die
Kante e; befindet (siehe auch Abbildung 2.5). Also sind alle Nachfahren des unteren
Knotens von e; auch Nachfahren des unteren Knoten von e; und somit gilt O; C O;.

Fall 3: Nun nehmen wir an, dass sich im Teilbaum vom unteren Knoten vom e; die
Kante e; befindet (siehe auch Abbildung 2.5). Also sind alle Nachfahren des unteren
Knotens von e; auch Nachfahren des unteren Knoten von e; und somit gilt O; C O;.

Fall 4: Der letzte verbleibende Fall ist, dass keine Kante Nachfahre eine anderen
Kante ist (siche auch Abbildung 2.5). In diesem Fall gilt offensichtlich O; N O; = 0.

<=: Wir miissen jetzt aus der Matrix M einen phylogenetischen Baum konstruieren.
Zuerst nehmen wir ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit an, dass die Spalten der
Matrix M interpretiert als Bindrzahlen absteigend sortiert sind. Dabei nehmen wir
an, dass jeweils in der ersten Zeile das hochstwertige Bit und in der letzten Zeile
das niedriegstwertige Bit steht. Wir machen uns dies noch einmal anhand unserer
Beispiel aus der Einleitung klar und betrachten dazu Abbildung 2.6. Der besseren
Ubersichtlichkeit wegen, bezeichnen wir die Spalten jetzt mit a—¢ anstatt mit 1-7.

M/

M|ia b ¢ d e f g a ¢ f e g b d
111 0 1 0 0 1 0 11111 0 0 0 O
211 0 1 0 1 0 1 21110 1 1 0 O
3 /101 01 0 0 311 1.0 1 0 0 O
411 0 0 0 0 0 O 411 0 0 0 0 0 O
510 1 0 0 0 0 O 510 0 0 00 1 0
6 /0 1 0 1 0 0 O 6 |0 0 OO 0 1 1

Abbildung 2.6: Beispiel: Sortierte Merkmalsmatrix

Wir betrachten jetzt zwei beliebige Objekte p und q. Sei k das gréfite gemeinsame
Merkmal, das sowohl p als auch ¢ besitzt, d.h.

ki=kpq:=max{0,5 : M(p,j) = M(q,j)=1}.

Hierbei gilt k£ = 0, wenn iiberhaupt kein solches j existiert. Wir stellen jetzt folgende
Behauptung auf:

Behauptung: Es gilt:
a) Vi <k: M(p,i) = M(q,1);

b) Vi > k: M(p,i) = M(q,i) = M(p,i) = 0= M(q,1).
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Teil b) und der Fall £ = ¢ im Teil a) der Behauptung folgen unmittelbar aus der
Definition (auch fiir £ = 0).

Fiir Teil a) gentigt es, die beiden folgenden Aussagen zu beweisen:

o Vi<k:M(pi)=1= M(q,i) =1;

o Vi<k:M(pi)=1< M(q,1)=1;

Dazu betrachten wir zuerst ein Merkmal ¢ < k von p, d.h. M(p,i) = 1. Falls kein
solches i existiert, ist nichts zu zeigen. Andernfalls gilt p € O; N O, und somit
0; N Oy, # (. Nach Voraussetzung gilt dann O; C Oy, oder O, C O;. Da die Spalten
absteigend sortiert sind, muss die grofiere Zahl (also die zur Spalte i korrespondie-
rende) mehr (zusétzliche) 1-Bits besitzen und es gilt somit Oy C O;. Daq € Oy C O;
gilt, ist nun auch ¢ € O;.

Analoges gilt fir ein ¢ < k mit M(q,7) = 1. Damit gilt fiir alle Merkmale i < k (nach
der Spaltensortierung), dass entweder beide das Merkmal i besitzen oder keiner. Da
k der groBite Index ist, so dass beide ein Merkmal gemeinsam besitzen, gilt fiir ¢ > £,
dass aus M(p,i) = M(q,i) folgt, dass beide das Merkmal ¢ nicht besitzen, d.h.
M(p,i) = M(q,1) = 0.

Betrachten wir also zwei Objekte (also zwei Zeilen in der spaltensortierten Merk-
malsmatrix), dann besitzen zu Beginn entweder beide ein Merkmal gemeinsam oder
keines. Sobald wir ein Merkmal finden, das beide Objekte unterscheidet, konnen wir
spater kein gemeinsames Merkmal mehr finden.

Mit Hilfe dieser Eigenschaft konnen wir jetzt einen phylogenetischen Baum konstru-
ieren. Dazu betrachten wir die Abbildung p + s, - - - 5,4%, wobei wir jedem Objekt
eine Zeichenkette iiber [1 : m] zuordnen, so dass jedes Symbol aus [1 : m] maximal
einmal auftaucht und ein ¢ € [1 : m] nur dann auftaucht, wenn p das entsprechende
Merkmal besitzt, also wenn M (p,i) = 1. Die Reihenfolge ergibt sich dabei aus der
Spaltensortierung der Merkmalsmatrix. Fiir unser Beispiel ist diese Zuordnung in
der Abbildung 2.7 angegeben.

Wenn wir jetzt fiir diese Zeichenreihen einen Trie konstruieren (dies entspricht bei-
spielsweise auch dem Suchmuster-Baum aus dem Aho-Corasick-Algorithmus), so
erhalten wir den phylogenetischen Baum fiir unsere Merkmalsmatrix M. Wir miis-
sen nur noch die Kantenmarkierungen mit dem $ entfernen und Knoten mit nur
einem Kind kontrahieren. Das Terminalsymbol $ hatten wir nur eingefiihrt, damit
keine Taxa an inneren Knoten verbleiben.

Aus der Konstruktion folgt, dass alle Bléitter die benotigten Kantenmarkierungen
auf dem Pfad von der Wurzel zum Blatt besitzen. Nach der Spaltensortierung und
der daran anschlieSfenden Diskussion kommt auch jedes Merkmal nur einmal als
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s = acf$
sy = aceg$
s = ace$
Sy a$

S5 b$

s¢ = bd$

Abbildung 2.7: Skizze: Trie fiir die Zeichenreihen der Merkmalsmatrix

Kantenmarkierung vor. Somit haben wir nachgewiesen, dass der konstruierte Baum
ein phylogenetischer Baum ist und der Beweis ist beendet. [

2.2.2 Algorithmus zur perfekten bindren Phylogenie

Aus dem vorherigen Beweis erhalten wir unmittelbar einen Algorithmus zur Berech-
nung einer perfekten bindren Phylogenie, der in Abbildung 2.8 aufgelistet ist.

1. Sortieren der Spalten der bindren Merkmalsmatrix. O(nm)
2. Konstruktion der Zeichenreihen sy, ..., s,. O(nm)
3. Konstruktion des Tries T fiir sy, ..., s,. O(nm)
4. Kompaktifiziere den Trie 7. O(nm)
5. Teste, ob der kompaktifizierte Trie ein phylogenetischer Baum ist. O(nm)

Abbildung 2.8: Algorithmus: Konstruktion einer perfekten binéire Phylogenie

Anstatt die Bedingung aus dem Lemma zu iiberpriifen, konstruieren wir einfach
einen kompaktifizierten Trie. Lasst sich dieser Trie in einen phylogenetischen Baum
umwandeln, so muss dieser der gesuchte sein. Andernfalls gibt es keinen phylogene-
tischen Baum fiir die gegebene bindre Merkmalsmatrix.
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Theorem 2.5 Fir eine bindre n x m-Merkmalsmatriz lisst sich in Zeit O(nm)
entscheiden, ob sie eine perfekte Phylogenie besitzt. Der zugehorige phylogenetische
Baum kann in Zeit O(nm) konstruiert werden.

Beweis: Wir miissen nur noch den Beweis zur Laufzeit fithren. Zur Sortierung
der Spalten verwenden wir einen Radix- oder Bucket-Sort, der sich in Zeit O(nm)
implementieren léasst. Die Zeichenreihen konnen sich anschlielend trivialerweise in
Zeit O(nm) erzeugen lassen. Die Konstruktion des zugehorigen Tries ist durch die
Anzahl der Zeichen in den Zeichenreihen, also O(nm), beschréinkt. Der Trie hat
dann eine GroBe von O(nm). Die Kompaktifizierung lédsst sich mittels einer Tiefen-
suche iiber den Trie in Zeit O(nm) ausfithren. Fiir die Entscheidung, ob der Trie
einen phylogenetischen Trie darstellt, muss nur noch festgestellt werden, ob jede
Kantenmarkierung maximal einmal vorkommt. Auch dies lésst sich mit Hilfe eines
Booleschen Feldes fiir die Kantenmarkierungen mit einer Tiefensuche durch den Trie
in Zeit O(nm) bewerkstelligen. |

Der eben gezeigte Algorithmus fiir die perfekte bindre Phylogenie hatte zur Voraus-
setzung, dass Ubergéinge eines bindren Merkmals nur von 0 nach 1 erlaubt waren.
Jetzt seien beide Richtungen eines Zustandwechsels erlaubt (wobei natiirlich nur
eine der beiden Zustanddnderungen eines Merkmals im zugehorigen phylogeneti-
schen Baum auftreten darf).

Betrachte dazu die folgende Transformation einer bindren Merkmalsmatrix M in eine
bindre Merkmalsmatrix M’: In jeder Spalte, in der mehr len als Oen vorkommen,
komplementiere die Eintrdge dieser Spalte. Man kann jetzt zeigen, dass der Algo-
rithmus aus der Vorlesung angewendet auf die transformierte Merkmalsmatrix M’
eine perfekte bindre Phylogenie fiir M konstruiert. Die Details iiberlassen wir dem
Leser als Ubung.

2.2.3 Charakterisierung allgemeiner perfekter Phylogenien

Im Folgenden wollen wir das Problem der perfekten Phylogenie ndher untersuchen,
wenn die Merkmale nicht nur binér sind, sondern jeweils beliebige Werte aus [1 : 7]
annehmen konnen. Hierbei ist zu beachten, dass im Zustand nicht das Merkmal
kodiert ist. Der Zustand 2 des Merkmals 1 ist also etwas vollig anderes als der
Zustand 2 des Merkmals 2.

In der binédren Phylogenie hatten wir zunéchst nur angenommen, dass Zustandsiiber-
ginge der Form 0 — 1 auftreten. Spéter haben wir ohne Beweis erwéhnt, dass es
moglich ist Zustandsiibergéinge in beide Richtungen zuzulassen. Im allgemeinen Fall
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XN X

Abbildung 2.9: Skizze: Mogliche Zustandsiibergdngsdiagramme

konnen die Zustandsiibergéinge auch gewissen Einschriankungen unterliegen. Meis-
tens werden mogliche Ubergéinge in einen Diagramm, wie in Abbildung 2.9 dar-
gestellt. Hier sind beispielsweise alle Uberginge moglich (wie im ersten Diagramm
von links), die Ubergénge bilden eine lineare Ordnung (wie im zweiten Diagramm),
die Ubergénge bilden ein partielle Ordnung (wie im dritten Diagramm), oder die
Ubergénge sind ohne weitere Struktur (wie im vierten Diagramm). Im Folgenden
wollen wir annehmen, dass zwischen den Zustinden alle Ubergéinge méoglich sind.
Wir schrénken nur ein, dass jeder Zustand nur einmal in der Evolution neu generiert
wird. Dies fiihrt zur folgenden Definition den allgemeinen perfekten Phylogenie.

PERFEKTE PHYLOGENIE

Eingabe: Eine n x m-Merkmalsmatrix M mit Eintrdgen aus [1 : r].

Gesucht: Ein ungewurzelter phylogenetischer Baum T fiir M, so dass alle Knoten
mit Zustand j € [1 : r] des Merkmals ¢ € [1 : m] einen Teilbaum von T
bilden.

Ein Beispiel eines solchen phylogenetischen Baumes zu einer perfekten Phylogenie
ist in der folgenden Abbildung 2.10 angegeben. Hierbei bezeichen wir der Uber-

yrx
D E

Abbildung 2.10: Beispiel: Phylogenetischer Baum mit mehrwertigen Merkmalen
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Ci C2 C3
Alx 2z =z
Blzx y =z
Cly 2z «x
Diy x y
Ely = «x
Flx 2z «x

Abbildung 2.11: Beispiel: Merkmalsmatrix des phylogenetischen Baumes

sichtlichkeit die Zustdnde der verschiedenen Merkmale einfach mit z, y und z. Die
Merkmalsmatrix fiir diesen Baum ist in der Tabelle in Abbildung 2.11 angegeben.

Diesen Baum koénnen wir auch etwas anders darstellen, indem wir den Baum durch
die Teilbaume darstellen, in denen sich ein Merkmal in einem festen Zustand befin-
det. Dies ist fiir den phylogenetischen Baum aus Abbildung 2.10 in Abbildung 2.12
dargestellt. Der Ubersichtlichkeit haben wir hier die Zustdnde mit dem Merkmal

T

Z3

Abbildung 2.12: Beispiel: Phylogenetischer Baum mit Merkmalen als Pfade

indiziert, zu dem sie gehoren. Gleichzeitig wurden die drei verschiedenen Merkmale
auch noch farbig unterschienden.

Ziel wird es also sein, einen Baum zu rekonstruieren, wie beispielsweise in Abbil-
dung 2.12 angegeben. Zu so dargestellten Béumen (als Menge von Teilbdumen)
kénnen wir einen anderen Graphen definieren, der uns im Folgenden hilfreich sein
wird.
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Definition 2.6 Sei T' = (W, F') ein Baum und T = {11,...,Ty} eine Multimenge
von Teilbdumen von T. T heifit Baumdarstellung des Graphen G = (V, E) mit

o V=[1:0=2T,;

e« BE={{i,j} : V(Z)NV(T}) #0}.

FEin Graph heifit Durchschnittsgraph von Baumen (bzw. tree intersection graph),
wenn er eine Baumdarstellung besitzt.

Wenn wir einen phylogenetischen Baum in einer Baumdarstellung haben, dann sind
im zugeordneten Durchschnittsgraph von diesen Biumen die Knoten gerade die
verschiedenen Zustidnde der vorhandenen Merkmale.

Fiir die in Abbildung 2.12 angegebene Baumdarstellung ist der zugehorige Durch-
schnittsgraph von Badumen in Abbildung 2.13 angegeben.

Abbildung 2.13: Beispiel: zugehoriger Durchschnittsgraph von Baumen

Welchen Vorteil hat diese Darstellung? Wir kénnen versuchen aus der gegebenen
Merkmalsmatrix den Durchschnittsgraphen von Badumen zu rekonstruieren. Wenn es
eine Zuordnung zur Baumdarstellung gibt, haben wir einen phylogenetischen Baum
rekonstruiert. Diese Idee werden wir im Folgenden weiter verfolgen. Zunéchst geben
wir noch eine Charakterisierung von Durchschnittsgraphen von Bidumen an, die fiir
uns hilfreich sein wird. Dazu bendétigen wir erst noch die Definition eines chordalen
Graphen.

Definition 2.7 Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Graph G' = (V', E") heif$t Teilgraph,
bezeichnet mit G' C G, wenn V' CV und E' C E.

Fiir eine Knotenmenge V' C V' bezeichnet G[V'] = (V', E') den induzierten Teil-
graph, wenn G[V'] ein Teilgraph von G ist und wenn E' = E N (‘;)
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Definition 2.8 Fin Graph G = (V, E) heifit chordal oder trianguliert, wenn fir
jeden einfachen Kreis C C G mit |V(C)| > 4 gilt, dass |E(G[V(C)])| > |E(C)| ist.

Anschaulich bedeutet die obige Definition, dass mit jedem Kreis, der ein Teilgraph
ist, auch eine Sehne (engl. chord) des Kreises im Graphen enthalten sein muss.

Iteriert man diese Beschreibung, so folgt, dass Kreise ohne Sehnen Dreiecke sein
miissen und der Graph dann quasi aus Dreiecken bestehen muss, also trianguliert sein
muss. Anders interpretiert bedeutet dies, das jeder induzierte Kreis eines chordalen
Graphen ein Dreieck sein muss. Daher stammt auch der Name triangulierter Graph.

Fiir den eigentlichen fundamentalen Satz fehlt uns noch eine weitere Definition (Zur
Erinnerung: Cliquen hatten wir in Definition 1.76 auf Seite 77 definiert.)

Definition 2.9 Sei G = (V, E) ein Graph. Fine Baumzerlegung in Cliquen von G
ist ein Baum T = (W, F') mit

o C €W genau dann, wenn C' eine Clique in G ist;

o fiir jedes v € V ist der induzierte Teilgraph T|C,] mit C, = {C € W : v € C}
etn Baum.

Anschaulich bedeutet dies, dass man den Graphen durch Aufzéhlung seiner Cliquen
beschreiben kann. Damit sind alle Knoten und Kanten (eben die in den Cliquen)
beschrieben. Dariiber hinaus besitzen die einzelnen Knoten in den Cliquen noch
eine baumartige Struktur. Letztendlich versucht man bei einer Baumzerlegung in
Cliquen, die in dem Graphen vorhandene Baumstruktur zu extrahieren.

Wir geben in in Abbildung 2.14 noch die Baumzerlegung in Cliquen fiir den Gra-
phen aus Abbildung 2.13 an, wobei die vier Cliquen hierbei {z1, yo, 23}, {1, 22, 23},

{y1, 22, 23} und {y1, z2, y3} sind.

Abbildung 2.14: Beispiel: Baumzerlegung in Cliquen

Nun kommen wir fiir uns zu der zentralen Charakterisierung von Durchschnittgra-
phen von Béumen (die ja als phylogenetische Béaume einer perfekten Phylogenie bei
uns im Mittelpunkt des Interesses stehen).
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Theorem 2.10 Sei G = (V, E) ein Graph, dann sind folgende Aussagen dquivalent:
i) G ist chordal.

ii) G ist ein Durchschnittsgraph von Bdumen.

ii1) G besitzt eine Baumzerlegung in Cliquen.

Bevor wir zum Beweis diese Satzes kommen, benotigen wir noch einige Definitionen
und Lemmata.

Definition 2.11 Sei G = (V, E) ein Graph und a,b € V mit {a,b} ¢ E. Ein
Knoten-Separator (oder kurz Separator), der a und b trennt, ist eine Knotenmenge
S C V\{a,b} mit der Eigenschaft, dass a und b in G[V'\ S] nicht durch einen Pfad
verbunden sind.

Damit konnen wir das folgende fundamentale Lemma formulieren.

Lemma 2.12 Fin Graph G = (V, E) ist genau dann chordal, wenn fir beliebige
a,b €V mit {a,b} ¢ E jeder inklusionsminimaler Knoten-Separator S C V '\ {a, b},
der a und b trennt, ein vollstindiger Teilgraph von G ist.

Beweis: =>: Sei S ein inklusionsminimaler Knoten-Separator fiir ¢ und b mit
{a,b} ¢ E(G). Sei weiter V, bzw. V}, die Zusammenhangskomponenten von G[V'\ 5]
mit a € V, bzw. b € V. Seien weiter z,y € S und seien P, = (x,a1,...am,Y)
bzw. P, = (y,by,...,b,, x) zwei jeweils kiirzeste Pfade in V, bzw. V}, die x mit y
verbinden. Dann ist C' := P, - P, ein Kreis. Da G chordal ist, muss C eine Sehne
enthalten. Diese Sehne kann nicht {a;, a;} bzw. {b;, b;} sein, da dies der Minimalitét
der Pfadldngen von P, bzw. B, widerspricht. Da S ein Separator ist, kann {a;,b;}
auch keine Sehne sein. Also muss {x,y} die geforderte Sehen sein. Somit sind zwei
beliebige Knoten z,y € S adjazent.

<: Sei C = (a,z,b,91,...,Ym) fiir m > 1 ein Kreis der Lénge mindestens 4
in G. Ist {a,b} € E(G), dann ist nichts zu zeigen. Sei also {a,b} ¢ FE(G) und S
ein inklusionsminimaler Knoten-Separator fiir ¢ und b. Dann ist nach Definition
{z,y;} C S fiir ein ¢ € [1 : m]. Nach Voraussetzung ist dann {x,y;} € E(G). Somit
enthélt jeder Kreis eine Sehne und der Graph ist chordal. [

Kommen wir nun zu einer weiteren wichtigen Definition.
Definition 2.13 Fin Knoten v € V(G) eines Graphen G heifit simplizial, wenn

N(v) ein vollstindiger Teilgraph von G ist, wobei N(v) = {w eV : {v,w} € E}
die Nachbarschaft von v bezeichnet.
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Das folgende Lemma wird zentral fiir den Beweis unseres Satzes sein.

Lemma 2.14 Jeder chordale Graph besitzt mindestens einen simplizialen Knoten.
Jeder nicht vollstandige chordale Graph besitzt mindestens zwei nicht adjazente sim-
pliziale Knoten.

Beweis: Wir beweisen den Satz durch Induktion nach der Knotenanzahl n = |V/|.

Induktionsanfang (n = 1): Dann ist der Graph vollstéindig und die Behauptung
ist trivialerweise erfiillt.

Induktionsschritt (— n): Ist G ein vollstindiger Graph, so ist jeder Knoten
simplizial.

Sei also G ein unvollsténdiger Graph und seien daher x,y € V mit {z,y} ¢ E. Sei
weiter S ein inklusionsminimaler Separator, der x und y trennt. Da G chordal ist,
ist nach dem vorherigen Lemma G[S] vollstandig. In G[V \ S] seien X, Y C V' \ S
die Zusammenhangskomponenten, die z bzw. y enthalten.

Sei zuerst G[X U S] vollstédndig. Dann ist jeder Knoten aus aus X U S simplizial
in G[X U S]. Also gibt es insbesondere einen Knoten 2’ € X der simplizial im
Graphen G[X U S] ist. Da im Graphen G nach Eigenschaft des Separators S gilt,
dass N(2') C X U S, ist 2’ auch simplizial in G.

Andernfalls ist G[X U S] kein vollstandiger Graph. Da |Y| > 1 ist, gilt [ X US| < |V
und somit gilt nach Induktionsvoraussetzung, dass G[X U S] zwei nichtadjazente
simpliziale Knoten 2/, 2" € X U S besitzt. Da nach dem vorherigen Lemma G[S] ein
vollstandiger Teilgraph von G ist, muss also zumindest ' € X gelten. Analog konnen
wir einen simplizialen Knoten ¢’ € Y finden. Da N(2') C X US bzw. N(y') CYUS
gilt, sind 2’ und y" nichtadjazent. ]

Mit Hilfe dieser Lemmata konnen wir nun den zentralen Satz 2.10 beweisen.

Beweis von Theorem 2.10: Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall, dass G
zusammenhéngend ist, ansonsten werden die Zusammenhangskomponenten einzeln
betrachtet. Anschliefend muss man nur die Baume der Baumdarstellung bzw. Baum-
zerlegung mit zusétzlichen Kanten jeweils zu einem Baum verbinden

141) = 41): Der Baum T' der Baumzerlegung wird als Baum fiir die Baumdarstellung
verwendet. Fiir jeden Knoten des Graphen GG werden alle Knoten des Baumes in den
Teilbaum aufgenommen, deren Clique den entsprechenden Knoten enthélt. Aufgrund
der Baumzerlegung erhalten wir tatséchlich Teilbdume. Zwei Knoten des zugehorigen
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Graphen sind ja genau dann adjazent, wenn sie in einer Clique enthalten sind und
somit iiberlappen sich genau dann die zugehorigen Teilbdume.

Formal kann man aus der Baumzerlegung in Cliquen 7' = (W, F’) von G eine Baum-
darstellung wie folgt definieren. Der Gesamtbaum ist 7" und zu jedem Knoten v € V
ist der zugeordnete Teilbaum gerade T'[C, ], wobei wieder C, = {C € W : v € C'}
ist.

it) = 4): Wir betrachten einen Kreis C' = {vy,...,v;} der Linge k > 4 im
Graphen und die zugehorigen Teilbdume {T;,, ..., T;, } in der Baumdarstellung. Wir
Wurzeln den Baum der Baumdarstellung beliebig und nehmen ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit an, dass wir bei einer Tiefensuche zuerst auf den Teilbaum T;,
treffen. Die geméf des Kreises mit diesen Baum benachbarten Teilbdume seien T;,
und T},. Uberlappen sich T}, und T}, , so haben wir die gesuchte Sehne gefunden.

k?

Seien also T}, und 7;, in T disjunkt. Dann sind 7;, und 7;, durch einen einfachen
Pfad verbunden, der keinen Knoten aus 7, und 7;, enthilt und vollstdndig innerhalb
von T;,, und somit auch 7', verlduft.

Um den Kreis zwischen 7;, und T;, durch iiberlappende Teilbdume schlieSen zu
kénnen, muss einer der Teilbdume, die zum Kreis C' korrespondieren, sich aufgrund
der Baumstruktur mit 7}, iiberlappen und wir erhalten die gewiinschte Sehne.

1) = 411): Wir fiihren den Beweis durch Induktion tiber n = |V
Induktionsanfang (n = 1): Die Aussage ist trivial.

Induktionsschritt (n — n+1): Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender chorda-
ler Graph auf n + 1 Knoten. Wir wéhlen jetzt einen simplizialen Knoten v € V' aus.
Da v simplizial ist, muss N(v) ein vollstdndiger Teilgraph von G sein. Dann muss
G’ = G[V \ {v}] zusammenhéngend sein. Nach Induktionsvoraussetzung existiert
fiir G’ eine Baumzerlegung 7" in Cliquen.

Ist N(v) eine Clique in G’, dann ist N(v) keine Clique in G, aber N(v)U{v} ist eine
Clique in G. Wir ersetzen in 7" den Knoten N(v) durch N(v) U {v} und erhalten
somit die Baumzerlegung in Cliquen fiir G.

Ist N(v) eine echte Teilmenge einer Clique C' in G’, dann sind sowohl C' als auch
N(v)U{v} Cliquen in G. Wir erweitern 7" um den Knoten N (v)U{v} und verbinden
ihn mit dem Knoten C' in T und wir erhalten somit die Baumzerlegung in Cliquen
T'=(WU{N(v)U{v}}, FU{N(v) U{v},C}) fur G. |

Somit miissen wir aus der gegeben Merkmalsmatrix nur noch einen chordalen Gra-
phen definieren. Aus diesem koénnen wir nach dem Satz eine Baumzerlegung in Cli-
quen konstruieren, die den gesuchten phylogenetischen Baum liefert. Dieser Graph
wird der so genannte State-Intersection-Graph sein.
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Definition 2.15 Sei M eine nxm-Merkmalsmatriz M mit r Zustdnden. Der State-
Intersection-Graph G(M) = (V, E) ist wie folgt definiert:

o V={(,k):jel:m]kell:r]}
o E={{(j,k),(5,K)} : Fiel:n|: M@u,j)=kAM(@G7 )=Fk}.

Im Folgenden werden isolierte Knoten im State-Intersection-Graph nicht beriicksich-
tigt, da diese keine Rolle spielen und auch an der Triangulierung des Graphen nichts
andern.

In Abbildung 2.15 ist der State-Intersection-Graph fiir die Merkmalsmatrix unse-

res Eingangsbeispiels fiir einen phylogenetischen Baum angegeben, wobei (7, k)=k;.
Beispielsweise ist der isolierte Knoten (1, z)=z; dort nicht angegeben.

C1 Co C3

Alxy 2o 23
Blxri yo 23
Clyr 2z w3
Dy w2 y3
Ely x2 w3
Flx 2z z3

Abbildung 2.15: Beispiel: State-Intersection-Graph

In der Regel sind im State-Intersection-Graphen der Merkmalsmatrix nicht alle Kan-
ten des Durchschnittsgraphen des zugehorigen phylogenetischen Baumes vorhanden.
Somit muss der State-Intersection-Graphen der Merkmalsmatrix zunéchst erst noch
trianguliert werden. Dabei ist zu beachten, dass es keine Kanten zwischen verschiede-
nen Zustdnden eines Merkmals geben darf, da sich diese im phylogenetischen Baum
ja auch nicht iiberlappen konnen: In einem Knoten des phylogenetischen Baumes
besitzt jedes Merkmal ja auch immer nur einen und nicht mehrere Zustédnde.

Somit ist der gegebene Eingabegraph, der State-Intersection-Graph der Merkmals-
matrix, gefarbt: Knoten, die verschiedene Zusténde desselben Merkmals darstellen,
sind in derselben Farbe gefarbt. Fiir die Definition einer zuldssigen Farbung ver-
weisen wir auf Definition 1.67 auf Seite 71). Die Anzahl der Farben entspricht also
genau der Anzahl der Merkmale. Daher geben wir erst noch folgende Definitionen
an.
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Definition 2.16 Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Graph G' = (V, E') O G heifst eine
Triangulierung von G, wenn G’ trianguliert ist.

Definition 2.17 Sei G' ein Graph und c eine zuldssige Farbung fir G. G heif§t c-
triangulierbar, wenn G eine Triangulierung G’ besitzt und ¢ auch fir G' eine zulds-
sige Fdrbung ist.

Aus diesen Uberlegungen und dem vorherigen Satz folgt unmittelbar der folgende
Satz.

Theorem 2.18 FEine n X m-Merkmalsmatrix M besitzt genau dann einen phylo-
genetischen Baum, wenn der zugehorige State-Intersection-Graph G(M) mit seiner
zuldssigen Farbung ¢ auch c-triangulierbar ist.

Leider ist das Problem der c-Triangulierbarkeit im Allgemeinen ein A/P-hartes Pro-
blem. Somit konnen wir im Allgemeinen nicht auf eine effiziente Losung fiir die
perfekte Phylogenie hoffen. Fiir feste Parameter m oder r gibt es wiederum fixed-
parameter-solutions. Eine Ubersicht der Komplexitiiten fiir die verschiedenen Vari-

‘ H m<3 ‘ m fest ‘ m beliebig ‘
r=2 O(nm)
r=3 O(min{nm? n*m})
r=4 O(min{nm? n*m})
r fest O(2% m?n)
rbel. || O(n) | O((rm)™ ! + nm?) NPC

Abbildung 2.16: Ubersicht: Komplexitit perfekter Phylogenie

anten ist in Abbildung 2.16 angegeben. Im folgenden Abschnitt werden auf die per-
fekte Phylogenie mit zwei Zustdnden noch genauer eingehen. Fiir Details verweisen
wir fiir m = 3 auf die Originalarbeit von Kannan und Warnow aus dem Jahre 1992,
fiir r € {3,4} auf die Originalarbeit von Kannan und Warnow aus dem Jahre 1994,
fiir festes r auf die Arbeit von Kannan und Warnow aus dem Jahre 1997, und fiir
festes m auf die Arbeit von McMorris, Warnow und Wimer.

Fiir den allgemeinen Fall kehren wir noch einmal zu unserem Beispiel zuriick. Der
State-Intersection-Graph unserer Merkmalsmatrix in Abbildung 2.15 ist bereits c¢-
trianguliert. Wie man leicht sieht, bestehen alle Cliquen dieses Graphen aus je drei
Knoten. Es gilt allgemein, dass jedes Taxon im State-Intersection-Graph eine m-
Clique induziert. Allerdings muss nicht jeder triangulierte State-Intersection-Graph
nur m-Cliquen enthalten, er kann auch kleinere enthalten
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Abbildung 2.17: Beispiel: Baumzerlegung in Cliquen des c-triangulierten State-
Intersection-Graphen

Die Baumzerlegung in Cliquen des State-Intersection-Graphen kann, wie in Abbil-
dung 2.17 angegeben, leicht konstruiert werden. Aus dieser Baumzerlegung in Cli-
quen erhalten wir unmittelbar die Baumzerlegung, wie in Abbildung 2.18 links ange-
geben.

® —®
— O

O—®

Abbildung 2.18: Beispiel: Baumdarstellung des c-triangulierten State-Intersection-
Graphen

Wir haben hier bereits den zugehorigen phylogenetischen Baum angegeben, wobei
wir das Zustandstripel durch das zugehorige Taxon angegeben haben, sofern mog-
lich (hier im Beispiel entspricht jeder Knoten einem Taxon, was in der Regel nicht
der Fall sein muss). Wir haben jetzt hier definitionswidrig einen phylogenetischen
Baum konstruiert, in dem auch die inneren Knoten mit Taxa markiert sind. Um nun
einen phylogenetischen Baum gemé&fl der Definition zu erhalten, werden die Taxa,
die innere Knoten markieren, in daran adjazente Blétter ausgelagert, wie im rechten
Teil von Abbildung 2.18 zu sehen ist. Es sei dem Leser iiberlassen zu verifizieren,
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dass der rekonstruierte phylogenetische Baum in Abbildung 2.18 rechts isomorph
zum urspriinglichen phylogenetischen Bild in Abbildung 2.10 auf Seite 98 ist.

Wir wollen jetzt noch ein zweites Beispiel betrachten. In Abbildung 2.19 ist rechts
der State-Intersection-Graph fiir die links angegebene Merkmalsmatrix angegeben.
In diesem Beispiel muss also noch die Kante {xq, z3} zur Triangulierung eingezogen
werden. Die Kante {x1,3;} wiirde zwar auch zu einer Triangulierung des State-
Intersection-Graphen fiihren, jedoch wiirde die Féarbung, die durch die Merkmale
induziert wird, dabei zerstort.

i C2 C3

Alz x ys
Blxr y» w3
Cly z2 23
D |y 2 3

Abbildung 2.19: Beispiel: State-Intersection-Graph

Auch hier erkennt man nach der Triangulierung, dass alle Cliquen des triangulierten
State-Intersection-Graphen aus jeweils drei Knoten bestehen. Somit ergibt sich die
Baumgzerlegung in Cliquen, die links in Abbildung 2.20 angegeben ist. Vergleicht
man die Merkmale der einzelnen Knoten mit der urspriinglichen Merkmalsmatrix,
so erhdlt man sofort den zugehorigen phylogenetischen Baum, der rechts in der
Abbildung 2.20 angegeben ist.

T1T9T3

Y1223

Abbildung 2.20: Beispiel: Baumzerlegung in Cliquen und zugehoriger phylogeneti-
scher Baum
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2.2.4 Perfekte Phylogenien mit zwei Merkmalen (+)

Nun betrachten wir noch den Spezialfall, dass die Merkmalsmatrix nur zwei verschie-
dene Merkmale besitzt, die aber jeweils beliebig viele Zustéinde annehmen diirfen.

Theorem 2.19 Eine n x 2-Merkmalsmatriz M besitzt genau dann eine perfekte
Phylogenie, wenn der zugehdrige State-Intersection Graph G(M) azyklisch ist.

Beweis: <=: Wenn der State-Intersection-Graph einer n x 2-Merkmalsmatrix azy-
klisch ist, dann handelt es sich um einen Wald und dieser ist bereits trianguliert. Da
ein Wald offensichtlich ein bipartiter Graph ist, ist dieser bereits auch schon zuléssig
auch 2-gefirbt. Mit dem Satz 2.18 folgt die Behauptung.

=: Mit Satz 2.18 folgt sofort, dass der zugehorige State-Intersection-Graph eine
2-Triangulierung besitzt. Somit ist dieser State-Intersection-Graph ein bipartiter
Graph.

Wir betrachten jetzt einen kiirzesten Kreis der Lange k£ > 4 in einem solchen bipar-
titen Graphen, der eine gerade Lénge haben muss. Da der Graph ja chordal ist,
muss dieser Graph eine Sehne dieses Kreises enthalten. Die Endpunkte miissen eine
unterschiedliche Farbe besitzen, da die Farbung des Graphen ja nach Voraussetzung
eine 2-Féarbung ist (somit kann der Kreis nicht die Lénge 4 haben). Dann kénnen wir
den Kreis jedoch an dieser Kante in zwei Kreise der Lange r und s mit r+s = k42
aufteilen. Somit muss mindestens einer der beiden Kreise eine Lénge kiirzer als k
besitzen, was unserer Annahme widerspricht. [

Somit konnen wir einfach einen Algorithmus zur Konstruktion einer perfekten Phylo-
genie fiir zwei Merkmale angeben, das sich Azyklitdt von Graphen in Zeit O(|V(G)])
testen lasst. Fiir einen azyklischen Graphen G = (V, E) gilt, dass |E| < |V ist. Somit
konnen wir bei Graphen mit mindestens |V| Kanten sofort sagen, dass er nicht azy-
klisch ist. Ansonsten kénnen wir mit Hilfe einer Tiefen- oder Breitensuche in linearer
Zeit feststellen, ob der Graph azyklisch ist.

Ist der Graph azyklisch, so ist er trivialerweise trianguliert und wir konnen geméfl
dem Beweis von Satz 2.10 sofort eine Baumzerlegung in Cliquen (das sind hier 2-
Cliquen, also die Kanten des Waldes) konstruieren und somit gleichzeitig die Baum-
darstellung des Graphen angeben, die ja genau dem gesuchten phylogenetischen
Baum entspricht.

Theorem 2.20 Eine perfekte Phylogenie fiir eine n x 2-Merkmalsmatrix kann in
Zeit O(n) bestimmt werden, sofern tiberhaupt eine existiert.
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2.2.5 Minimale Anzahl von Zustianden perfekter Phylogenien

Am Ende dieses Abschnitts wollen wir noch festhalten, dass sich jeder binédre phylo-
genetische Baum mathematisch durch 5 verschiedene Merkmale eindeutig beschrei-
ben lasst.

Theorem 2.21 Jeder (bindre) phylogenetische Baum lisst sich durch eine n X 5-
Merkmalsmatrix eindeutig beschreiben.

Fiir den Beweis verweisen wir auf die Originalarbeit von Semple und Steel. Wir
merken hier nur noch an, dass dabei die Anzahl der Zustédnde sehr grofi werden
kann. Daraus folgt natiirlich nicht, dass sich jeder evolutiondre Baum aus der Bio-
logie aus 5 verschiedenen Merkmalen rekonstruieren lasst (insbesondere dann nicht,
wenn die Anzahl der Zustdnde sehr klein ist). Da es jedoch mathematisch prinzipiell
moglich ist, besteht die Hoffnung, dass es prinzipiell moglich ist, dass man evolu-
tiondre Bédume aus wenigen Merkmalen mit vielen verschiedenen Zustédnden (also
beispielsweise langeren DNS-Sequenzen) rekonstruieren kann.

Mittlerweile gibt es noch eine Verbesserung, die besagt, dass 4 Merkmale ausreichen.
Man kann sich auch iiberlegen, dass 3 Merkmale zu wenig sind. Fiir Details verweisen
wir auf die Originalliteratur von Huber, Moulton und Steel.

Theorem 2.22 Jeder (bindre) phylogenetische Baum lisst sich durch eine n x 4-
Merkmalsmatrix eindeutig beschreiben.

2.3 Ultrametriken und ultrametrische Baume

Wir wollen uns nun mit distanzbasierten Methoden beschéftigen. Dazu stellen wir
zuerst einige schone und einfache Charakterisierungen vor, ob eine gegebene Distanz-
matrix einen phylogenetischen Baum besitzt oder nicht.

2.3.1 Metriken und Ultrametriken

Zuerst miissen wir noch ein paar Eigenschaften von Distanzen wiederholen und einige
hier niitzliche zusétzliche Definitionen angeben. Zuerst wiederholen wir die Defini-
tion einer Metrik.
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Definition 2.23 Eine Funktion d : M? — R, heifst Metrik auf M, wenn gilt:
(M1) Y,y € M : d(z,y) =0 < x =1y (Definitheit),
(M2) Nx,y € M : d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie),

(M3) Nz,y,z € M : d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung).

Im Folgenden werden wir auch die folgende verschérfte Variante der Dreiecksunglei-
chung benotigen.

Definition 2.24 Fine Metrik d auf M heifit Ultrametrik, wenn zusdtzlich die so
genannte ultrametrische Dreiecksungleichung gilt:
Vr,y,z € M : d(x,z) < max{d(z,y),d(y,2)}.

Eine andere Charakterisierung der ultrametrischen Ungleichung wird uns im Folgen-
den aus beweistechnischen Griinden niitzlich sein.

Lemma 2.25 Sei d eine Ultrametrik auf M. Dann sind fir alle x,y,z € M die
beiden grofiten Zahlen aus d(x,y), d(y, z) und d(x, z) gleich.

Beweis: Es gilt also die ultrametrische Dreiecksungleichung fiir alle x,y, z € M:

d(x,z) < max{d(z,y),d(y, z)}.

Ist d(z,y) = d(y, z), dann ist nichts zu zeigen.

Sei nun also d(x,y) < d(y, z). Dann ist auch d(z,2) < d(y, z). Aufgrund der ultra-
metrischen Ungleichung gilt ebenfalls:

d(y, =) < max{d(y, z), d(z, 2)} = d(x, 2).
Die Gleichung in der letzten Ungleichung folgt aus der oben gemachten Annahme,
dass d(y,z) > d(y,z). Zusammen gilt also d(z,z) < d(y,z) < d(x,z). Also gilt
d(z,z) = d(y, 2) > d(z,y).

Der Fall d(z,y) < d(y, z) ist analog und das Lemma ist bewiesen. |

Nun zeigen wir auch noch die umgekehrte Richtung.
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Lemma 2.26 Sei d : M?* — R, , wobei fiir alle x,y € M genau dann d(z,y) = 0
qilt, wenn v = y. Weiter gelte, dass fir alle x,y,z € M die beiden gréfiten Zahlen
aus d(z,y), d(y, z) und d(z, z) gleich sind. Dann ist d eine Ultrametrik.

Beweis: Die Definitheit (M1) gilt nach Voraussetzung.

Fiir die Symmetrie (M2) betrachten wir beliebige x,y € M. Aus der Voraussetzung
folgt mit z = x, dass von d(x,y), d(y,z) und d(z, x) die beiden groBten Werte gleich
sind. Da nach Voraussetzung d(x, x) = 0 sowie d(x,y) > 0 und d(y, z) > 0 gilt, folgt,
dass d(x,y) und d(y, =) die beiden grofiten Werte sind und somit nach Voraussetzung
gleich sein miissen. Also gilt d(z,y) = d(y, x) fir alle z,y € M und die Symmetrie
ist gezeigt.

Fiir die ultrametrische Dreiecksungleichung ist Folgendes zu zeigen:
Vo, y,z € M : d(z,z) < max{d(z,y),d(y,2)}.

Wir unterscheiden drei Félle, je nachdem, welche beiden Werte der drei Distanzen
die grofiten sind und somit nach Voraussetzung gleich sind.

Fall 1 (d(z,2) < d(x,y) = d(y, 2)): Die Behauptung ldsst sich sofort verifizie-
ren.

Fall 2 (d(y,z) < d(x,y) = d(x, 2)): Die Behauptung ldsst sich sofort verifizie-
ren.

Fall 3 (d(z,y) < d(x,z) = d(y, 2)): Die Behauptung ldsst sich sofort verifizie-
ren.

Damit ist der Beweis abgeschlossen. [

Da die beiden Lemmata bewiesen haben, dass in einer Ultrametrik von drei Abstéan-
den zwischen drei Punkten die beiden groiten gleich sind, nennt man diese Eigen-
schaft auch 3-Punkte-Bedingung.

2.3.2 Ultrametrische Baume

Zunéchst einmal definieren wir spezielle evolutiondre Baume, fiir die sich, wie wir
sehen werden, sehr effizient die gewiinschten Baume konstruieren lassen. Zuerst defi-
nieren wir hierfiir noch so genannte Distanzmatrizen, aus denen wir im Folgenden
die evolutiondren Bdumen konstruieren wollen.
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Definition 2.27 Sei D = (d;;) eine symmetrische n x n-Matriz mit d;; = 0 und
d;; > 0 fir alle i,5 € [1:n]. Dann heifft D eine Distanzmatrix.

Bevor wir nun die speziellen evolutiondren Baume definieren kénnen, benétigen wir
noch den Begriff des niedrigsten gemeinsamen Vorfahren von zwei Knoten in einem
Baum.

Definition 2.28 Sei T' = (V, E) ein gewurzelter Baum und seien v,w € V zwei
Knoten von T. Der niedrigste gemeinsame Vorfahr von v und w, bezeichnet mit
lca(v, w) (engl. lowest common ancestor, auch least common ancestor oder nearest
common ancestor ), ist der Knoten u € V, so dass u sowohl ein Vorfahr von v als
auch von w ist und es keinen echten Nachfahren von u gibt, der ebenfalls ein Vorfahr
von v und w 1st.

Mit Hilfe des Begriffs des niedrigsten gemeinsamen Vorfahren kénnen wir jetzt ultra-
metrische Baume definieren.

Definition 2.29 Sei D eine n x n-Distanzmatriz. Ein (strenger) ultrametrischer
Baum T fiir D ist ein Baum T = T(D) mat

1. T besitzt n Blitter, die bijektiv mit [1 : n] markiert sind;

2. Jeder innere Knoten von T besitzt mindestens 2 Kinder, die mit Werten aus
D markiert sind;

3. Entlang eines jeden Pfades von der Wurzel von T zu einem Blatt ist die Folge
der Markierungen an den inneren Knoten (streng) monoton fallend;

4. Fiir je zwei Bldtter © und j von T" ist die Markierung des niedrigsten gemein-
samen Vorfahren gleich d;;.

Besitzt D einen (streng) ultrametrischen Baum, so heiffit D auch (streng) ultrame-
trisch.

In Folgenden werden wir hauptséchlich strenge ultrametrische Baume betrachten.
Wir werden jedoch der Einfachheit wegen immer von ultrametrischen Badume spre-
chen. In Abbildung 2.21 ist ein Beispiel fiir eine 6 x 6-Matrix angegeben, die einen
ultrametrischen Baum besitzt.

Wir wollen an dieser Stelle noch einige Bemerkungen zu ultrametrischen Badumen
festhalten.

Version 5.48 Fassung vom 1. August 2018



114 Kapitel 2. Phylogenetische Baume

N

T

lca(1,4) ~ 7 lca(3,6) ~ 6

D|1 2 3 4 5 6 ; |
110 7 6 7 7 3

2 07 4 4 7 3/\32/11\5
3 07 76 6/\1T T
4 0 4 7

D 0 7

6 0

Abbildung 2.21: Beispiel: ultrametrischer Baum

e Nicht jede Matrix D besitzt einen ultrametrischen Baum. Dies folgt aus der
Tatsache, dass jeder Baum, in dem jeder innere Knoten mindestens zwei Kinder
besitzt, maximal n — 1 innere Knoten besitzen kann. Dies gilt daher insbeson-
dere fiir ultrametrische Béume. Also konnen in Matrizen, die einen ultrame-
trischen Baum besitzen, nur n — 1 von Null verschiedene Werte auftreten.

e Der Baum 7'(D) fiir D heifit auch kompakte Darstellung von D, da sich eine
Matrix mit n? Eintrigen durch einen Baum der Gréfie O(n) darstellen lisst.

e Die Markierung an den inneren Knoten konnen als Zeitspanne in die Vergan-
genheit interpretiert werden. Vor diesem Zeitraum haben sich die Spezies, die
in verschiedenen Teilbdumen auftreten, auseinander entwickelt.

Unser Ziel wird es jetzt sein, festzustellen, ob eine gegebene Distanzmatrix einen
ultrametrischen Baum besitzt oder nicht. Zuerst einmal iiberlegen wir uns, dass es
es sehr viele gewurzelte Bdume mit n Bléattern gibt. Somit scheidet ein einfaches
Ausprobieren aller méglichen Baume aus.

Lemma 2.30 Die Anzahl der ungeordneten bindren gewurzelten Bdume mit n ver-
schieden markierten Bldttern betrdgt

H(% _3) (2n — 3)!

T2 (p—2)

Um ein besseres Gefiihl fiir dieses Anzahl zu bekommen, rechnet man leicht nach,

dass
n

[[2i-3)>@m-1>2

1=2

gilt. Eine bessere Abschétzung lésst sich natiirlich mit Hilfe der Stirlingschen Formel

bekommen: ©((22)"1).
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Beweis: Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion iiber n.

Induktionsanfang (n = 2): Hierfiir gilt die Formel offensichtlich, das es genau
einem Baum mit zwei markierten Bléttern gibt.

Induktionsanfang (n — 1 — n): Sei T ein ungeordneter binérer gewurzelter
Baum mit n Blattern. Der Einfachheit halber nehmen wir im Folgenden an, dass
unser Baum noch eine Superwurzel besitzt, deren einziges Kind die urspriingliche
Wurzel von T ist.

Wir entfernen jetzt das Blatt v mit der Markierung n. Der Elter w davon hat jetzt
nur noch ein Kind und wir entfernen es ebenfalls. Dazu wird das andere Kind von
w jetzt ein Kind des Elters von w (anstatt von w). Den so konstruierten Baum
nennen wir 77. Wir merken noch an, dass genau eine Kante eine ,Erinnerung“ an
das Entfernen von v und w hat. Falls w die Wurzel war, so bleibt die Superwurzel
im Baum und die Kante von der Superwurzel hat sich das Entfernen ,, gemerkt*.

Wir stellen fest, dass T” ein ungeordneter binérer gewurzelter Baum ist. Davon gibt
es nach Induktionsvoraussetzung [/, (2i — 3) viele. Darin kann an jeder Kante v
mit seinem Elter w entfernt worden sein.

Wie viele Kanten besitzt ein bindrer gewurzelter Baum mit n — 1 Bléttern? Ein
binérer gewurzelter Baum mit n — 1 Bléttern besitzt genau n — 2 innere Knoten plus
die von uns hinzugedachte Superwurzel. Somit besitzt der Baum

(n—1)4+Mn—-2)+1=2n-2

Knoten. Da in einem Baum die Anzahl der Kanten um eines niedriger ist als die
Anzahl der Knoten, besitzt unser Baum 2n—3 Kanten, die sich an einen Verlust eines
Blattes ,erinnern® konnen. Somit ist die Gesamtanzahl der ungeordneten binéren
gewurzelten Badume mit n Blédttern genau

n—1
(2n—3)- JJ2i—3)=]]@i-3)
=2 i
und der Induktionschluss ist vollzogen. [

Wir fiigen noch eine #hnliche Behauptung fiir die Anzahl ungewurzelter Baume an.
Der Beweis ist im Wesentlichen &hnlich zu dem vorherigen.

Lemma 2.31 Die Anzahl der ungewurzelten (freien) Bdume mit n verschieden
markierten Bldattern, deren innere Knoten jeweils den Grad 3 besitzen, betrdgt

n

, 2n — 5)!
H(21—5):m.

1=3
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Wiederum kann man mit der Stirlingschen Formel eine bessere Abschétzung erhal-
ten: ©((22)"2).

2.3.3 Charakterisierung ultrametrischer Baume

Bevor wir zu einer weitere Charakterisierung ultrametrischer Matrizen kommen,
benotigen wir noch eine kurze Definition, die Distanzmatrizen und Metriken in Bezie-
hung setzen.

Definition 2.32 Fine n x n-Distanzmatriz M induziert eine Metrik bzw. Ultrame-
trik auf [1 : n], wenn die Funktion d : [1 : n]* — Ry mit d(z,y) = M., eine Metrik
bzw. Ultrametrik auf M ist.

Wir geben jetzt eine weitere Charakterisierung ultrametrischer Matrizen an, deren
Beweis sogar einen effizienten Algorithmus zur Konstruktion ultrametrischer Baume
erlaubt.

Theorem 2.33 Fine n x n-Distanzmatriz D besitzt genau dann einen (strengen)
ultrametrischen Baum, wenn D eine Ultrametrik induziert.

Beweis: =>: Die Definitheit und Symmetrie folgt unmittelbar aus der Definition
einer Distanzmatrix. Wir miissen also nur noch die ultrametrische Dreiecksunglei-
chung zeigen:

V’i,j,k c [1 : n] : dij < max{dik,djk}.

Wir betrachten dazu den ultrametrischen Baum 7" = T'(D). Wir unterscheiden dazu
drei Félle in Abhéngigkeit, wie sich die niedrigsten gemeinsamen Vorfahren von i, j
und k zueinander verhalten. Sei dazu xz = lca(i, ), y = lca(i, k) und z = lca(y, k).
In einem Baum muss dabei gelten, dass mindestens zwei der drei Knoten identisch
sind. Die ersten beiden Fille sind in Abbildung 2.22 dargestellt.

di, = djp, > dyj di, = d;j > djy,

Abbildung 2.22: Skizze: Fall 1 und Fall 2
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Fall 1 (y = z # «): Damit folgt aus dem rechten Teil der Abbildung 2.22 sofort,
dass d(i,j) < d(i, k) = d(j, k).

Fall 2 (z = y # z): Damit folgt aus dem linken Teil der Abbildung 2.22 sofort,
dass d(j, k) < d(i, k) = d(i, j).

Fall 3 (x = z # y): Dieser Fall ist symmetrisch zu Fall 2 (einfaches Vertauschen
von ¢ und j).

Fall 4 (x = y = z): Aus der Abbildung 2.23 folgt auch hier, dass die ultrametrische
Dreiecksungleichung gilt, da alle drei Abstédnde gleich sind.

dik = d'ij = djk d d

/\ ik '
gk

i J ok

Abbildung 2.23: Skizze: Fall 4 und binére Neukonstruktion

Wenn man statt eines strengen ultrametrischen Baumes lieber einen bindren ultra-
metrischen Baum haben mochte, so kann man ihn beispielsweise wie im rechten Teil
der Abbildung 2.23 umbauen.

<: Wir betrachten zuerst die Abstédnde von Blatt 1 zu allen anderen Bléttern. Sei
also {dy,...,din} = {61,...,0}, d.h. §y,...,0, sind die paarweise verschiedenen
Absténde, die vom Blatt 1 aus auftreten. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
nehmen wir dabei an, dass 6; < - -+ < d;. Wir partitionieren dann [2 : n| wie folgt:

D;={te2:n] : dy=20}.

Es gilt dann offensichtlich [2 : n] = w¥_, D;. Wir bestimmen jetzt fiir die Mengen
D; rekursiv die entsprechenden ultrametrischen Baume T'(D;). Anschlielend kon-
struieren wir einen Pfad von der Wurzel zum Blatt 1 mit k& inneren Knoten, an die
die rekursiv konstruierten Teilbdume T'(D;) angehingt werden. Dies ist in Abbil-
dung 2.24 schematisch dargestellt.

Wir miissen jetzt nachpriifen, ob der konstruierte Baum ultrametrisch ist. Dazu
miissen wir zeigen, dass die Knotenmarkierungen auf einem Pfad von der Wurzel zu
einem Blatt streng monoton fallend sind und dass der Abstand von den Bléattern ¢
und j gerade die Markierung von lca(i, j) ist.
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T(Dy,)

T(Dy)
Abbildung 2.24: Skizze: Rekursive Konstruktion ultrametrischer Baume

Fiir den ersten Teil {iberlegen wir uns, dass die Monotonie der Knotenmarkierungen
sowohl auf dem Pfad von der Wurzel zu Blatt 1 gilt als auch auf allen Pfaden
innerhalb der Teilbdume T'(D;) von der jeweiligen Wurzel zu eine beliebigen Blatt
von T(D;). Wir miissen also nur noch die Verbindungspunkte von einem Konten
des Pfades von der Wurzel zum Blatt 1 zu jedem Teilbaum T'(D;) iiberpriifen. Dies
ist in Abbildung 2.25 illustriert. Hier sind = und y zwei Bléttern in T'(D;), deren
niedrigster gemeinsamer Vorfahre gerade die Wurzel von T'(D;) ist.

Abbildung 2.25: Skizze: Abstdnde von x und y und geforderte Monotonie

Wir miissen als zeigen, dass d,, < ¢; gilt. Es gilt zundchst aufgrund der ultrametri-
schen Dreiecksungleichung:

d:):y < maX{dlza dly} = dl:t = dly = 5@

Gilt jetzt d,y < d;, dann ist alles gezeigt. Andernfalls gilt 6,, = J; und wir werden
den Baum noch ein wenig umbauen, wie in der folgenden Abbildung 2.26 illustriert.
Dabei wird die Wurzel des Teilbaums 7'(D;) mit dem korrespondierenden Knoten

X1 T2 I3

Abbildung 2.26: Skizze: Umbau im Falle nicht-strenger Monotonie
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des Pfades von der Wurzel des Gesamtbaumes zum Blatt 1 miteinander identifiziert
und die Kante dazwischen geloscht. Damit haben wir die strenge Monotonie der
Knotenmarkierungen auf den Pfaden von der Wurzel zu den Bldttern nachgewiesen.

Es ist jetzt noch zu zeigen, dass die Absténde von zwei Bléttern z und y den Kno-
tenmarkierungen entsprechen. Innerhalb der Teilbdume T'(D;) gilt dies nach Kon-
struktion. Ebenfalls gilt dies nach Konstruktion fiir das Blatt 1 mit allen anderen
Blattern.

Wir miissen diese Eigenschaft nur noch nachweisen, wenn sich zwei Blétter in unter-
schiedlichen Teilbdumen befinden. Sei dazu z € V(T'(D;)) und y € V(T'(D;)), wobei
wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass d; > §; gilt. Dies ist in
der Abbildung 2.27 illustriert.

Abbildung 2.27: Skizze: Korrektheit der Absténde zweier Blétter in unterschiedlichen
rekursiv konstruierten Teilbdumen

Nach Konstruktion gilt: §; = dy, und 6; = d;,,. Mit Hilfe der ultrametrischen Drei-
ecksungleichung folgt:

dyy < max{di, di,}
= max{Jd;,0,}

Oi

= di,

max{dy,, dy, }

da dy, = d; < 6; = dy, kann dy,, nicht das Maximum sein

= d

IN

Ty -

Daraus folgt also d,, < 9; < dy,, und somit 6; = d,,. Damit ist der Beweis abge-
schlossen. [ |

Mit Hilfe der oben erwdhnten Charakterisierung einer Ultrametrik, dass von den drei
Abstianden zwischen drei Punkten die beiden grofiten gleich sind, kénnen wir sofort
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einen einfachen Algorithmus zur Erkennung ultrametrischer Matrizen angeben. Wir
miissen dazu nur alle dreielementigen Teilmengen aus [1 : n| untersuchen, ob von
den drei verschiedenen Absténden, die beiden grofiten gleich sind. Falls ja, ist die
Matrix ultrametrisch, ansonsten nicht.

Dieser Algorithmus hat jedoch eine Laufzeit O(n?®). Wir wollen im Folgenden einen
effizienteren Algorithmus zur Konstruktion ultrametrischer Matrizen angeben, der
auch gleichzeitig noch die zugehorigen ultrametrischen Baume mitberechnet.

Aus dem Beweis folgt weiter unter Annahme der strengen Monotonie (d.h. fiir
strenge ultrametrische Baume), dass der konstruierte ultrametrische Baum eindeu-
tig ist. Die Konstruktion des ultrametrischen Baumes ist ja bis auf die Umordnung
der Kinder eines Knoten eindeutig festgelegt.

Korollar 2.34 Sei D eine ultrametrische Matriz, dann ist der zugehdrige strenge
ultrametrische Baum eindeutig.

Fiir nicht-strenge ultrametrische Baume kann man sich iiberlegen, wie die Knoten
mit gleicher Markierung umgeordnet werden kénnen, so dass der Baum ein ultra-
metrischer bleibt. Bis auf diese kleinen Umordnungen sind auch nicht-streng ultra-
metrische Baume im Wesentlichen eindeutig.

2.3.4 Konstruktion ultrametrischer Baume

Wir versuchen jetzt aus dem Beweis der Existenz eines ultrametrischen Baumes
einen effizienten Algorithmus zur Konstruktion eines ultrametrischen Baumes zu
entwerfen und dessen Laufzeit zu analysieren.

Wir erinnern noch einmal an die Partition von [2 : n| durch D; = {¢ : dy, = 0;}
mit n; := |D;|. Dabei war {do,...,d1,} = {d1,...,0k}, wobei §; < .-+ < &. Wir

T(Dy)
T(Dy)

Abbildung 2.28: Skizze: Konstruktion eines ultrametrischen Baumes
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(1) Sortiere die Menge {d12, ..., d1,} und bestimme anschliefend §; < - -+ < d; mit
{61,...,01} = {dya,...,d1,} und die Partition [2: n] = wf_ D;. O(nlog(n))

(2) Bestimme fiir Dy, ... Dy ultrametrische Baume T'(D,), ..., T(Dy) mittels Rekur-
sion. S T(ny)

(3) Setze die Teillosungen und den Pfad von der Wurzel zu Blatt 1 zur Gesamtlosung
zusammen. O(k) = O(n)

Abbildung 2.29: Algorithmus: Naive Konstruktion eines ultrametrischen Baumes

erinnern hier auch noch einmal an Skizze der Konstruktion des ultrametrischen
Baumes, wie in Abbildung 2.28.

Daraus ergibt sich der erste naive Algorithmus, der in Abbildung 2.29 aufgelistet ist.
Da jeder Schritt Zeitbedarf O(nlog(n)) und es maximal n rekursive Aufrufe geben
kann (mit jedem rekursiven Aufruf wird ein Knoten des ultrametrischen Baumes
explizit konstruiert), ist die Laufzeit im worst-case hochsten O(n? log(n)). Man kann
zeigen, dass es Distanzmatrizen gibt, die tatsichlich eine Laufzeit von ©(n?log(n))
besitzen.

Wir werden jetzt noch einen leicht modifizierten Algorithmus vorstellen, der eine
Laufzeit von nur O(n?) besitzt. Dies ist optimal, da die Eingabe, die gegebene
Distanzmatrix, bereits eine Grofie von ©(n?) besitzt. Dazu beachten wir, dass der
aufwendige Teil des Algorithmus das Sortieren der Elemente in {dis,...,d;,} ist.
Insbesondere ist dies sehr teuer, wenn es nur wenige verschieden Elemente in dieser
Menge gibt, da dann auch nur entsprechend wenig rekursive Aufrufe folgen.

Daher werden wir zuerst feststellen, wie viele verschiedene Elemente es in der Menge
{di1,...,dy,} gibt und bestimmen diese. Die paarweise verschiedenen Elemente die-
ser Menge kénnen wir in einer linearen Liste (oder auch in einem balancierten Such-
baum) aufsammeln. Dies lésst sich in Zeit O(k-n) (bzw. in Zeit O(nlog(k)) bei Ver-
wendung balancierter Baume) implementieren. Anschlieffend miissen wir nur noch
k Elemente sortieren. Der Algorithmus selbst ist in Abbildung 2.30 aufgelistet.

Damit erhalten wir als Rekursionsgleichung fiir diesen modifizierten Algorithmus:
k
T(n)=d-k-n+>» T(n)
i=1

mit Zle n; = n — 1, wobei n; > 1 fiir i € [1 : n], und einer geeignet gewihlten
Konstanten d. Hierbei ist zu beachten, dass O(klog(k)) = O(k - n) ist, da k < n ist.
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(1) Bestimme zuerst k = |{d12,...,di,}| und {01,...,0r} = {di2,...,d1n}.
Dies kann mit Hilfe linearer Listen in Zeit O(k - n) erledigt werden. Mit Hilfe
balancierter Bdume koénnen wir dies sogar in Zeit O(nlog(k)) realisieren.

(2) Sortiere die k paarweise verschiedenen Werte {01, ..., 5}
Dies kann in Zeit O(klog(k)) erledigt werden.

(3) Bestimme fiir Dy, ... Dy ultrametrische Baume 7'(Dy), . .., T'(Dy) mittels Rekur-
sion.

(4) Setze die Teillosungen und den Pfad von der Wurzel zu Blatt 1 zur Gesamtlosung
zusammen.

Dies lésst sich wiederum in Zeit O(k) realisieren.

Abbildung 2.30: Algorithmus: Effiziente Konstruktion eines ultrametrischen Baumes

Lemma 2.35 Ist D eine ultrametrische n X n-Matriz, dann kann der zugehorige
ultrametrische Baum in Zeit O(n?) konstruiert werden.

Beweis: Es ist nur noch zu zeigen, dass T'(n) < c-n? fiir eine geeignet gewihlte
Konstante ¢ gilt. Wir wéhlen ¢ jetzt so, dass zum einen ¢ > 2d und zum anderen
T(n) < c- n? fiir alle n < 2 gilt. Den Beweis selbst fithren wir mit vollstindiger
Induktion iiber n.

Induktionsanfang (n < 2): Nach Wahl von c¢ gilt dies offensichtlich.
Induktionsschritt (— m): Es gilt dann nach Konstruktion des Algorithmus mit

n—1= Zleni:

k
T(n) < d-k-n+Y T(n)
i=1
nach Induktionsvoraussetzung ist 7'(n;) < ¢ - n?

k
< d-k:-n+Zc-n?
i=1
mit n? = n;(n —n +n;)

k
= d~k~n+cZni(n—n+ni)

i=1
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z(n — x)

(0,0) 1 n—1 n

Abbildung 2.31: Skizze: Die Funktion [0,c¢] — R, : z +— z(n — x)

k k
— d~k~n+cZni~n—cZni(n—ni)
i—1 i=1

da x(n —x) > 1(n — 1) fir z € [1 : n — 1], siehe auch Abbildung 2.31

k

< d-k:-n—I—ch—ch(n—l)
i=1

< d-k-nt+c-n*—c-kin-1)

dac>2d

< d-k-n+tc-n®—2d-kin—1)
da2(n—1)>n firn>2

< d-k-n+ec-n*=d-k-n

= C'?’L2.

Damit ist der Induktionsschluss vollzogen und der Beweis beendet. [

Korollar 2.36 FEs kann in Zeit O(n?) entschieden werden, ob eine gegebene n X n-
Distanzmatriz (streng) ultrametrisch ist oder nicht.

Beweis: Wir wenden einfach den Algorithmus zu Rekonstruktion ultrametrischer
Bédume an. Wird dabei ein ultrametrischer Baum erzeugt, so ist nach Definition
die gegebene Distanzmatrix ultrametrisch. Ist er hingegen nicht ultrametrisch, so
kann die Distanzmatrix nicht ultrametrisch sein, denn sonst hétten wir nach dem
vorherigen Satz einen ultrametrischen Baum konstruieren miissen.

Wir miissen also nur noch priifen, ob der konstruierte Baum ultrametrisch ist, d.h. ob
die Monotonie-Bedingung erfiillt ist und ob fiir zwei Taxa am zugehdrigen niedrigsten
gemeinsamen Vorfahren der entsprechende Abstand markiert ist.

Fiir die Monotonie testen wir dabei beim Anhéngen des rekursiv konstruierten Bau-
mes T'(D;), ob die Markierung seiner Wurzel kleiner (gleich) der Markierung des
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Knotens ist, an den T'(D;) angehédngt wird. Ist dies nicht der Fall, so ist die Matrix
nicht (streng) ultrametrisch, da wir ja sonst nach Lemma 2.35 einen (streng) ultra-
metrischen Baum konstruieren miissen.

Fiir die Abstédnde bestimmen wir zunéchst fiir jeden Knoten v seine Domain D(v),
die als einfach verkettete Liste gespeichert wird. Der einfacheren Beschreibung wegen
gehen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit von einem bindren Baum aus. Der
Baum wird mit einer einfachen Tiefensuche durchlaufen und bei der Riickkehr von
den Kinder u und w des Knotens v kann durch Konkatenation der Domains D(u) und
D(w) die Domain D(v) konstruiert werden. Bevor wir die Domain D(v) konstruieren,
betrachten wir alle Paare (¢, 7) mit i € D(u) und j € D(w) (und somit i # j). Fiir
diese Paare (i,7) gilt dann lca(i, j) = v. Somit muss die Markierung des Knotens v
mit all solchen d;; = dj; ibereinstimmen. Man mache sich klar, dass man so alle
Paare (i,7) € [1 : n]? genau einmal aufsucht.

Die Laufzeit fiir die Tiefensuche und die Konstruktion der Domains (durch Kon-
katenation der Listen) betréigt offensichtlich O(n). Da jedes Paar (i,5) € [1 : n)?
(fiir 4 # j) genau einmal betrachtet wird, kostet die Uberpriifung der Markierun-
gen an den inneren Knoten O(n?). Somit lisst sich der ganze Test in Zeit O(n?)
durchfiihren. ]

Zur Feststellung, ob eine Distanzmatrix ultrametrisch ist, und fiir die Konstruktion
des zugehorigen ultrametrischen Baumes gibt es auch ein anderes bekanntes Verfah-
ren durch Neighbor-Joining: UPGMA. Hierbei ist zu beachten, dass die nahe liegende
Implementierung nicht in quadratischer Zeit durchfiihrbar ist und Zeit O(n?log(n))
bendtigt (auch wenn dies in vielen Biichern und Skripten félschlicherweise behaup-
tet wird). Es gibt jedoch auch eine aufwendige Implementierung von UPGMA in
quadratischer Zeit, die aber mit der eigentlichen Beschreibung des Algorithmus nur
entfernt etwas zu tun hat (siche die Originalarbeiten von F. Murtagh, D. Eppstein
bzw. I. Gronau und S. Moran).

2.4 Additive Distanzen und Baume

Leider sind nicht alle Distanzmatrizen ultrametrisch. Wir wollen jetzt eine groflere
Klasse von Matrizen vorstellen, zu denen sich evolutiondre Baume konstruieren las-
sen, sofern wir auf eine explizite Wurzel in diesen Badumen verzichten kénnen.

2.4.1 Additive Baume

Zunichst einmal definieren wir, was wir unter additiven Baumen, d.h. evolutionéiren
Baumen ohne Wurzel, verstehen wollen.
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Definition 2.37 Sei D eine n x n-Distanzmatriz. Sei T ein Baum mit mindestens
n Knoten und positiven Kantengewichten, wobei einige Knoten bijektiv mit Werten
aus [1 : n] markiert sind. Dann ist T ein additiver Baum fir D, wenn der Pfad
vom Knoten mit Markierung i zum Knoten mit Markierung j in T das Gewicht d;;
besitzt.

Wie bei den ultrametrischen Bdumen besitzt auch nicht jede Distanzmatrix einen
additiven Baum. Des Weiteren sind nicht markierte Blatter in einem additiven Baum
iiberfliissig, da jeder Pfad innerhalb eines Baum nur dann ein Blatt beriihrt, wenn
dieses ein Endpunkt des Pfades ist. Daher nehmen wir im Folgenden ohne Beschrén-
kung der Allgemeinheit an, dass ein additiver Baum nur markierte Blétter besitzt.
In der folgenden Abbildung 2.32 ist noch einmal ein Beispiel einer Matrix samt ihres
zugehorigen additiven Baumes angegeben.

D1 2 3 4 5 6
1170 9 7 8 3 5
2 0 6 3 8 4
3 0 5 6 2
4 0 7 3
3 0 4
6 0

Gewicht des Pfades zwischen bund 4: = 1 +3+2+1=7
Gewicht des Pfades zwischen 1 und 5: =2 +1 =3

Abbildung 2.32: Beispiel: Eine Matrix und der zugehorige additive Baum

Definition 2.38 Sei D eine Distanzmatriz. Besitzt D einen additiven Baum, so
heifit D eine additive Matrix. Fin additiver Baum heifit kompakt, wenn alle Kno-
ten markiert sind (insbesondere auch die inneren Knoten). Die zugehirige additive
Matriz heifit dann auch kompakt additiv. Fin additiver Baum heif§t extern, wenn
nur Bldtter markiert sind. Die zugehorige additive Matrix heif$t dann auch extern
additiv.

In der Abbildung 2.32 ist der Baum ohne Knoten 6 (und damit die Matrix ohne
Zeile und Spalte 6) ein externer additiver Baum. Durch Hinzufiigen von zwei Mar-
kierungen (und zwei entsprechenden Spalten und Zeilen in der Matrix) kénnte dieser
Baum zu einem kompakten additiven Baum gemacht werden.

Lemma 2.39 Sei D eine additive Matriz, dann induziert D eine Metrik.
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Beweis: Da D eine Distanzmatrix ist, gelten die Definitheit und Symmetrie unmit-
telbar. Die Dreiecksungleichung sieht man leicht, wenn man sich die entsprechenden
Pfade im zu D gehorigen additiven Baum betrachtet. [

Die Umkehrung gilt iibrigens nicht, wie wir spéter noch zeigen werden.

2.4.2 Charakterisierung additiver Baume

Wir wollen nun eine Charakterisierung additiver Matrizen angeben, mit deren Hilfe
sich auch gleich ein zugehoriger additiver Baum konstruieren lésst. Zunéchst einmal
zeigen wir, dass ultrametrische Baume spezielle additive Baume sind.

Lemma 2.40 Sei D eine additive Matriz. D ist genau dann ultrametrisch, wenn
es einen additiven Baum T fir D gibt, so dass es in T einen Knoten v (zentraler
Knoten) gibt, der zu allen markierten Knoten denselben Abstand besitzt.

Beweis: =>: Sei T ein ultrametrischer Baum fiir D mit Knotenmarkierungen .
Wir nehmen hierbei ohne Beschréankung der Allgemeinheit an, dass T sogar streng
ultrametrisch ist. Wir erhalten daraus einen additiven Baum 77, indem wir als Kan-
tengewicht (v, w) einer Kante (v, w) folgendes wéhlen:

1(0,w) = 3 () — plw)) > 0.

Man rechnet jetzt leicht nach, dass fiir zwei Blétter ¢ und j sowohl das Gewicht des
Weges von ¢ nach lca(i, j) als auch das Gewicht von j nach lca(i, j) gerade % - dyj
betriagt. Die Lange des Weges von ¢ nach j betrdgt daher im additiven Baum wie
gefordert d;;.

Allerdings gibt es in einem solchen additiven Baum Knoten mit Grad 2 (wie sie
beispielweise von der Wurzel konstruiert werden, siehe Abbildung 2.33). Man kann
sich tiberlegen, dass man solche Konten mit Grad 2 nicht eliminieren kann (aufler
man verzichtet auf zentrale Knoten).

a

Abbildung 2.33: Skizze: Zentraler Knoten mit Grad 2
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<: Sei D additiv und sei v der Knoten des additiven Baums T', der von allen
Bldattern den gleichen Abstand hat. Man iiberlegt sich leicht, dass T" dann extern
additiv sein muss.

Betrachtet man v als Wurzel, so gilt fiir ein beliebiges Paar von Bléattern ¢ und j,
dass der Abstand zwischen dem kleinsten gemeinsamen Vorfahr ¢ fiir beide Blétter
gleich ist. Da der Abstand dj, fest ist und die Kantengewichte positiv sind, wére
andernfalls der Abstand der Blétter zu v nicht gleich. Wir zeigen jetzt, dass fiir drei
beliebige Blétter 4, 7,k die von den drei moglichen Distanzen d;;, d;, und dj;, die
beiden grofiten gleich sind. Dann ist die Matrix D nach Lemma 2.26 ultrametrisch.

Falls lca(i, j) = lca(i, k) = lca(j, k) die gleichen Knoten sind, so ist diy = d;; = djj,
und dann sind die beiden gréfiten Distanzen offensichtlich gleich.

Daher sei jetzt ohne Beschrankung der Allgemeinheit lca(i, j) # lca(i, k) und dass
lca(i, k) ndher an der Wurzel liegt. Da Ica(i, 7) und lca(i, k) auf dem Weg von i zur
Wurzel liegen, gilt entweder lca(j, k) = lca(j,4) oder lca(j, k) = lca(i, k). Weiterhin
muss dann lca(j, k) = lca(i, k) = lca(i, j, k) gelten. Dann gilt:

dz’j = w(ialca(iaj))_'_w(j’lca(i’j))
= QUJ(],lca(Z,j)),

dir. = w(i,lca(i, j)) + w(lca(i, j),lca(i, j, k) + w(lca(i, j, k), k)
= 2-w(lca(i,j,k:),k:),

dix = w(j,lca(s,j)) +w(ca(s, j),1ca(s, 5, k) + w(lca(i, 5, k), k)
= 2-w(lca(i, j, k), k)

Daher gilt unter anderem d;; < dyy, di, < dji und dj, < dyi. Es gilt also insbesondere
d;j < dj = dj, und die Behauptung ist bewiesen. [ |

Wie kénnen wir nun fiir eine Distanzmatrix entscheiden, ob sie additiv ist, und falls
ja, beschreiben, wie der zugehorige additive Baum aussieht? Im vorherigen Lemma
haben wir gesehen, wie wir das Problem auf ultrametrische Matrizen zuriickfithren
konnen.

Wir wollen dies noch einmal mir einer anderen Charakterisierung tun. Wir betrach-
ten zuerst die gegebene Matrix D. Diese ist genau dann additiv, wenn sie einen
additiven Baum Tp besitzt. Wenn wir diesen Baum wurzeln und die Kanten zu
den Blattern so verlangern, dass alle Pfade von der Wurzel zu den Bléattern gleiches
Gewicht besitzen, dann ist 77, ultrametrisch. Daraus kénnen wir dann eine Distanz-
matrix D' := D(T},) ablesen, die ultrametrisch ist, wenn D additiv ist. Dies ist in
der folgenden Abbildung 2.34 schematisch dargestellt.
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_Q_&_

add. Matrix add. Baum ultrametrischer ultrametrische
D T zu D Baum 77}, Matrix D' = D(T},)

Abbildung 2.34: Skizze: Schema der Transformation einer additiven Matrix in eine
ultrametrische Matrix

Wir wollen also die gegebene Matrix D so modifizieren, dass daraus eine ultra-
metrische Matrix wird. Wenn diese Idee funktioniert, kénnen wir eine Matrix auf
Additivitdt hin testen, indem wir die zugehorige, neu konstruierte Matrix auf Ultra-
metrik hin testen. Fiir Letzteres haben wir ja bereits einen effizienten Algorithmus
kennen gelernt.

Sei im Folgenden D eine additive Matrix und d;; ein maximaler Eintrag, d.h.
dij = max{dkg . ]{],g € [1 . n]} .

Weiter sei Tp der additive Baum zu D. Wir wurzeln jetzt diesen Baum am Knoten
1. Man beachte, dass i ein Blatt ist. Wir kommen spéter noch darauf zuriick, wie
wir dafiir sorgen, dass ¢ ein Blatt bleibt. Dies ist in der folgenden Abbildung 2.35
illustriert.

J
Alle Blatter auf denselben Abstand bringen

Abbildung 2.35: Skizze: Wurzeln von Tp am Blatt @

Unser néchster Schritt besteht jetzt darin, alle Blatter (natiirlich auBler ¢) auf den-
selben Abstand zur neuen Wurzel zu bringen. Wir betrachten dazu jetzt ein Blatt k
des neuen gewurzelten Baumes. Wir versuchen die zu k inzidente Kante jetzt so zu
verldngern, dass der Abstand von k zur Wurzel ¢ auf d;; anwéchst. Dazu setzen wir
das Kantengewicht auf d;; und verkiirzen es um das Gewicht des restlichen Pfades
von k zu i, d.h. um (d;; — d), wobei d das Gewicht der zu k inzidenten Kante ist.
Dies ist in Abbildung 2.36 noch einmal illustriert.
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~ (1 I ~ dij — (dzk — d)

=d + (dij — (],L']f)
Blatt & Blatt &

Abbildung 2.36: Skizze: Verldngern der zu Blattern inzidenten Kanten

War der Baum vorher additiv, so ist er jetzt ultrametrisch, wenn wir als Knotenmar-
kierung jetzt das Gewicht des Pfades von diesem Knotens zu einem seiner Blétter
(die alle gleich sein miissen) wéhlen.

Somit haben wir aus einem additiven einen ultrametrischen Baum gemacht. Jedoch
haben wir dazu den additiven Baum benétigt, den wir eigentlich erst konstruieren
wollen. Es stellt sich nun die Frage, ob wir die entsprechende ultrametrische Matrix
aus der additiven Matrix direkt ohne Kenntnis des zugehorigen additiven Baumes
berechnen konnen. Betrachten wir dazu noch einmal zwei Blatter im additiven Baum
und versuchen den entsprechenden Abstand im ultrametrischen Baum zu berechnen.
Dazu betrachten wir die Abbildung 2.37.

Abbildung 2.37: Skizze: Absténde im gewurzelten additiven Baum T

Seien k und ¢ zwei Blétter, fiir die wir den Abstand in der entsprechenden ultrame-
trischen Matrix bestimmen wollen. Sei w der niedrigste gemeinsame Vorfahre von k
und /¢ im gewurzelten additiven Baum T und a, B bzw. v die Abstdnde im gewur-
zelten additiven Baum 7' zwischen der Wurzel und w, w und k bzw. w und ¢. Es
gilt dann

B - dik_a7
v o= dip—a.

Im ultrametrischen Baum 7" = T(D') gilt dann gem&B der vorherigen Uberlegung,
wie man die Gewicht zu Bléttern inzidenter Kanten erhoht:

dT/ (w, ]{7) = ﬁ -+ (dlj — dzk‘)
dr(w, ) = v+ (dij — di).
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Damit gilt:
dT/(w, k’) == B + dij - dzk
= dig — a+dij — dy,
= dij —
und analog:

dp(w, 0) = v+ dij — di
die — o+ dij — dy

= dij—Oé.

Offensichtlich haben wir dann auch dp (w, k) = dp(w, ¢) nachgewiesen, wie wir in
unserer Konstruktion behauptet haben. Wir miissen jetzt nur noch a bestimmen.
Aus der Skizze in Abbildung 2.37 folgt sofort, wenn wir die Gewichte der Pfade
von ¢ nach k sowie ¢ addieren und davon das Gewicht des Pfades von k nach ¢
subtrahieren:

200 = dzk‘ + dig - dkg.

Daraus ergibt sich:

1
dr(w, k) = dij — §(dik + dip — dye),

1
dp(w,l) = di — é(dik + dip — dye).

Somit kénnen wir jetzt die ultrametrische Matrix D’ direkt aus der additiven Matrix
D berechnen:

1
d.;;ﬁ = dT'(wa k) = dT'(waE) = dij - a(dlﬁ + dzk - dkﬁ)

Wir miissen uns jetzt nur noch iiberlegen, dass dies wirklich eine ultrametrische
Matrix ist, da wir den additiven Baum ja am Blatt ¢ gewurzelt haben. Damit wiir-
den wir sowohl ein Blatt verlieren, namlich 7, als auch keinen echten ultrametrischen
Baum generieren, da dessen Wurzel nur ein Kind anstatt mindestens zweier besitzt.
Wir machen das Blatt ¢ nun zur echten Wurzel und hiangen an diese Wurzel ein
weiteres Blatt mit Markierung ¢. Da alle Blétter zu ¢ den Abstand d;; hatten, mar-
kieren wir die neue Wurzel mit d;;. Die Monotonie bleibt dadurch erhalten und die
Abstiande von allen Bléttern ¢ # i zu 7 ist dann auch d;;. Damit erhalten wir einen
echten ultrametrischen Baum, wie in Abbildung 2.38 illustriert.
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Ak

Abbildung 2.38: Skizze: Wirkliches Wurzeln des additiven Baumes

Damit haben wir das folgende Lemma bewiesen.

Lemma 2.41 Sei D eine extern additive Matriz, deren mazimaler Eintrag d;; ist,
dann ist D' mit

sonst

;Cl :{ dz‘j_ %(dig—f-dik—dkg) furk:#f
0

eine ultrametrische Matriz.

Es wére schon, wenn auch die umgekehrte Richtung gelten wiirde, ndmlich, dass
wenn D’ ultrametrisch ist, dass dann bereits D additiv ist. Dies ist leider nicht der
Fall, auch wenn dies in vielen Lehrbiichern und Skripten falschlicherweise behauptet
wird. Wir geben hierfiir ein Gegenbeispiel in Abbildung 2.39. Man sieht leicht, dass
D’ ultrametrisch ist. D ist hingegen nicht additiv, weil d(1,2) = 8, aber

d(1,3)+d(3,2) =4+2=6 <8 =d(1,2)

gilt und somit keine Metrik ist (siehe Lemma 2.39).

D|1 2 3 D1 2 3
1[0 8 4 110 8 8 dip =8—35(0+8—8)=38
2 0 2 2 0 di3=8—3(0+4—-4)=38
3 0 3 0

8

Abbildung 2.39: Gegenbeispiel: D nicht additiv, aber D" ultrametrisch
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Im Baum muss also der Umweg iiber 3 grofler sein als der direkte Weg, was nicht
sein kann (siehe auch Abbildung 2.40), denn im additiven Baum gilt die normale
Dreiecksungleichung (siche Lemma 2.39).

1 2

I

3 3

Abbildung 2.40: Gegenbeispiel: ,,Unmoglicher additiver Baum

Dennoch konnen wir mit einer weiteren Zusatzbedingung dafiir sorgen, dass das
Lemma in der von uns gewiinschten Weise gerettet werden kann.

Lemma 2.42 Sei D eine Distanzmatriz und sei d;; ein mazimaler Fintrag von D.
Weiter sei D' durch dy, = d;; — %(dzk +diyy — dge) fiirk #¢ €1 :n] und diy, =0
fir k € [1:n] definiert. Wenn D' eine ultrametrische Matrixz ist und wenn fir jedes
Blatt b im zugehdirigen ultrametrischen Baum T(D') fir das Gewicht v der zu b
inzidenten Kante gilt: v > (d;j — dy;), dann ist D additiv.

Beweis: Sei 1" := T'(D') ein ultrametrischer Baum fiir D’. Weiter sei (v, w) € E(T")
und es seien p, g, r, s Bliatter von 7", so dass lca(p, ¢) = v und lca(r, s) = w. Dies ist
in Abbildung 2.41 illustriert. Hierbei ist ¢ zweimal angegeben, da a priori nicht klar
ist, ob ¢ ein Nachfolger von w ist oder nicht.

T/

p aqar q s
Abbildung 2.41: Skizze: Kante (v, w) in T"

Wir definieren dann das Kantengewicht von (v, w) durch:

(v, w) =d,, —d,.
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Damit ergibt sich fiir den Abstand zwischen k& und ¢ im so konstruierten additiven
Baum T":

dp(k,0) = 2-d,
1
= 2-(d;j — i(dz‘k + dip — dye))
= 2dij — dir, — die + de.

Wenn wir jetzt fiir jedes Blatt b das Gewicht der inzidenten Kante um d;; — dy;
erniedrigen, erhalten wir einen neuen additiven Baum 7. Da nach Voraussetzung,
das Gewicht einer solchen zu b inzidenten Kante grofier als d;; — dy; ist, bleiben die
Kantengewichte von T’ nichtnegativ. Weiterhin gilt in 7"

dr(k,0) = dp(k,0) = (dij — dir) — (dij — die)
= (2dij — dir. — die + die) — dij + dig — dij + di

= dp.
Somit ist 1" ein additiver Baum fiir D und das Lemma ist bewiesen. ]
D|1 2 3 D1 2 3
110 8 4 110 8 8
2 0 2 2 0
3 0 3 0

Abbildung 2.42: Gegenbeispiel: D nicht additiv und D’ ultrametrisch (Fortsetzung)

Gehen wir noch einmal zuriick zu unserem Gegenbeispiel, das besagte, dass die Ultra-
metrik von D’ nicht ausreicht, um die Additivitat von D zu zeigen. Wir schauen
einmal was hier beim Kiirzen der Gewichte von zu Bléttern inzidenten Kanten pas-
sieren kann. Dies ist in Abbildung 2.42 illustriert. Wir sehen hier, dass der Baum
zwar die gewiinschten Abstédnde besitzt, jedoch negative Kantengewichte erzeugt,
die bei additiven Badumen nicht erlaubt sind.

Damit kénnen wir nun im folgenden Korollar eine exakte Charakterisierung additiver
Baume angeben.

Korollar 2.43 Sei D eine Distanzmatriz und sei d;; ein mazimaler Eintrag von D.
Weiter sei D' durch dj, = dij — +(da + dig — die) fiir k # € € [1 : n] und dj,, = 0
fir k € [1:n] definiert. Wenn D' eine ultrametrische Matriz ist und wenn fir jedes
Blatt b im zugehdorigen ultrametrischen Baum T(D') fir das Gewicht v der zu b
inzidenten Kante gilt: v > (d;; — dy;), dann und nur dann ist D additiv.
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Beweis: Wir miissen im Vergleich zum Lemma 2.42 nur die Riickrichtung zei-
gen. Nach unserer Konstruktion eines ultrametrischen Baumes aus einer additiven
Matrix D ist aber klar, dass die Bedingung an die Kantengewichte der zu den Blét-
tern inzidenten Kanten eingehalten wird. [

Wir geben jetzt noch eine andere Formulierung des Korollars an, das ohne eine
explizite Konstruktion des zugehorigen ultrametrischen Baumes auskommt. Diese
Fassung ist fiir den Entwurf eines Algorithmus zur Erkennung additiver Matrizen
viel angenehmer und leichter zu implementieren.

Korollar 2.44 Sei D eine Distanzmatriz und set d;; ein mazimaler Eintrag von D.
Weiter sei D' durch dj,, = d;; — %(dlk +dig — dge) fiirk # ¢ € [1:n] und dj;, = 0 fir
k € [1: n] definiert. Wenn D' eine ultrametrische Matriz ist und wenn d; < dip+dpe
fir alle b, ¢ € [1: n] gilt, dann und nur dann ist D additiv.

Beweis: Wir miissen nur zeigen, dass fiir jedes Blatt b die Bedingung, dass im
zugehorigen ultrametrischen Baum T'(D’) fiir das Gewicht v der zu b inzidenten
Kante v > (di; — dpi) gilt, dquivalent zu d;y < dip, + dy fiir alle b, ¢ € [1 : n] ist. Es
gilt fiir jedes Blatt b im ultrametrischen Baum T'(D’):

y=min{dy, : £ €[1:n]AL#D},

da der Elter eines Blattes im ultrametrischen Baum mit dem minimalem Abstand
zu einem anderen Taxa markiert ist.

Mit der Gleichung dj, = d;; — %(dib + d;p — dyy) folgt, dass die folgende #quivalente
Ungleichung erfiillt sein muss

1
(dij — dbz) S mln{dw — i(dlb -+ dig — dbg) le [1 . n] AL 7£ b} .
Das ist dquivalent zu
!
O§m1n{§(dib—dig+dbg) VS [1:n]/\€7£b}.

Da fiir £ = b immer d;;, — d;¢ + dpe0 gilt, ist dies weiterhin dquivalent zu
0 <min{dyp +dpe —dip : £ €[1:n]}.

Dies ist aber dquivalent, dass fiir alle b, ¢ gilt: d;y < d;;, + dpe. Somit ist das Korollar
bewiesen. [ |
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Wir wollen hier noch anmerken, dass wir im Beweis der Einfachheit halber im addi-
tiven Baum Kanten mit Gewicht 0 zugelassen haben. Diese Kanten miissen nachher
kontrahiert werden, d.h. die Endpunkte von einer Kante mit Gewicht 0 werden als
ein Knoten identifiziert.

Wir wollen weiterhin anmerken, dass diese Charakterisierung auch fiir gewohnliche
additive und nicht nur fiir extern additive Matrizen funktioniert.

2.4.3 Algorithmus zur Erkennung additiver Matrizen

Aus der Charakterisierung der additiven Matrizen mit Hilfe ultrametrischer Matri-
zen lésst sich der folgende Algorithmus zur Erkennung additiver Matrizen und der
Konstruktion zugehoriger additiver Bédume herleiten. Dieser ist in Abbildung 2.43
aufgelistet. Es ldsst sich leicht nachrechnen, dass dieser Algorithmus eine Laufzeit
von O(n?) besitzt.

Wir miissen uns nur noch kurz um die Korrektheit kiimmern. Nach Korollar 2.44 wis-
sen wir, dass in Schritt 2 die richtige Entscheidung getroffen wird. Nach Lemma 2.42
wird auch im Schritt 4 die richtige Entscheidung getroffen. Also ist der Algorithmus
korrekt. Fassen wir das Ergebnis noch zusammen.

Theorem 2.45 Es kann in Zeit O(n?) entschieden werden, ob eine gegebene n X n-
Distanzmatriz additiv ist oder nicht. Falls die Matrixz additiv ist, kann der zugehdrige
additive Baum in Zeit O(n?) konstruiert werden.

1. Bestimme den maximalen Eintrag d;; von D sowie die zugehorigen Indizes.
2. Teste, ob djy < dy, + dy, fiir alle b, ¢ € [1 : n]. Falls nicht, ist D nicht additiv.

3. Konstruiere aus der gegebenen n x n-Matrix D eine neue n x n-Matrix D’
mittels dj, = d;; — %(dlk + dyp — dyy) fiir alle k # £.

4. Teste, ob D' ultrametrisch ist (und konstruiere ggf. den zugehorigen ultrame-
trischen Baum 7”). Ist D’ ultrametrisch, dann ist D additiv, ansonsten nicht.

5. Konstruiere aus 7" einen additiven Baum fiir D, sofern gewiinscht.

Abbildung 2.43: Algorithmus: Erkennung additiver Matrizen
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2.4.4 4-Punkte-Bedingung (+)

Zum Abschluss wollen wir noch eine andere Charakterisierung von additiven Matri-
zen angeben, die so genannte 4-Punkte-Bedingung von Buneman.

Lemma 2.46 (Bunemans 4-Punkte-Bedingung) FEine n x n-Distanzmatriz D
ist genau dann additiv, wenn fir je vier Punkte i, j,k,{ € [1 : n] mit

di¢ + dji, = min{d;; + die, dir. + dj¢, die + dji}
gilt, dass dl'j + dkg = dzk = djg.
Diese 4-Punkte-Bedingung ist in Abbildung 2.44 noch einmal illustriert. Sie besagt
informal, dass bei gegebenen vier Punkten, die beiden gréfiten Summen der Abstéande

von je zwei Punkten gleich sein miissen. Es lasst sich eine Analogie zur Drei-Punkte-
Bedingung bei Ultrametriken erkennen.

i ]
k 14
dig -+ djk = min{dij + dkg, dik -+ dw, }

= dij +dype = dix, +dje
Abbildung 2.44: Skizze: 4-Punkte-Bedingung

Beweis: =>: Sei T ein additiver Baum fiir D. Wir unterscheiden jetzt drei Félle,
je nachdem, wie die Pfade in T" verlaufen.

Fall 1: Im ersten Fall nehmen wir an, die Pfade von ¢ nach j und k& nach ¢ kno-
tendisjunkt sind. Dies ist in Abbildung 2.45 illustriert. Dann ist aber d;; + d;; nicht
minimal und somit ist nichts zu zeigen.

i j
> () mind. 1 Kante

als Verbindung
) /\

Abbildung 2.45: Skizze: Die Pfade ¢ — j und k£ — /¢ sind knotendisjunkt

14
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Fall 2: Im zweiten Fall nehmen wir an, die Pfade von ¢ nach £ und j nach ¢
knotendisjunkt sind. Dies ist in Abbildung 2.46 illustriert. Dann ist jedoch ebenfalls
d;¢ + djj, nicht minimal und somit ist nichts zu zeigen.

i J
>0

k 1
Abbildung 2.46: Skizze: Die Pfade ¢ — k und j — /¢ sind knotendisjunkt
Fall 3: Im dritten und letzten Fall nehmen wir an, die Pfade von ¢ nach ¢ und j nach
k kantendisjunkt sind und sich daher hoéchstens in einem Knoten schneiden. Dies ist

in Abbildung 2.47 illustriert. Nun gilt jedoch, wie man leicht der Abbildung 2.47
entnehmen kann: d;; = di;, + dj¢ — dye und somit d;; + dye = di, + djo.

———
>0
1 k
Abbildung 2.47: Skizze: Die Pfade ¢ — ¢ und 7 — k sind kantendisjunkt
<=: Betrachte D' mit dj, := d;; — %(dzk +diy — dyr), wobei d;; ein maximaler Eintrag
von D ist. Es geniigt zu zeigen, dass D’ ultrametrisch ist und dass gilt:

dy; > max {dyy —dp : L €[1:n]}.

Betrachte p,q,r € [1: n] mit ), < d;, < d . Es ist dann zu zeigen: d,,. = d;,. Aus
d,, < d,. < d, folgt dann:

2d;; — dip — dig + dpg < 2di; — dipy — diy +dpy < 2d,5 — dig — diy + dygr.
Daraus folgt:

d

rq

- dip - diq S dpr - dip - dir S dqr - diq - dir

und weiter
dpq + dir S dpr + diq S dqr + dip-

Aufgrund der 4-Punkt-Bedingung folgt unmittelbar

dyy + dig = dyy + diy.
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Nach Addition von (2d;; — d;,) folgt:
(2d;; — diy) + dpr + dig = (2d;; — diy) + dg + dip.
Nach kurzer Rechnung folgt:
2d;; — dip — dip + dpr = 2d;j — diy — dig + dgyr

und somit gilt
2d,, = 2dy,.

Also ist D’ nach Lemma 2.25 ultrametrisch. Wir miissen jetzt noch zeigen, dass
diy < dip + dp fiir alle b,¢ € [1 : n] gilt. Setzen wir in der Voraussetzung fiir
J =k := b ein, dann folgt, dass das Maximum der drei folgenden Werte

dip, + dpe, dip, + dpe, dig + dpy, = dyg

nicht eindeutig ist. Das kann nur sein, wenn d;; < dy + dp, gilt. Somit ist sowohl D’
ultrametrisch als auch die in Lemma 2.42 geforderte Bedingung erfiillt. Also ist D
additiv. [ |

dij + dge =6
dik +djg - 8

Abbildung 2.48: Gegenbeispiel: Metrische Matrix, die nicht additiv ist

Mit Hilfe dieser Charakterisierung werden wir noch zeigen, dass es Matrizen gibt, die
eine Metrik induzieren, aber keinen additiven Baum besitzen. Dieses Gegenbeispiel
ist in Abbildung 2.48 angegeben. Man sieht leicht, dass die 4-Punkte-Bedingung
nicht gilt und somit die Matrix nicht additiv ist. Man tiberpriift leicht, dass fiir
jedes Dreieck die Dreiecksungleichung gilt, die Absténde also der Definition einer
Metrik geniigen.

2.4.5 Charakterisierung kompakter additiver Baume

In diesem Abschnitt wollen wir eine schone Charakterisierung kompakter additiver
Baume angeben. Zunéchst bendtigen wir noch einige grundlegende Definitionen aus
der Graphentheorie.
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Definition 2.47 Sei G ein ungerichteter Graph. Ein Teilgraph G' C G heifit
aufspannend, wenn V(G') = V(G) und G' zusammenhdngend ist.

Der aufspannende Teilgraph enthélt also alle Knoten des aufgespannten Graphen.
Nun koénnen wir den Begriff eines Spannbaumes definieren.

Definition 2.48 Sei G ein ungerichteter Graph. FEin Teilgraph G' C G heifst
Spannbaum, wenn G ein aufspannender Teilgraph von G ist und G' ein Baum ist.

Fiir gewichtete Graphen brauchen wir jetzt noch das Konzept eines minimalen
Spannbaumes.

Definition 2.49 Sei G = (V, E,~) ein gewichteter ungerichteter Graph und T ein
Spannbaum von G. Das Gewicht des Spannbaumes T" von G ist definiert durch

e€E(T)

Ein Spannbaum T fiir G heif$t minimal, wenn er unter allen moglichen Spannbdumen
fiir G minimales Gewicht besitzt, d.h.

YWT) < min{y(T") : T ist ein Spannbaum von G} .

Im Folgenden werden wir der Kiirze wegen einen minimalen Spannbaum oft auch
mit MST (engl. minimum spanning tree) abkiirzen.

Definition 2.50 Sei D eine n x n-Distanzmatriz. Dann ist G(D) = (V, E) der zu
D gehorige gewichtete Graph, wober

V = [1:n],
E = (‘2/) ={{v,w} : vA£weV},
y(v,w) = D(v,w).

Nach diesen Definitionen kommen wir zu dem zentralen Lemma dieses Abschnittes,
der kompakte additive Baume charakterisiert.

Theorem 2.51 Sei D eine n X n-Distanzmatriz. Besitzt D einen kompakten addi-
tiven Baum T, dann ist T der minimale Spannbaum von G(D) und ist eindeutig
bestimmi.
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Beweis: Sei T ein kompakter additiver Baum fiir D (dieser muss natiirlich nicht
gewurzelt sein). Wir betrachten ein Knotenpaar (z,y), das durch keine Kante in 7'
verbunden ist. Sei p = (vg, vy, ...,vx) mit vg = x und v = y sowie k > 2 der Pfad
von z nach y in T. ~(p) entspricht D(x,y), weil T ein additiver Baum fiir D ist
(siche auch Abbildung 2.49).

Abbildung 2.49: Skizze: Pfad von x nach y in T’

Da nach Definition einer Distanzmatrix alle Kantengewichte positiv sind und der
Pfad aus mindestens zwei Kanten besteht, ist v(v;_1,v;) < D(z,y) = v(x,y) fur alle
Kanten (v;_1,v;) des Pfades p.

Sei jetzt T' ein minimaler Spannbaum von G(D). Wir nehmen jetzt an, dass die
Kante (z,y) eine Kante des minimalen Spannbaumes ist, d.h. (z,y) € E(T"). Somit
verbindet die Kante (z,y) zwei Teilbdume von 7. Dies ist in Abbildung 2.50 illus-
triert.

p=(vo,...,Uk)
mltvo—xundvk—y

A\ /A

Abbildung 2.50: Skizze: Spannbaum 7" von D(G

Da (z,y) keine Kante im Pfad von x nach y im kompakten additiven Baum von T
ist, verbindet der Pfad p die beiden durch Entfernen der Kante (z,y) separierten
Teilbdume des minimalen Spannbaumes 7”. Sei (2, y’) die erste Kante auf dem Pfad
p von x nach y, die nicht innerhalb einer der beiden separierten Spannb&ume verlduft.
Wie wir oben gesehen haben, gilt v(2', ') < v(z,y).
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Wir konstruieren jetzt einen neuen Spannbaum 7" fiir G(D) wie folgt:
V(T = V(T =V
E(T") = (BE(T)\ {{z,y}) U{{z" y}}

Fiir das Gewicht des Spannbaumes 7" gilt dann:

I = Y e

ecE(T")

= D e) =yl y) + Y
ecE(T")

= D @O+ 06 y) —(ny)
e€E(T") 20

< A(T").

Somit ist y(7”) < ~(T) und dies liefert den gewiinschten Widerspruch zu der
Annahme, dass 7" ein minimaler Spannbaum von G(D) ist.

Somit gilt fiir jedes Knotenpaar (x,y) mit (z,y) ¢ E(T), dass dann die Kante (z,y)
nicht im minimalen Spannbaum von G(D) sein kann, d.h. (z,y) ¢ T". Also ist eine
Kante, die sich nicht im kompakten additiven Baum befindet, auch keine Kante des
Spannbaums.

Dies gilt sogar fiir zwei verschiedene kompakte additive Baume (und daher minimale
Spannbédume) fir G(D). Somit kann es nur einen minimalen Spannbaum und also
auch nur einen kompakt additiven Baum geben. [

2.4.6 Konstruktion kompakter additiver Baume

Die Information aus dem vorherigen Theorem kann man dazu ausnutzen, um einen
effizienten Algorithmus zur Erkennung kompakter additiver Matrizen zu entwickeln.
Sei D die Matrix, fiir den der kompakte additive Baum konstruiert werden soll, und
somit G(D) = (V, E,~) der gewichtete Graph, fiir den der minimale Spannbaum
berechnet werden soll.

Wir beginnen mit der Knotenmenge V' = {v} fiir eine beliebiges v € V und der
leeren Kantenmenge E’ = (). Der Graph (V’, E’) soll letztendlich der gesuchte mini-
male Spannbaum werden. Wir verwenden hier Prims Algorithmus zur Konstruktion
eines minimalen Spannbaumes, der wieder ein Greedy-Algorithmus sein wird. Wir
versuchen die Menge V' in jedem Schritt um einen Knoten aus V' \ V' zu erweitern.
Von allen solchen Kandidaten wéhlen wir eine Kante minimalen Gewichtes. Dies ist
schematisch in Abbildung 2.51 dargestellt.
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{(v,w) :veV' Awe (V\V')}

Abbildung 2.51: Skizze: Erweiterung von V"’

Den Beweis, dass wir hiermit einen minimalen Spannbaum konstruieren, wollen wir
an dieser Stelle nicht fithren. Wir verweisen hierzu auf die einschléigige Literatur.
Der formale Algorithmus ist in Abbildung 2.52 angegeben. Bis auf die blauen Zei-
len ist dies genau der Pseudo-Code fiir Prims Algorithmus zur Konstruktion eines
minimalen Spannbaums.

Modified_Prim (V, £, )

begin

E' =

V':={v} // for some veV

// Finally, (V',E’) will be the minimal spanning tree

while (V' # V) do
let e = (z,y), s.t. y(z,y) := min {y(v,w) : veEV' Aw e V\V'}
// Wlog let z €V’
E' = E'"U{e};
Vs 1Oy
forall (v € V'\ {y}) do
dr(v,y) := dr(v, x) + (2, y);

if (dr(v,y) # 7(v,y)) then
| reject;

return (V', E');
end

Abbildung 2.52: Algorithmus: Konstruktion eines kompakten additiven Baumes

Die blaue for-Schleife ist dazu da, um zu testen, ob der konstruierte minimale Spann-
baum wirklich ein kompakter additiver Baum fiir D ist. Zum einen setzen wir den
konstruierten Abstand dr fiir den konstruierten minimalen Spannbaum. Zum ande-
ren iberpriift der nachfolgende Test, ob dieser Abstand d; mit der vorgegebenen
Distanzmatrix v iibereinstimmt.
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Wir miissen uns jetzt nur noch die Laufzeit iiberlegen. Die while-Schleife wird genau
n = |V| Mal durchlaufen. Danach ist V' = V. Die Minimumsbestimmung lasst
sich sicherlich in Zeit O(n?) erledigen, da maximal n? Kanten zu durchsuchen sind.
Daraus folgt eine Laufzeit von O(n?).

Theorem 2.52 Sei D eine n x n-Distanzmatriz. Dann lisst sich in Zeit O(n?)
entscheiden, ob ein kompakter additiver Baum fiir D existiert. Falls dieser existiert,
kann dieser ebenfalls in Zeit O(n3) konstruiert werden.

Implementiert man Prims-Algorithmus ein wenig geschickter, z.B. mit Hilfe von
Priority-Queues, so lisst sich die Laufzeit auf O(n?) senken. Fiir die Details verweisen
wir auch hier auf die einschlégige Literatur. Auch die blaue Schleife kann insgesamt
in Zeit O(n?) implementiert werden, da jede for-Schleife maximal n-mal durchlaufen
wird und die for-Schleife selbst maximal n-mal ausgefiihrt wird.

Theorem 2.53 Sei D eine n X n-Distanzmatriz. Dann ldsst sich in Zeit O(n?)
entscheiden, ob ein kompakter additiver Baum fiir D existiert. Falls dieser existiert,
kann dieser ebenfalls in Zeit O(n?) konstruiert werden.

2.5 Exkurs: Priority Queues & Fibonacci-Heaps (*)

In diesem Abschnitt gehen wir in einen kurzen Exkurs auf eine Realisierung von
Priority Queues mittels Fibonacci-Heaps ein.

2.5.1 Priority Queues

Eine Priority Queue ist eine Datenstruktur auf einer total geordneten Menge von
Schliisseln mit den folgenden Operationen:

empty() erzeugt eine leere Priority Queue.

insert(elt, key) fiigt das Element elt mit dem Schliissel key in die Priority Queue
ein.

int size() gibt die Anzahl der Elemente in der Priority Queue zuriick.

elt delete_min() liefert ein Element mit dem kleinsten Schliissel, das in der Prio-
rity Queue enthalten ist, und entfernt dieses aus der Priority Queue.
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decrease_key(elt, key) erniedrigt den Schliissel des Elements elt in der Priority
Queue auf den Wert key, sofern der gespeicherte Schliissel grofier war.

delete(elt) loscht das Element elt aus der Priority Queue.

key(elt) liefert den zu dem Element elt gehorigen Schliissel aus der Priority Queue.

Meist wird die Operation delete nicht explizit gefordert und auch nicht benotigt. Wir
werden sie im Folgenden daher auch auler Acht lasen. Die Operationen decrease_key
und key operieren meistens nicht direkt auf dem Element, sondern auf einem Verweis,
den insert zuriickliefert, damit man die entsprechenden Elemente in der Priority
Queue schnell wieder finden kann. Auf diese Details wollen wir im Folgenden auch
nicht eingehen.

2.56.2 Realisierung mit Fibonacci-Heaps

Zunéchst einmal wiederholen wir den Begriff eines Heaps.

Definition 2.54 FEin Heap st ein Baum, in dem in den Knoten Elemente mit
Schliissel gespeichert sind, wobei auf den Schliisseln eine totale Ordnung gegeben
ist. Dabei muss ein Heap die Heap-Bedingung erfiillen, die besagt, dass fiir jeden
Knoten des Baumes mit Ausnahme der Wurzel gilt, dass der Schliissel des Elements
im Elter-Knoten kleiner gleich dem Schliissel des betrachteten Knotens sein muss.

Man beachte, dass es sich hier bei Heaps um beliebige gewurzelte Baume handeln
kann, die als werde eine fest begrenzte Anzahl von Kindern besitzen muss noch
irgendwie balanciert sein muss

Definition 2.55 Fin Fibonacci-Heap ist ein Wald, deren Baume Heaps sind.
Wir definieren nun noch den Rang eines Knotens.

Definition 2.56 Der Rang eines Knoten in einem Fibonacci-Heap ist die Anzahl
seiner Kinder.

Fiir die Implementierung von Fibonacci-Heaps vereinbaren wir das Folgende (siehe
Abbildung 2.53 fiir ein Beispiel):
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ykhbch doppelt
verkettete Liste

Abbildung 2.53: Beispiel: Fibonacci-Heap

e Die Wurzeln der Heaps eines Fibonacci-Heaps werden in einer zyklisch doppelt
verketteten Liste gehalten. Diese Liste wird im Folgenden auch als Wurzelliste
bezeichnet (rote Doppelpfeile im Beispiel).

e Ebenso werden die Kinder eines Knotens in einer zyklisch doppelt verketten
Liste gehalten (rote Doppelpfeile im Beispiel).

e Die Wurzel eines Heaps mit dem Element mit einem kleinsten Schliissel wird
mit dem so genannten Min-Zeiger memoriert (griiner Pfeil im Beispiel).

e Jeder Knoten mit Ausnahme der Wurzeln von Heaps haben einen Verweis auf
ihren Elter (dunkelgriine Pfeile im Beispiel).

e Jeder Knoten besitzt einen Verweis auf eines seiner Kinder (nicht auf alle, denn
die sind ja dann iiber die doppelt verkettete zyklische Kette der Geschwister-
Knoten zugénglich, blauer Pfeil im Beispiel).

e Die Knoten eines Fibonacci-Heaps kénnen markiert sein (die Wurzeln werden
dabei niemals markiert sein).

Nun geben wir eine Realisierung der Operationen einer Priority Queue basierend auf
einem Fibonacci-Heap an.

size: Die Anzahl der Elemente der Priority Queue wird in einer Variablen gespei-
chert. Diese wird zu Beginn mit 0 initialisiert und wird bei insert’s um 1 erhoht
und bei delete_min’s um 1 erniedrigt.

insert: Ein neues Element wird als einelementigen Baum in die Wurzelliste einge-
fiigt, dabei wird der Min-Pointer aktualisiert.

empty: Es wird eine leere Wurzelliste zuriickgegeben.
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decrease_key: Die Realisierung wird im Folgenden beschrieben (siehe auch Abbil-
dung 2.54). Man lasse sich momentan nicht dadurch verwirren, dass wir noch

MIN ~ MIN

o O—b— AN 0—0 &o
AN

Abbildung 2.54: Skizze: Operation decrease_key

gar nicht wissen, wie {iberhaupt Baume in der Wurzellisten entstehen konnen.

e Der am gegebenen Element gewurzelte Teilbaum wird abgehédngt und in
die Wurzelliste eingefiigt.

e Der Wert in der Wurzel dieses Teilbaumes wird wie angegeben erniedrigt.
(dabei bleibt die Heap-Bedingung offensichtlich erfiillt). Gegebenenfalls
wird eine vorhandenen Markierung der Wurzel entfernt.

e Dann wird der Min-Pointer aktualisiert.
e Der Elter des abgehédngten Elements wird markiert (auBer es war eine
Wurzel).

e War dieser Knoten bereits markiert, so wiederholt sich dieses Verfahren
des Abhéngens mit diesem Knoten bis wir auf einen unmarkierten Knoten
treffen. Man beachte, dass die Wurzeln der Heaps ja prinzipiell unmarkiert
sind.

Dies kann ein mehrfaches Abhéngen von Teilbdumen zur Folge haben
(siche hierzu auch Abbildung 2.55) und wird als kaskadenartiger Schnitt

bezeichnet.
O TR
y < ARSI X

/
decrease_key O
4 PN

/

/

PN

Abbildung 2.55: Skizze: kaskadenartiger Schnitt bei einer decrease_key-Operation
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e N RRR
L

Abbildung 2.56: Skizze: Operation delete_min

delete_min: Die Realisierung erfolgt wie folgt (siehe auch Abbildung 2.56):
e Das Element, auf das der Min-Pointer zeigt, wird ausgegeben und aus
seinem Heap geltscht.

e Die doppelt verkettet Liste der Kinder des geloschten Knotens wird in
die Wurzelliste eingefiigt.

e Nun folgt das so genannte Aufraumen der Wurzelliste (siehe auch Abbil-
dung 2.57): Bidume, deren Wurzel gleichen Rang besitzen, werden nun ver-

2R A
R

~—

77N
L] (28] [<Y [ |

Rang 0 Rang 1 Rang 2 Rang £

Abbildung 2.57: Skizze: Aufrdumen der Wurzelliste

schmolzen bis alle Knoten der Wurzelliste einen unterschiedlichen Rang
besitzen. Beim Verschmelzen ist dabei zu beachten, dass die Wurzel mit
dem kleineren Schliissel zum Elter der Wurzel des anderen Baumes wird.
Somit bleibt die Heap-Bedingung fiir den neu entstandenen Baum erhal-
ten.

Die Aufrdumaktion selbst wird mit Hilfe eines Feldes der Grofie O(log(n))
gefiihrt, das in jedem Eintrag einen Heap (bzw. einen Verweis darauf)
aufnehmen kann. Die Heaps werden der Reihe nach in das Feld einge-
bracht, wobei ein Heap, deren Wurzel Rang £ hat, in den Index k des
Feldes geschrieben wird. Ist bereits ein Heap in einem Index, so werden
diese beiden Heaps geméfl der Heap-Bedingung verschmolzen. Dann wird
wieder versucht den neuen Heap im Feld an der richtigen Indexposition
abzuspeichern.
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Zum Schluss wird das Feld geleert und gleichzeitig sukzessive eine neue
Wurzelliste aufgebaut.

e Beim sukzessiven Aufbau der neuen Wurzelliste wird nebenbei der neuen
Min-Zeiger mitbestimmt.

2.5.3 Worst-Case Analyse

Zunéchst einmal wollen wir die worst-case Kosten der einzelnen Priority Queue
Operationen abschétzen.

Lemma 2.57 Seiv ein Knoten des Fibonacci-Heaps und seien vy, . .., v, seine Kin-
der in der Reihenfolge, wie sie Kinder von v wurden. Dann ist der Rang von v;
mindestens © — 2.

Beweis: Wir fithren den Bewies durch Induktion nach 3.
Induktionsanfang (i < 2): Es ist nichts zu zeigen

Induktionsschritt (— 2): Betrachte den Zeitpunkt als v; ein Kind von v wurde.
Dann hatte v bereits die Kinder vy, ...,v;_1 (eventuell auch mehr). Somit war der
Rang von v zu diesem Zeitpunkt mindestens i —1. Da v; ein Kind von v wurde, muss-
ten beide Knoten denselben Rang gehabt haben. Somit musste zu diesem Zeitpunkt
der Rang von v; ebenfalls mindestens ¢ — 1 gewesen sein.

Wie viele Kinder kann v; seitdem verloren haben? Maximal eines, da v; nach einem
decrease_key auf einem Kind von v; markiert wird. Jedes weitere decrease_key hétte
v; von seinem Elter v getrennt, was ja nach Voraussetzung nicht sein kann.

Somit ist der Rang von v; mindestens (i —1) — 1 =14 — 2. |
Fiir die weitere Analyse miissen wir zunéchst die Fibonacci-Zahlen definieren.

Definition 2.58 Die Fibonacci-Zahlen sind wie folgt definiert: fo =0, f1 =1 und
fn+2 = fn+1 + fn f’d’f’ n > 2.

Fiir die folgende Analyse benotigen wir noch die folgenden bemerkenswerte Eigen-
schaft der Fibonacci-Zahlen.
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Lemma 2.59 FEs gilt fir alle k € N:

k
fry2 =1+ Zfi-
P

Beweis: Ubungsaufgabe. [

Mit Hilfe dieser Eigenschaft der Fibonacci-Zahlen und dem vorhergehenden Lemma
iiber Fibonacci-Heaps konnen wir die folgende Eigenschaft von Fibonacci-Heaps
beweisen, die ihnen ihren Namen gegeben haben.

Lemma 2.60 Sei v ein Knoten eines Fibonacci-Heaps mit Rang k, dann st die
Gréfie des an v gewurzelten Teilbaumes mindestens fiio.

Beweis: Wir fiihren den Bewies durch Induktion nach k.

Induktionsanfang (k € {0,1}): Ist der Rang des Knotens gleich 0, dann ist die
GrofBle des zugehorigen Teilbaumes genau 1 = f5. Ist der Rang des Knotens gleich
1, dann ist die Grofle des zugehorigen Teilbaumes mindestens 2 = f3 (der Knoten
selbst und sein Kind).

Induktionsschritt (— k): Sei v ein Knoten mit Rang k. Nach Lemma 2.57 hat
das i-te Kind Rang mindestens ¢ — 2. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Grofle
des Teilbaumes von i-ten Kind mindestens f;_2)42 = f;. Somit gilt fiir die Grofle
des Teilbaumes von v:

k k
> . — P—
T(v)| > \1,_, + E f(z—2)+2+\1/_/ 1+ E Ji = frro
Wurzel — 1=2 1.Kind i=1
————
2.k, Kind

Daraus folgt fiir die Analyse: f(n) = O(¢") mit ¢ = % Damit ist der Rang
der Knoten durch O(log(n)) beschriankt. Fiir eine Zusammenfassung der worst-case
Laufzeiten siche Abbildung 2.58.
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Operation Aufwand (worst-case)
empty 0(1)
size )

o
insert o(1)

decrease_key | O(#cuts) = O(n)
delete_min | O(#heaps) = O(n)

Abbildung 2.58: Tabelle: Worst-Case Laufzeiten der Priority-Queue Operationen

2.5.4 Amortisierte Kosten bei Fibonacci-Heaps

Die worst-case Kosten sind also sehr teuer. Man iiberlegt sich jedoch leicht, dass
teure Operationen (wie delete_min’s mit grofien kaskadenartigen Schnitten) nicht zu
oft hintereinander vorkommen koénnen. Daher analysieren wir noch die amortisierten
Kosten der Priority Queue Operationen. Dies sind die Kosten im Mittel, wenn wir
den gesamten Lebenszyklus einer Priority Queue betrachten.

Ziel: Wir versuchen mit Hilfe von zwei Sparkonten die Kosten abzuschéitzen. Wir
werden bei billigen Operationen schon etwas vorweg sparen, um spéter teure
Operationen vom Sparkonto bezahlen zu kénnen.

Als amortisierte Kosten bezeichnen wir dabei die Kosten, die fiir jeden Schritt
bezahlt werden. Das sind zum einen die Kosten, die wir direkt aus der Geld-
borse bezahlen, und das, was wir auf das Sparkonto einzahlen. Das Abheben
vom Sparkonto betrachten wir nicht, da wir diese Kosten bereits beim Einzah-
len beriicksichtigt haben.

Im Folgenden beschreiben wir, bei welchen Operationen wir wieviel sparen
und versuchen eine intuitive Beschreibung zu geben, warum. Dabei ist das
Sparkonto A fiir Kosten, die beim Aufrdumen der Wurzelliste entstehen, und
Sparkonto B fiir Kosten, die bei kaskadenartigen Schnitten anfallen.

insert: 1 Kosteneinheit auf Sparkonto A.

Wir sparen schon einmal eine Kosteneinheit fiir das Aufrdumen der Wurzel-
liste, da das neue Element ja als einelementiger Baum in dieses eingefiigt wird
und dann bei einer Aufrdumaktion beteiligt ist.

decrease_key: 2 Kosteneinheiten auf Sparkonto A, 1 Kosteneinheiten auf Spar-
konto B.

Wir sparen eine Kosteneinheit fiir das Aufrdumen der Wurzelliste und zwar
fiir die Wurzel des Teilbaumes, den wir in die Wurzelliste einfiigen (siehe auch
Abbildung 2.59). Dariiber hinaus sparen wir zwei Kosteneinheiten fiir den neu
markierten Knoten. Eine Kosteneinheit wird auf Sparkonto B gespart, damit
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decreage_key /k ‘
\ /
i Teilbaum in Wurzelliste
decrease_key teuer,

weil schon markiert.

Abbildung 2.59: Skizze: Vorsorge-Kosten bei decrease_key

wir die Kosten eines zukiinftigen Schnittes am markierten Knoten im Rahmen
eines kaskadenartigen Schnittes begleichen kénnen. Eine weitere Einheit wird
auf Konto A gespart, da nach einem solchen Schnitt am markierten Knoten im
Rahmen eines kaskadenartigen Schnittes der markierte Knoten dann Mitglied
der Wurzelliste wird.

delete_min() m Kosteneinheiten auf Sparkonto A, wobei m die Anzahl der Heaps
in der neu konstruierten Wurzelliste ist (dabei gilt m = O(log(n))).

Wir sparen also fiir jeden neu konstruierten Heap der neuen Wurzelliste jeweils
eine Kosteneinehit auf dem Sparkonto A, um fiir zukiinftige Aufrdumarbeiten
gewappnet zu sein.

Zusammenfassend konnen wir sagen, dass zu jedem Zeitpunkt Folgendes gilt:

Fiir jeden Knoten in der Wurzelliste haben wir eine Einheit auf dem
Sparkonto A und fiir jeden markierten Knoten haben wir je eine Einheit
auf dem Sparkonto A und B.

Kostenanalyse: Wir untersuchen jetzt die anfallenden amortisierten Kosten fiir
die einzelnen Operationen (aufler fiir size und empty, da diese trivialerweise
konstante Kosten haben).

insert: Fiir die insert-Operation gilt:
Einfiigen in die Wurzelliste und Aktualisieren MIN-Pointer O(1)
Einzahlung aufs Sparkonto A O(1)
amortisierte Kosten O(1)

decrease_key: Fiir die decrease_key Operation gilt (siche Abbildung 2.60):
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Umbhéngen in Wurzelliste

FERR YS9

decrease_key t
echte Kosten = proportional zur # der Schnitte
ein Schnitt = konstante Zeit

Abbildung 2.60: Skizze: Kosten fiir decrease_key

Erster Schnitt O(1)
kaskadenartiger Schnitt (durch Abheben vom Sparkonto B) 0
Einzahlung aufs Sparkonto A 0(2)
Einzahlung aufs Sparkonto B O(1)
amortisierte Kosten O(1)

delete_min: Verschmelzen von Bdumen mit gleichem Rang (siehe auch Abbil-
dung 2.61):

Heap—Bedingung—/ &
A

L LT L L

Rang 0 Rang 1 Rang 2 Rang 3 Rang k

Abbildung 2.61: Skizze: Kosten fiir das Aufrdumen der Wurzelliste

Bezahle Verschmelzen vom Sparkonto A (jeder Knoten der Wurzelliste
hat ja eine Einheit eingezahlt und es sind maximal so viele Verschmel-
zungen moglich, wie es Knoten in der Wurzelliste gibt).

Die Kosten fiir die Rekonstruktion der neuen Wurzelliste miissen direkt
aus der Geldborse bezahlt werden.

Verschmelzen der Heaps (Abheben vom Sparkonto A) 0
Konstruktion der neuen Wurzelliste) O(log(n))
Einzahlung auf das Sparkonto A O(log(n))
amortisierte Kosten O(log(n))
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Damit erhalten wir die in Tabelle 2.62 angegebenen amortisierten Laufzeiten fiir
die einzelnen Operationen einer Priority Queue, die mit Hilfe eines Fibonacci-Heaps
implementiert wurden.

Operation Aufwand (worst case) | Aufwand (amortisiert)
empty 0(1) 0(1)

size 0(1) 0(1)

insert 0(1) 0(1)

decrease_key | O(n) O(1)

delete_min | O(n) O(log(n))

Abbildung 2.62: Tabelle: Amortisierte Laufzeiten der Priority-Queue Operationen

Zusammenfassend konnen wir den folgenden Satz {iber die amortisierte Laufzeit
einer Folge von Operationen einer Priority Queue basierend auf einem Fibonacci-
Heap angeben.

Theorem 2.61 Beginnend mit einem leeren Fibonacci-Heap kann eine Folge von
Operationen (insert, decrease_key, delete_min, size) in Zeit O({ + k - log(m)) aus-
gefiihrt werden, wobei m die mazimale Anzahl von Elementen im Fibonacci-Heap
wahrend der Ausfihrung der Operationen ist und k < £ die Anzahl der delete_min-
Operationen.

2.5.4.1 Potentialmethode (*)

Der Vollstdndigkeit halber erwidhnen wir an dieser Stelle noch eine andere Vorge-
hensweise zur Bestimmung der amortisierten Kosten (die allerdings nicht Bestandteil
der Vorlesung war).

Bei Verwendung der so genannten Potentialmethode zur amortisierten Analyse einer
Datenstruktur wird fiir jeden aktuelle Zustand einer Datenstruktur ein so genanntes
Potential definiert. Sei dazu im Folgenden Oy, ..., O, eine Folge von Operationen auf
der Datenstruktur mit Kosten ¢; fiir die Operation O;. Der Zustand der Datenstruk-
tur zu Beginn sei Dy und nach Ausfithrung der Operationen Oq,...,0O; eben D;.
Mit ®(D;) wird jetzt das Potential der Datenstruktur zum Zeitpunkt ¢ definiert,
d.h. nach Abarbeitung der Operationen Oy, ..., O;.

Ziel ist es nun die Potentialfunktion ® so zu wahlen, dass gilt:

wobei mit ¢; die amortisierten Kosten der i-ten Operation bezeichnet werden.
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Fiir die Ausfithrung der ersten ¢ Operationen gilt dann offensichtlich

Za = Zc + &(D;) — B(Dy).

Gilt immer ®(D;) > ®(Dy), dann sind die ¢; tatséchlich die amortisierten Kosten
(oder sogar mehr). ®(D;) kann dabei als unser Sparkonto interpretiert werden.

Fiir die Fibonacci-Heaps wihlt man als Potential-Funktion ®(F) = w(F)+2-m(F),
wobei w(F") die Anzahl der Heaps in der Wurzelliste und m(F') die Anzahl markierter
Knoten im Fibonacci-Heaps F' und m sind. Damit ist zu Beginn ®(Fp) = 0. Wir
iiberlassen es dem Leser, die Gleichung 2.1 mit dieser Potentialfunktion zu beweisen.

In der Regel ist es schwierig diese Potentialfunktion zu finden. Wir haben in unserer
Analyse mit den Sparkonten versucht, diese Potentialfunktion intuitiv verstdndlich
zu machen.

2.56.5 Laufzeit des Prim-Algorithmus mit Priority Queues

Die erweiterte Version des Prim-Algorithmus basierend auf Priority-Queues ist in
Abbildung 2.63 auf Seite 155 angegeben. Dabei ist der blaue Teil wiederum nur die
Erweiterung zur Erkennung kompakt additiver Matrizen bzw. zur Konstruktion eines
kompakt additiven Baumes, der ja dann dem minimalen Spannbaum entspricht.

Zur Analyse des Algorithmus von Prim basierend auf Priority Queues stellen wir
zunachst fiir die Anzahl der Aufrufe von Priority Queue Operationen fest:

e Anzahl insert’'ss=n—-1<n
e Anzahl delete_min’s: =n—1<n

e Anzahl decrease_key’s: < n?

Somit ist die Laufzeit O(n?+2n+nlog(n)) = O(n?). (Die Eingabegrofie ist ja schon
n?, somit ist die Laufzeit eigentlich linear). Wir rezitieren hier der Vollstéindigkeit

halber noch einmal das Gesamtergebnis.

Theorem 2.62 Sei D eine n X n-Distanzmatriz. Dann ldsst sich in Zeit O(n?)
entscheiden, ob ein kompakter additiver Baum fiir D existiert. Falls dieser existiert,
kann dieser ebenfalls in Zeit O(n?) konstruiert werden.
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PQ-Prim (set V, int ~[][])

begin
set £ = ();
set V' :={v}; // for some node v eV
node pred[V];
real dr[V][V];
real key[V];

PQ ¢ := new PQ.empty/();

forall (w € V'\ {v}) do
\; g.insert(w, y(v, w));

pred|w] := v;
key[w] := (v, w);

while (V' # V) do
y = g.delete_min();

x := pred[y];
E = E' U{z,y};
V' =V'u{y};

forall (v € V'\ {y}) do
dr(v,y) == dr(v,z) +v(z,y);
if (dT.(v,y) # v(v,y)) then
| reject;
forall (w € V' \ V') do
if (v(y,w) < key[w]) then
L q.decrease_key (w, y(y, w));
pred[w] := y; key[w] := (y, w);

end

Abbildung 2.63: Algorithmus: Algorithmus von Prim mit Priority Queues und der
Erweiterung zur Erkennung kompakt additiver Matrizen

2.6 Sandwich Probleme

Hauptproblem bei den bisher vorgestellten Verfahren war, dass wir dazu die Distan-
zen genau wissen mussten, da beispielsweise eine leicht modifizierte ultrametrische
Matrix in der Regel nicht mehr ultrametrisch ist. Aus diesem Grund werden wir in
diesem Abschnitt einige Problemestellungen vorstellen und 16sen, die Fehler in den
Eingabedaten modellieren.
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2.6.1 Fehlertolerante Modellierungen

Bevor wir zur Problemformulierung kommen, benttigen wir noch einige Notationen,
wie wir Matrizen zwischen zwei anderen Matrizen einschachteln konnen.

Notation 2.63 Seien M und M' zwei n x n-Matrizen, dann gilt M < M’, wenn
M;; < Mj; fir alle i,j € [1 : n] gilt. Fir drei Matrizen M, M’ und M" gilt
M e [M',M"], wenn M' < M < M" gilt.

Nun koénnen wir die zu untersuchenden Sandwich-Probleme angeben.

ADDITIVES SANDWICH PROBLEM

Eingabe: Zwei n x n-Distanzmatrizen D, und D},.
Gesucht: Eine additive Distanzmatrix D € [Dy, Dy], sofern eine existiert.

ULTRAMETRISCHES SANDWICH PROBLEM

Eingabe: Zwei n x n-Distanzmatrizen D, und Dy,.
Gesucht: Eine ultrametrische Distanzmatrix D € [Dy, Dy], sofern eine existiert.

Im Folgenden bezeichnet |M| eine Norm einer Matrix. Hierbei wird diese Norm
jedoch nicht eine Abbildungsnorm der durch M induzierten Abbildung sein, son-
dern wir werden Normen verwenden, die eine n x n-Matrix als einen Vektor mit
n? Eintriigen interpretieren. Beispielsweise kénnen wir die so genannten p-Normen
verwenden:

n n 1/p
|1D], = <ZZ|Dm|p> >

i=1 j=1

|ID|w = max{|Di| : i,j €[l:n]}.
Damit konnen wir die folgenden Approximationsprobleme definieren.

ADDITIVES APPROXIMATIONSPROBLEM

Eingabe: Eine n x n-Distanzmatrix D.
Gesucht: Eine additive Distanzmatrix D', die |D — D’| minimiert.
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ULTRAMETRISCHES APPROXIMATIONSPROBLEM

Eingabe: Eine n x n-Distanzmatrix D.
Gesucht: Eine ultrametrische Distanzmatrix D', die |D — D’| minimiert.

Fiir die weiteren Untersuchungen bendtigen wir noch einige Notationen.

Notation 2.64 Sei M eine n x n-Matriz, dann ist MAX(M) der maximale Eintrag
von M, d.h. MAX(M) =max{M,; : i,j € [1:n]}.

Sei T ein additiver Baum mit n markierten Knoten (mit Markierungen aus [1 : n])
und dr(i,j) der durch den additiven Baum induzierte Abstand zwischen den Knoten
mit Markierung i und j, dann ist MAX(T') = max {dr(i,j) : i,7 € [1 : n]}.

Sei M eine n x n-Matriz und T ein additiver Baum mit n markierten Knoten, dann
schreiben wir T < M bzw. T > M, wenn dp(i,5) < M;; bzw. dp(i,5) > M;; fir
alle i,j € [1 : n] gilt.

Fiir zwei Matrizen M und M' sowie einen additiven Baum T gilt T € [M, M'], wenn
M <T <M gilt.

Wir wollen noch einmal kurz daran erinnern, wie man aus einem ultrametrischen
Baum 7' = (V, E, 1) mit der Knotenmarkierung i : V' — R, einen additiven Baum
T = (V, E,~) mit der Kantengewichtsfunktion v : E' — R, erhilt, indem man ~ wie
folgt definiert:

p(v) — p(w)

V(v,w) € E:v(v,w) = — > 0.

Somit konnen wir ultrametrische Baume immer auch als additive Baume auffassen.

2.6.2 Minimale Spannbaume und ultrametrische Sandwiches

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie wir mit Hilfe eines minimalen Spannbau-
mes das ultrametrischen Sandwich-Problem effizient 16sen kann.

Definition 2.65 Se: D, eine obere Schrankenmatriz. Ein ultrametrischer Baum
T < Dy, heifst hochster ultrametrischer Baum fir Dy, wenn fiir alle ultrametrischen
Baume T" mit T < Dy, gilt, dass T' <T.

Fiir den folgenden Beweis ist die folgende Charakterisierung einer ultrametrischen
Matrix hilfreich.
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Lemma 2.66 Eine n x n-Distanzmatriz D ist genau dann ultrametrisch, wenn es
in jedem Kreis in G(D) mindestens zwei Kanten mazimalen Gewichtes gibt.

Beweis: Ubungsaufgabe. [

Wir geben in Abbildung 2.64 einen Algorithmus zur Konstruktion eines héchsten
ultrametrischen Baumes fiir eine gegebene obere Schrankenmatrix D; an.

1. Erzeuge einen minimalen Spannbaum S fiir G(Dp,).
2. Sortiere die Kanten in E(S) absteigend nach ihrem Gewicht.
3. Konstruiere rekursiv aus S einen ultrametrischen Baum 7" wie folgt:

a) Ist |V(S9)| = 1, dann konstruiere einen Baum mit genau einem Knoten, der
mit dem Label s € V/(S) markiert ist.

b) Sonst entferne die Kante e = {a,b} mit hochstem Gewicht aus S und
bestimme (beispielsweise mit Hilfe einer Tiefensuche) die beiden Zusam-
menhangskomponenten in (V' (S), E(S) \ {e}); diese seien S; und Ss.

c¢) Konstruiere rekursiv ultrametrische Teilbdume 7; fiir V(.S;) mit Hilfe von
S; fir i € [1:2).

d) Konstruiere 7', indem an eine neue Wurzel r die beiden Wurzeln von Tj
und 73 als Kinder angehéngt werden. Das Gewicht der Kante zur Wurzel
des Baumes T; ist dabei $Dj(a,b) — h(T;), wobei h(T;) die Summe der
Kantengewichte auf einem einfachen Pfad von der Wurzel von 7T; zu einem
beliebigen Blatt von T; ist.

Abbildung 2.64: Algorithmus: Konstruktion eines héchsten ultrametrischen Baumes

In Abbildung 2.65 ist die rekursive Konstruktion des ultrametrischen Baumes aus
T, und T, wie im Schritt 3d) vom Algorithmus aus Abbildung 2.64 noch einmal
illustriert (Kantengewichte in blau, Kontenmarkierung in rot).

Fiir die Rekursion erwidhnen wir hier noch das wichtige Resultat, das wir im Folgen-
den stillschweigend verwenden werden.

Lemma 2.67 Sei G = (V,E,~) ein gewichteter ungerichteter Graph und T ein
minimaler Spannbaum fir G. Sei V! CV und G' = G[V'] der durch V' induzierte
Teilgraph von G. Wenn T[V'] zusammenhdngend ist, dann ist auch T[V'] ein mini-
maler Spannbaum fir G'.
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[Dy(a,b)]
1 Dw(a,b) — h(T}) 7Dn(a,b) — h(T2)

Abbildung 2.65: Skizze: Rekursive Konstruktion eines ultrametrischen Baumes mit
Hilfe eine minimalen Spannbaumes

Beweis: Ubungsaufgabe. [

Nun konnen wir uns an den Korrektheitsbeweis des Algorithmus heranwagen, der
im folgenden Satz formalisiert ist.

Theorem 2.68 Fiir eine gegebene n X n-Distanzmatriz D konstruiert der angege-
bene Algorithmus in Zeit O(n?) einen héchsten ultrametrischen Baum T fiir D.

Beweis: Wir beweisen zunéchst die Aussage iiber die Laufzeit des Algorithmus.
Schritt 1 beno6tigt mit dem Algorithmus von Prim basierend auf Priority Queues
realisiert mit Fibonacci-Heaps Zeit O(n?). Das Sortieren der Kantengewichte des
minimalen Spannbaums in Schritt 2 lasst sich in Zeit O(n log(n)) realisieren, da ein
Spannbaum auf n Knoten genau n — 1 Kanten besitzt. In Schritt 3 lasst sich jeder
rekursive Aufruf in Zeit O(n) mit Hilfe einer Tiefensuche durchfithren. Da maximal
n — 1 rekursive Aufrufe notig sind, ben6tigt Schritt 3 also insgesamt auch nur Zeit

O(n?).

Als erstes beweisen wir, dass der Algorithmus iiberhaupt einen ultrametrischen
Baum konstruiert. Dazu bemerken wir, dass die entsprechende Markierung an der
Wurzel des rekursiv konstruierten ultrametrischen Baumes gerade D(a, b) ist, wobei
{a,b} die entfernte Kante aus dem minimalen Spannbaum ist. Da wir die Kanten
absteigend nach Gewicht entfernen, konstruieren wir somit einen (nicht notwendi-
gerweise strengen) ultrametrischen Baum.

Wir merken noch an, dass wir nicht nachweisen miissen, dass am niedrigsten gemein-
samen Vorfahren der Blétter von ¢ und j ein bestimmter Wert stehen muss. Das folgt
aus der Tatsache, dass wir nur einen ultrametrischen Baum fiir eine beliebige ultra-
metrische Matrix konstruieren miissen. Diese Matrix hat als Eintrag an der Stelle
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(1, 7) gerade den Wert, der am niedrigsten gemeinsamen Vorfahren von ¢ und j steht,
so dass diese Bedingung nach Konstruktion erfiillt ist.

Als néchstes beweisen wir, dass der konstruierte ultrametrische Baum T die Bedin-
gung T' < D erfiillt. Wir betrachten dazu zwei beliebige Bléatter x und y in 7. Sei
z = lca(x,y) der niedrigste gemeinsame Vorfahre von z und y in 7. Dies ist in
Abbildung 2.66 schematisch dargestellt.

T )
Abbildung 2.66: Skizze: Abstand zwischen x und y in T

Im Folgenden bezeichne dr(x,y) den Abstand zwischen zwei Knoten x und y im
additiven Baum T, was die Summe der Kantengewichte der Kanten auf dem einfa-
chen Pfad ist, der z und y in T" verbindet. Sei e die Kante, die aus dem minimalen
Spannbaum entfernt wird, um die Kantengewichte von e, und e, zu bestimmen, d.h.
v(ez) = 3D(e) — h(T1) und ~(ey) = 1D(e) — h(T3), wobei D(e) := D(a,b) fiir eine
Kante e = {a, b} ist. Dann gilt:

dr(w,y) = dr(z,2') +(ex) +7(ey) +dn (v, y)
= () + 5 D(e) ~ h(Ty) + 5 D(e) — h(T) + h(T)
= D(e)
= D(a,b)
< D(z,y).

Die letzte Ungleichung lasst sich wie folgt begriinden. Sind = und y durch eine Kante
in T verbunden, d.h. es gilt {z,y} = {a,b}, so ist diese Ungleichung eine triviale
Gleichung. Andenfalls muss in einem minimalen Spannbaum 7' der Abstand von
zwei nicht in 7" benachbarten Knoten x und y mindestens so grof3 sein muss, wie das
Gewicht jeder Kante des einfachen Pfades, der x und y in T" verbindet (sonst konnte
man einen Spannbaum mit geringerem Gewicht als dem des minimalen Spannbaums
konstruieren). Somit wird also ein ultrametrischer Baum konstruiert, der die obere
Schrankenmatrix D einhélt.
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Wir miissen also nur noch zeigen, dass ein hochster ultrametrischer Baum 7' mit
T < D konstruiert wird. Seien wieder x und y beliebige Blédtter des Baumes 7" und
z = lca(x, y) der niedrigste gemeinsame Vorfahre von x und y in T'. Sei e = {a, b} die
Kante, die aus dem minimalen Spannbaum entfernt wird, um die Kantengewichte
von e, und e, zu bestimmen, d.h. durch Entfernen von e kommen a und b erstmals in
zwei verschiedene Zusammenhangskomponenten. Somit gilt v(e,) = 5D(e) — h(T})
und 7(e,) = 3D(e) — h(T3).

Es gilt dann also, wie eben gezeigt, dr(z,y) = D(e) = D(a,b). Weiterhin betrach-
ten wir im minimalen Spannbaum S den einfachen Pfad p von x nach y, in dem
nach Annahme die Kante e = {a, b} enthalten sein muss. Nach Konstruktion des
Algorithmus, wird auf diesem Pfad die Kante {a,b} als erste entfernt, also muss
D(r,s) < D(a,b) fiir alle Kanten {r, s} im Pfad p gelten.

Sei jetzt U ein beliebiger ultrametrischen Baum mit U < D. Nach Lemma 2.66 gilt,
dass auf dem Kreis, der aus p und der Kante {x,y} besteht, die Kante maximalen
Gewichtes mit den Kantengewichten, die von dy induziert werden, nicht eindeutig
ist. Also gilt:

dy(z,y) < max{dy(r,s) : {r,s} € pU{{z,y}}}
nach obigem Lemma 2.66
= max {dy(r,s) : {r,s} € p}
da nach Annahme U < D

< max{D(r,s) : {r,s} € p}

da D(a,b) auf p maximales Gewicht hat
< D(a,b)

wie wir vorhin gezeigt haben
= dr(z,y).

Man iiberlegt sich leicht, dass sie obige Argumentation auch dann stimmt, falls der
Pfad p nur aus der Kante {z, y} besteht.

Damit gilt also U < T und der Satz ist bewiesen. [ ]

Man {iberlege sich, dass es zu jeder Distanzmatrix D mindestens einen ultrametri-
schen Baum 7' mit 7' < D gibt.

Korollar 2.69 Seien D, < D), zwei n X n-Distanzmatrizen, dann ldsst sich in Zeit
O(n?) entscheiden, ob es einen ultrametrischen Baum T € [Dy, Dy] gibt. Falls es
einen solchen gibt, so kann dieser ebenfalls in Zeit O(n?) konstruiert werden.
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Beweis: Zuerst konstruieren wir einen hochsten ultrametrischen Baum T fiir Dj,.
Nach dem vorhergehenden Satz kann dies in Zeit O(n?) geschehen. Dann iiberpriifen
wir, ob T" > D, gilt. Falls ja, dann ist T" der gesuchte ultrametrische Baum. Falls
nicht, dann kann es keinen ultrametrischen Baum fiir das ultrametrische Sandwich-
Problem geben. Angenommen es gibe einen ultrametrischen Baum U € [Dy, Dy].
Da T ein hochster ultrametrischer Baum fiir D), ist, gilt also D, < U <T < Dy, und
somit T € [Dy, Dy]. Dies ist der gewiinschte Widerspruch. |

In Abbildung 2.67 ist noch einmal ein Beispiel zur Konstruktion eines héchsten
ultrametrischen Baumes angegeben.

1 2 3 4 5
110 9 7 8 3
2| 03 6 8 -
3 0 5 6 3 6 3
4 0 7 O—066—06—O
5 0
5)

(3)
®© 6 606 O 6 O B

Abbildung 2.67: Beispiel: Konstruktion eines hochsten ultrametrischen Baumes
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2.6.3 Asymmetrie zwischen oberer und unterer Schranke

In diesem Abschnitt wollen wir noch kurz darauf eingehen, dass man nicht sinnvoller-
weise analog zu hochsten ultrametrischen Badumen, die eine obere Schrankenmatrix
erfiillen, auch niedrigste ultrametrische Béume, die eine untere Schrankenmatrix
erfiillen, definieren kann.

Definition 2.70 Sei D, eine untere Schrankenmatriz. Ein ultrametrischer Baum
T > D, heifst niedrigster ultrametrischer Baum fiir D,, wenn fiir alle ultrametrischen
Baume T mit T > D, gilt, dass T" > T.

Wir werden jetzt zeigen, dass es eine (und damit auch unendlich viele) untere Schran-
kenmatrizen gibt, die keinen niedrigsten ultrametrischen Baum erlauben. Dies steht
vollig im Gegensatz zum Ergebnis des vorherigen Abschnittes, dass es zu jeder obe-
ren Schrankenmatrix einen hochsten ultrametrischen Baum gibt.

L‘abc Hl‘abc Hg‘abc
al0 = vy a |0 = =z a |0 x wy
b 0 =z 0 =z 0 =z
c 0 0 0

Abbildung 2.68: Beispiel: Distanzmatrizen zum Beweis der Nichtexistenz niedrigster
ultrametrischer Béume (x >y > 0 und = > z > 0 sowie y # 2)

Dazu sind in Abbilddung 2.68 drei 3 x 3-Distanzmatrizen definiert. Hier gilt sowohl
x >y >0 alsauch x > z > 0 sowie y # z. Wie man sofort sieht, gilt L < H; und
L < Hy und dass L nicht ultrametrisch ist. Des Weiteren lassen sich fiir H; und Hy
sofort ultrametrische Baume angeben, d.h. H; und H, sind ultrametrische Matrizen.

Wegen Lemma 2.66 muss fiir jede ultrametrische Matrix U > L gelten, dass im Kreis
(a,b,c,a) das Maximum auf mindestens zwei verschiedenen Kanten angenommen
wird. Da die Kante {a,b} das Gewicht v > = > max{y, z} besitzt, muss in U
entweder U(a,c) = v > x oder U(b,c) = v > x gelten. Die kleinsten solchen
Matrizen mit U > L sind dann aber gerade H; und Hs. Da aber offensichtlich weder
H, < Hy noch Hy > H, gilt, kann es keine niedrigste ultrametrische Matrix U mit
U > L geben.

2.6.4 Ultrametrisches Approximationsproblem

Wir wollen nun noch das ultrametrische Approximationsproblem fiir die Maximums-
norm losen. Zunéchst einmal zeigen wir das folgende Resultat.
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Lemma 2.71 Seien G = (V, E,v) bzw. G' = (V, E,~v + ¢) gewichtete ungerichtete
Graphen, wobei v+ c: E — Ry : e v(e) +c fir ein c € Ry ist. T ist genau dann
ein minimaler Spannbaum G, wenn T ein minimaler Spannbaum von G’ ist.

Beweis: Ubungsaufgabe. [

Definieren wir nun noch fiir die folgenden Uberlegungen die so genannte Translation
einer Distanzmatrix.

Definition 2.72 Sei D eine n x n-Distanzmatriz und sei ¢ > —MIN(D) , wobei
MIN(D) := min{D(i,j) : i #j € [1 : n]}, dann ist die Translation einer Distanz-
matrix um c wie folgt definiert:

. D(i, ) fallsi=j
(c) _ ) )
D, j) { D(i,j) +c falls i j.

Man moge sich iiberlegen, dass nach der obigen Definitionen jede Translation einer
Distanzmatrix wieder eine Distanzmatrix liefert.

Wir zeigen nun, dass sich durch eine Translation die zugehorigen ultrametrischen
Baume kaum &dndern.

Lemma 2.73 Sei D eine Distanzmatriz und ¢ € Ry Der hochste ultrametrische
Baum fiir D lisst sich aus dem héchsten ultrametrischen Baum T fiir D konstru-
ieren, indem die Kantengewichte zu den zu den Blittern inzidenten Kanten um c/2
erhoht werden.

Beweis: Nach Lemma 2.71 ist die Struktur eines minimalen Spannbaumes fiir
die verschobene Distanzmatrix unverdndert. Einzig und allein die Kantengewichte
dndern sich.

Im Schritt 3d) des Algorithmus dndern sich nur die Kantengewichte zu neu hinzu-
konstruierten Wurzel. Diese wurde mittels y(e;) := $D(e) — h(T;) gesetzt. Da fiir
jeden Baum 7', der nur aus einem Blatt besteht, A(T") = 0 gilt, werden die zu den
Bldttern inzidenten Kanten um den Wert ¢/2 erhoht. An den Gewichten der inneren

Kanten dndert sich hingegen nichts. [

Fiir das ultrametrische Approximationsproblem in der Maximumsnorm miissen wir
jetzt nur eine translatierte Distanzmatrix D’ finden, so dass | D — D’|, = ¢ minimal
wird und D’ ultrametrisch ist. Das ist dquivalent dazu ein minimales ¢ zu finden,
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so dass D' € [D9) : D)) gilt. Wir konstruieren also weiterhin einen héchsten
ultrametrischen Baum 7 fiir D. Dann bestimmen wir den maximalen Abstand von

T und D und setzen
ID — def

2

Dann ist der zu D®) gehérige hochste ultrametrische Baum der gesuchte.

Theorem 2.74 Sei D eine n X n-Distanzmatriz, dann ldisst sich eine ultrametri-
sche Matriz D' mit minimalen Abstand zu D in der Mazimumsnorm in Zeit O(n?)
konstruieren, d.h. eine ultrametrische Matriz D', die |D — D'|« minimiert.

2.6.5 Komplexitatsresultate

Fassen wir die positiven Ergebnisse noch einmal in der folgenden Abbildung 2.69
zusammen und erwihnen, dass die nicht behandelten Probleme alle NP-Hart sind.

‘ Problem ‘ ultrametrisch ‘ additiv ‘
Sandwich O(n?) NPC
Approximation (| - [«) O(n?) NPC
Approximation (| - |,) NPC NPC

Abbildung 2.69: Ubersicht: Komplexititen der Approximationsprobleme

Fiir die Beweise zu den Resultaten zur N'P-Vollstandigkeit verweisen wir auf die
Originalliteratur von M. Farach, S. Kannan und T. Warnow.

2.7 Alternative Losung fiir das Sandwich-Problem(*)

Dieser Abschnitt wurde nicht in der Vorlesung behandelt und ist nur der Vollstén-
digkeit halber aufgenommen worden.

2.7.1 Eine einfache L6ésung

In diesem Abschnitt wollen wir noch eine andere Losung angeben, um das ultrametri-
sche Sandwich-Problem zu 16sen. Wir beginnen mit einer einfachen, nicht allzu effi-
zienten Losung, um die Ideen hinter der Losung zu erkennen. Im néchsten Abschnitt
werden wir dann eine effizientere Losung angeben, die von der Idee her im Wesent-
lichen gleich sein wird, aber dort nicht so leicht bzw. kaum zu erkennen sein wird.
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Zuerst zeigen wir, dass, wenn es einen ultrametrischen Baum gibt, der der Sandwich-
Bedingung geniigt, es auch einen ultrametrischen Baum gibt, dessen Wurzelmarkie-
rung gleich dem maximalem Eintrag der Matrix D, ist. Dies liefert einen ersten
Ansatzpunkt fiir einen rekursiven Algorithmus.

Lemma 2.75 Seien D, und D;, zwei n X n-Distanzmatrizen. Wenn ein ultrametri-
scher Baum T mit T € [Dy, Dy existiert, dann gibt es einen ultrametrischen Baum

T' mit T' € [Dy, Dy] und MAX(T") = MAX(D).

Beweis: Wir beweisen die Behauptung durch Widerspruch. Wir nehmen also an,
dass es keinen ultrametrischen Baum 7" € [Dy, Dy] mit MAX(T") = MAX(Dy) gibt.

Sei T" € [Dy, D] ein ultrametrischer Baum, der s := MAX(T") — MAX(D,) mini-
miert. Nach Voraussetzung gibt es mindestens einen solchen Baum und nach unserer
Annahme fiir den Widerspruchsbeweis ist s > 0.

Wir konstruieren jetzt aus 7" einen neuen Baum 7", indem wir nur die Kanten-
gewichte der Kanten in 7" &ndern, die zur Wurzel von 7" bzw. T” inzident sind.
Zuerst definieren wir a := 3 min{y(e), s} > 0. Wir bemerken, dass dann o < %e)
und o < 3 gilt.

Sei also e ein Kante, die zur Wurzel von T” inzident ist. Dann setzen wir

V'(e) = 7€) — .

Hierbei bezeichnet 4 bzw. 7" die Kantengewichtsfunktion von 7" bzw. T”. Zuerst
halten wir fest, dass die Kantengewichte der Kanten, die zur Wurzel inzident sind,
weiterhin positiv sind, da

Da wir Kantengewichte nur reduzieren, gilt offensichtlich weiterhin 7" < D,,. Wir
miissen also nur noch zeigen, dass auch D, < T” weiterhin gilt. Betrachten wir
hierzu zwei Bldtter v und w in 7" und die Wurzel r(7") von T”. Wir unterscheiden
jetzt zwei Félle, je nachdem, ob der kiirzeste Weg von v nach w iiber die Wurzel
fithrt oder nicht.

Fall 1 (Ica(v,w) # r(T”)): Dann wird der Abstand von dp» gegeniiber dr~ fiir
diese Blatter nicht verdndert und es gilt:

dTN(U,U}) = dT/(v,w) Z Dg(?},w).

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik: Bdume und Graphen SS 2015



2.7. Alternative Losung fiir das Sandwich-Problem(*) 167

Fall 2 (Ica(v,w) = r(T")): Dann werden die beiden Kantengewichte der Kanten
auf dem Weg von v zu w die inzident zur Wurzel sind um jeweils « erniedrigt und
wir erhalten:

drr(v,w) = dp(v,w) — 2«
da dp (v, w) = s + MAX(Dy)
= s+ MAX(Dy) — 2«
da 20 < s
s+ MAX(Dy) — s
— MAX(D,)
> Dy(v,w).

v

Also ist Dy, < T”. Somit haben wir einen ultrametrischen Baum 7" € [Dy, D]
konstruiert, fiir den

MAX(T”) — MAX(D,) < MAX(T’) — 20 — MAX(Dy)
daa>0
< MAX(T’) — MAX(Dy)

= s
gilt. Dies ist offensichtlich ein Widerspruch zur Wahl von 77 und das Lemma ist
bewiesen. -

Das vorherige Lemma legt die Definition niedriger ultrametrische Bdume nahe.

Definition 2.76 Ein ultrametrischer Baum T € [Dy, Dy] heifit niedrig, wenn
MAX(T) = MAX(D,).

Um uns im weiteren etwas leichter zu tun, bendtigen wir noch einige wichtige Nota-
tionen.

Notation 2.77 Se: T = (V, E) ein gewurzelter Baum. Dann bezeichnet L(T') die
Menge der Blitter von T. Fir v € L(T') bezeichnet
L(T,v) :={we L(T) : lea(v,w) #r(T)}

die Menge aller Bldtter die sich im selben Teilbaum der Wurzel von T befinden wie
v selbst.
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Aus dem vorherigen Lemma und den Notationen folgt jetzt unmittelbar das folgende
Korollar.

Korollar 2.78 Fiir jeden niedrigen ultrametrischen Baum T € [Dy, Dy] gilt:

Va,y € L(T) : (De(z,y) = MAX(D,)) = (dr(z,y) = MAX(Dy)).

Bevor wir zum zentralen Lemma kommen, miissen wir noch eine weitere grundle-
gende Definition festlegen.

Definition 2.79 Seien Dy < D), zwei n X n-Matrizen und seien k, ¢ € [1 : n|, dann
ist der Graph Gy = (V, Ex ) wie folgt definiert:

V = [l:n],
Ek,l = {(’L,j) : Dh(l,j) < Dg(k',g)}

Mit C(Gry,v) bezeichnen wir die Zusammenhangskomponente von Gy, die den
Knoten v enthdlt.

Nun kommen wir zu dem zentralen Lemma fiir unseren einfachen Algorithmus, das
uns beschreibt, wie wir mit Kenntnis des Graphen Gy, (oder besser dessen Zusam-
menhangskomponenten) den gewiinschten ultrametrischen Baum konstruieren kon-
nen.

Lemma 2.80 Seien Dy < Dy, zweinxn-Matrizen und seien k,{ € [1 : n] so gewdhlt,
dass Dy(k,l) = MAX(D,). Wenn ein niedriger ultrametrischer Baum T € [Dy, Dy]
existiert, dann gibt es auch einen niedrigen ultrametrischen Baum T € [Dy, Dy] mit

L(T',v) = V(C(Gyy,v))

fir alle v e L(T).

Beweis: Wir beweisen zuerst die folgende Behauptung:
VT € [Dy, Dp) - V(C(Gry,v)) € L(T,v).

Wir fiithren diesen Beweis durch Widerspruch. Sei dazu x € V(C(Gye,v)) \ L(T, v).
Da z € V(C(Gky,v)) gibt es einen Pfad p von v nach z in Gy (siche dazu auch
Abbildung 2.70). Sei (y, z) € p die erste Kante des Pfades von v nach = in Gy, so
dass y € L(t,v), aber z ¢ L(T,v) gilt. Da (y,2) € E(C(Gkg,v)) C Ej, ist, gilt
Dy, 2) < Di(k ().
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C(Glﬁg, U)

Abbildung 2.70: Skizze: L(T,v) und C(Gy.,v)

Day € L(T,v), aber z ¢ L(T,v) ist, gilt lca(y, z) = r(T"). Somit ist
dr(y, z) > MAX(D,) = Dy(k,1).

Daraus folgt unmittelbar, dass
dr(y,z) > Dy(k,€) > Dy(y, 2).

Dies ist aber offensichtlich ein Widerspruch zu T° € [Dy, D] und somit ist die
Behauptung gezeigt.

Wir zeigen jetzt, wie ein Baum 7' umgebaut werden kann, so dass er die gewiinschte
Eigenschaft des Lemmas erfiillt. Sei also T' ein niedriger ultrametrischer Baum mit
T € [Dy, Dp). Sei weiter S := L(T,v) \ V(C(Gge,v)). Ist S leer, so ist nichts mehr
zu zeigen. Sei also s € S und z € V(C(Gyy,v)). Nach Wahl von s und = gibt es in
G keinen Pfad von s nach z. Somit gilt

Dy(x,8) > Dy(k,0) = MAX(Dy) = MAX(T) > dr(z,s) > Dy(x, s).

Wir bauen jetzt T zu T" wie folgt um. Betrachte den Teilbaum 7 der Wurzel r(T")
von T der sowohl x als auch s enthélt. Wir duplizieren T} zu 7T, und héngen an
die Wurzel von T” sowohl T} als auch 75 an. In 7} entfernen wir alle Bliatter aus S
und in T3 entfernen wir alle Blatter aus V (C(Gy e, v)) (siche auch Abbildung 2.71).
Anschlieend rdumen wir in den Badumen noch auf, indem wir Kanten entfernen, die
zu keinen echten Blattern mehr fithren. Ebenso 16schen wir Knoten, die nur noch ein
Kind besitzen, indem wir dieses Kind zum Kind des Elters des geléschten Knoten
machen. Letztendlich erhalten wir einen neuen ultrametrischen Baum 7.

Wir zeigen jetzt, dass 7" € [Dy, D] ist. Da wir die Knotenmarkierung der iiber-
lebenden Knoten nicht &ndern, bleibt der ultrametrische Baum niedrig. Betrachten
wir zwei Blatter z und y , die nicht zu 77 oder T gehoren. Da der Pfad in 7" derselbe
wie in 7" ist, gilt weiterhin

D((xvy) < dT”(xay) < Dh(l',y)
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r(T")

Abbildung 2.71: Skizze: Umbau des niedrigen ultrametrischen Baumes

Gehort ein Knoten x zu T} oder Ty und der andere Knoten y nicht zu 7T und 75,
so ist der Pfad nach die Duplikation beziiglich des Abstands derselbe. Es gilt also
wiederum

Dg(.%’,y) < dT”(l‘,y) < Dh(x7y>

Gehoren beide Knoten v und w entweder zu T oder zu 15, dann hat sich der Pfad
nach der Duplikation bzgl. des Abstands auch wieder nicht geéndert, also gilt

Dg(.%’,y) < dT//(l',y) < Dh(x7y>

Es bleibt der Fall zu betrachten, dass ein Knoten zu 77 und einer zu T gehort. Hier
hat sich der Pfad definitiv gedndert, da er jetzt iiber die Wurzel von T fiihrt. Sei s
der Knoten in 77 und x der Knoten in 75. Wir haben aber bereits gezeigt, dass fiir
solche Knoten gilt:

Dy(x,8) > dpu(x,s) > Dy(z, s).

Somit ist der Satz bewiesen. ]

Aus diesem Beweis ergibt sich unmittelbar die folgende Idee fiir unseren Algorith-
mus. Aus der Kenntnis des Graphen Gy, fiir eine grofite untere Schranke Dy(k, ()
fiir zwei Spezies k und ¢ beschreiben uns die Zusammenhangskomponenten die Par-
tition der Spezies, wie diese in den verschiedenen Teilbdumen an der Wurzel des
ultrametrischen Baumes héngen miissen, sofern es {iberhaupt einen gibt. Somit kon-
nen wir die Spezies partitionieren und fiir jede Menge der Partition einen eigenen
ultrametrischen Baum rekursiv konstruieren, deren Wurzeln dann die Kinder der
Gesamtwurzel des zu konstruierenden ultrametrischen Teilbaumes werden. Damit
ergibt sich der folgende, in Abbildung 2.72 angegebene Algorithmus.

Fiir die Korrektheit miissen wir nur noch zeigen, dass die Partition nicht trivial ist,
d.h., dass der Graph G nicht zusammenhéngend ist.
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e Bestimme k, ¢ € [1 : n], so dass Dy(k,{) = MAX(Dy). O(n?)
e Konstruiere Gy . O(n?)
e Bestimme die Zusammenhangskomponenten Cy, ..., C,, von Gy . O(n?)

e Konstruiere rekursiv ultrametrische Béume fiir die einzelnen Zusammenhangs-
komponenten. YL T(C)

e Baue aus den Teillésungen T3, ...,T,, fir Ci,...,C,, einen ultrametrischen
Baum, indem man die Wurzeln der 77, ..., T, als Kinder an eine neue Wurzel
héngt, die als Knotenmarkierung MAX(Dy) erhélt. O(n)

Abbildung 2.72: Algorithmus: Algorithmus fiir das ultrametrische Sandwich-Problem

Lemma 2.81 Seien D, < Dy, zwei n X n-Distanzmatrizen und seien k,{ € [1 : n]
so gewdhlt, dass Dy(k,l) = MAX(Dy) gilt. Wenn Gy, zusammenhdngend ist, dann
kann es keine ultrametrische Matriz U € [Dy, Dy] geben.

Beweis: Angenommen, es gibe eine ultrametrische Matrix U € [Dy, Dy]. Da Gy
zusammenhéngend ist, gibt es einen Pfad p = (vy, ..., v,,) mit v; = k und v, = ¢ in
Gyo. Aufgrund der ultrametrischen Matrix U gilt dann (da diese ja die ultrametrische
Dreiecksungleichung erfiillt):

Uk, t) < max{U(k,vq),U(ve,?)}
< max{U(k,vs), max{U (v, v3), U(vs, £)}}
= max{U(k,vg),U(va,v3),U(vs, 0)}
< max{U(k,vq), U(va,v3), max{U(vs,vs),U(vy, £)}}
= max{U(k,vse),U(va,v3),U(vs3,v4),U(vy,0)}
< max{U(k,vq),U(ve,v3), U(vs, vs), max{U(vy,vs), U(ve, £)}}
= max{U(k,vg),U(va,v3),U(vs,vy), U(vy,vs5),U(vs,0)}
<
< max{U(k,vq),U(ve,v3),...,U(vsp_1,0)}
da ja k = v, und £ = v,
= max{U(vy,v2),U(ve,v3),...,U(Vm-1,0m)}
da U € [Dy, D]
< max{Dy(v1,v2), Dyp(va,v3), ..., Dp(Vm-1,0m)}
nach Konstruktion von Gy ¢
< Dy(k,0)
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172 Kapitel 2. Phylogenetische Baume

Damit erhalten wir also U(k,?) < Dy(k, (). Dies ist aber offensichtlich ein Wider-
spruch dazu, dass U € [Dy, Dp]. |

Damit ist die Korrektheit bewiesen. In Abbildung 2.73 ist ein Beispiel zur llustration
der Vorgehensweise des einfachen Algorithmus angegeben.

Fiir die Laufzeit erhalten wir

m

T(n) =O0(n*) + Y _ T(n)

i=1

mit > n; = n. Wir iiberlegen uns, was bei einem rekursiven Aufruf geschicht.
Bei jedem rekursiven Aufruf wird eine Partition der Menge [1 : n| verfeinert. Da wir
mit der trivialen Partition {[1 : n]} starten und mit {{1},...,{n}} enden, kann es
also maximal n — 1 rekursive Aufrufe geben. Somit ist die Laufzeit durch O(n - n?)
beschrénkt.

Theorem 2.82 Seien D, < Dy, zwei n X n-Distanzmatrizen. Ein ultrametrischer
Baum T € [Dy : Dy] kann in Zeit O(n®) konstruiert werden, sofern tiberhaupt einer
existiert.

2.7.2 Charakterisierung einer effizienteren Losung

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass wir das ultrametrische Sandwich Pro-
blem sogar in Zeit O(n?) losen kénnen. Dies ist optimal, da ja bereits die Eingabe-
matrizen die Gréle ©(n?) besitzen. Dazu benétigen wir erst noch die Definition der
Kosten eines Pfades.

Definition 2.83 Sei G = (V, E, ) ein gewichteter Graph. Die Kosten c(p) eines
Pfades p = (v, ..., v,) ist definiert durch

c(p) := max {y(vi—1,v;) : 1 € [1:n]}.

Mit D(G,v,w) bezeichnen wir die minimalen Kosten eines Pfades von v nach w in
G.
D(G,v,w) :=min{c(p) : p ist ein Pfad von v nach w}.

Warum interessieren wir uns iiberhaupt fiir die Kosten eines Pfades? Betrachten
wir einen Pfad p = (vo, ..., v,) in einem gewichteten Graphen G(D), der von einer
ultrametrischen Matrix D induziert wird. Seien dabei (v, w) die Kosten der Kante
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DyJ|]1 2 3 45 Dy|[1 2 3 45
1 o1 2 3¢ 1o 6 8 8
2 0455 2 0 6 8
3 0 4 5 3 0 6 8
4 0 1 4 0
5 0 5 0
Gis (5)
(D
{1,2,3} {4,5}
D,||]1 2 3|4 5 Dyl[1 2 3|4 5
1o 1 2|36 1o 6]8 8
2 0 45 5 2 0 5|6 8
3 04 5 3 0/6 8
4 0 1 4 0 3
5 0 5 0
@@ ©
o (4 (1)
{1,2} 3 4 5

Abbildung 2.73: Beispiel: Einfache Losung des ultrametrischen Sandwich-Problems
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174 Kapitel 2. Phylogenetische Baume

(v, w). Wie groB ist nun der Abstand dp(vg, v,) von vg zu v, ? Unter Beriicksichtigung
der ultrametrischen Dreiecksungleichung erhalten wir:

dD(”O) wn) S max{dD (U07 Un—l)a V(Un—la Un)}

max{max{dp(vy, Vn—2), Y(Vn—2, Un-1)}, ¥ (Un-1,v5) }

= maX{dD (U()) Un—2)7 ’Y(Un—2> Un—1)7 ’Y(Un—la Un)}

IN

IN

maX{W(Um Ul)) ey 7(%—2, Un—l)a W(Un—l, Un)}

= c(p)

Die letzte Gleichung folgt nur fiir den Fall, dass wir einen Pfad mit minimalen Kos-
ten gewdhlt haben. Somit sind die Kosten eines Pfades in dem zur ultrametrischen
Matrix gehorigem gewichteten Graphen eine obere Schranke fiir den Abstand der
Endpunkte dieses Pfades.

Im folgenden Lemma erhalten wir dann eine weitere Charakterisierung, wann zwei
Knoten k£ und ¢ im zugehorigen Graphen Gy, durch einen Pfad verbunden sind. Man
beachte, dass wir hier nicht beliebige Knotenpaare betrachten, sondern genau das
Knotenpaar, dessen maximaler Abstand geméafl der unteren Schranke den Graphen
G definiert.

Lemma 2.84 Seien D, < Dy zwei Distanzmatrizen. Zwei Knoten k und € befin-
den sich genau dann in derselben Zusammenhangskomponente von Gy, wenn

Dy(k,0) > D(G(Dy), k, ?).

Beweis: =>: Wenn sich k£ und ¢ in derselben Zusammenhangskomponente von Gy
befinden, dann gibt es einen Pfad p von k nach ¢. Fiir alle Kanten (v, w) € p gilt
daher (da sie Kanten in Gy sind): (v, w) < Dy(k,[). Somit ist auch das Maximum
der Kantengewichte durch Dy(k, ¢) beschrinkt und es gilt D(G(Dp,), k,¢) < Dy(k,{).

<=: Gelte nun D(G(Dy,), k, ) < Dy(k,?). Dann existiert nach Definition von D(-,-)
und Gy ein Pfad p in G(Dy,), so dass das Gewicht jeder Kante durch D(k,?)
beschrankt ist. Somit ist p auch ein Pfad in G, von v nach w. Also befinden sich v
und w in derselben Zusammenhangskomponente von Gy, . [ |

Notation 2.85 Sei T ein Baum. Den eindeutigen einfachen Pfad von v € V(T)
nach w € V(T) bezeichnen wir mit pr(v,w).

Im Folgenden sei T' ein minimaler Spannbaum von G(Dj,). Mit obiger Notation gilt
dann, dass D(T,v,w) = c(pr(v,w)). Wir werden jetzt zeigen, dass wir die oberen
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Schranken, die eigentlich durch die Matrix Dj; gegeben sind, durch den zugehorigen
minimalen Spannbaum von G(D;) mit viel weniger Speicherplatz darstellen kénnen.

Lemma 2.86 Sei D) ecine Distanzmatriz und sei T ein minimaler Spannbaum
des Graphen G(Dy). Dann gilt D(T,v,w) = D(G(Dy),v,w) fir alle Knoten
v,w e V(T) =V(G(Dy)).

Beweis: Zuerst halten wir fest, dass jeder Pfad in 7" auch ein Pfad in G(D},) ist.
Somit gilt in jedem Falle

D(G(Dp),v,w) < D(T,v,w).

Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir jetzt an, dass es zwei Knoten v und w
mit

D(G(Dy),v,w) < D(T,v,w)
gibt. Dann existiert ein Pfad p in G(D;,) von v nach w mit ¢(p) < D(T, v, w).

Wir betrachten jetzt den eindeutigen Pfad pr(v,w) im minimalen Spannbaum 7.
Sei jetzt (z,y) eine Kante in pr(v, w)mit maximalem Gewicht, also v(z,y) = c(pr).
Wir entfernen jetzt diese Kante aus 7" und erhalten somit zwei Teilbdume 77 und
Ty, die alle Knoten des Graphen G(D),) beinhalten. Dies ist in der Abbildung 2.74
illustriert.

Abbildung 2.74: Skizze: Spannender Wald {77, T,} von G(D},) nach Entfernen von
{z,y} aus dem minimalen Spannbaum 7T’

Sei («/,y') die erste Kante auf dem Pfad p in G(D},), die die Baume 77 und T
verbindet, d.h. 2’ € V(11) und 3’ € V(13). Nach Voraussetzung gilt, dass

Dh(l‘la y/) < Dh(l‘a y))
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da jede Kante des Pfades p nach Widerspruchsannahme leichter sein muss als die
schwerste Kante in pyr und da (z,y) ja eine schwerste Kante in py war.

Dann koénnten wir jedoch einen neuen Spannbaum 7" mittels
E(T") = (E(T)\ {(z,»)}) u{(=",y)}

konstruieren. Dieser hat dann Gewicht

AWT) = AUT) + @,y — (@ y) < AT).

~
<0

Somit hdtten wir einen Spannbaum mit einem kleineren Gewicht konstruiert als der
des minimalen Spannbaumes, was offensichtlich ein Widerspruch ist. [

Damit haben wir gezeigt, dass wir im Folgenden die Informationen der Matrix D,
durch die Informationen im minimalen Spannbaum 7" von G(Dj,) ersetzen kénnen.

Definition 2.87 Seien D, < D; zwei n X n-Distanzmatrizen. Zwei Knoten
v,w € [1:n] heiffen separabel, wenn Dy(v,w) < D(G(Dy,),v,w) gilt.

Die Separabilitdt von zwei Knoten ist eine nahe liegende Eigenschaft, die wir beno-
tigen werden, um zu zeigen, dass es moglich ist einen ultrametrischen Baum zu
konstruieren, in dem der verbindende Pfad sowohl die untere als auch die obere
Schranke fiir den Abstand einhélt. Wir werden dies gleich formal beweisen, aber
wir benotigen dazu erst noch ein paar Definitionen und Lemmata. Zuerst halten
wir aber noch das folgende Korollar fest, das aus dem vorherigen Lemma und der
Definition unmittelbar folgt.

Korollar 2.88 Secien D, < D;, zwei n X n-Distanzmatrizen und sei T’ ein minimaler
Spannbaum von G(Dy,). Zwei Knoten v,w € [1 : n] sind genau dann separabel, wenn
Dy(v,w) < D(T,v,w) gilt.

Bevor wir den zentralen Zusammenhang zwischen paarweiser Separabilitit und der
Existenz ultrametrischer Sandwich-Baume zeigen, bendtigen wir noch die folgende
Definition.
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Definition 2.89 Seien D, < D; zwei n X n-Distanzmatrizen und sei T ein mini-
maler Spannbaum von G(Dy). Eine Kante (x,y) des Pfades pr(v,w) im minimalen
Spannbaum, der v und w verbindet, heif§t link-edge, wenn sie eine Kante maximalen
Gewichtes in pr(v,w) ist, d.h. wenn

Dh(*];ay) = C(pT(an)) = D(T,v,w)

gilt. Mit Link(v,w) bezeichnen wir die Menge der Link-edges fir das Knotenpaar
(v, w).

Anschaulich ist die Link-Edge eines Pfades im zur oberen Schrankenmatrix gehorigen
Graphen diejenige, die den maximalen Abstand von zwei Knoten bestimmt, die
durch diesen Pfad verbunden werden. Aus diesem Grund werden diese eine besondere
Rolle spielen.

Definition 2.90 Seien D, < D;, zwei n X n-Distanzmatrizen und sei T ein minima-
ler Spannbaum von G(Dy,). Fir jede Kante (z,y) € E(T) im minimalen Spannbaum
ist die cut-weight CW (x,y) wie folgt definiert:

CW(z,y) := max {Dy(v,w) : (v,w) € Link(z,y)}.

Die cut-weight einer Kante ist der maximale Mindestabstand zweier Knoten, deren
Verbindungspfad diese Kante als link-edge besitzt. Um ein wenig mehr Licht in
die Bedeutung der cut-weight zu bringen, betrachten wir jetzt nur die maximale
auftretende cut-weight eines minimalen Spannbaumes des zu den Maximalabstédnden
gehorigen Graphen.

Fiir diese maximale cut-weight ¢* gilt dann ¢* = MAX(D,), wie man sich leicht
iiberlegt. Wie im einfachen Algorithmus werden wir jetzt versuchen alle schwereren
Kanten in Gy, (der ja ein Teilgraph von G(D,,) ist) zu entfernen. Statt Gy, betrachten
wir jedoch den minimalen Spannbaum 7" von G(D;) (der ja nach Definition auch
ein Teilgraph von G(Dy,) ist).

In G, werden alle schwereren Kanten entfernt, damit Gy, in mehrere Zusammen-
hangskomponenten zerféllt. Zuerst iiberlegt man sich, dass es auch geniigen wiirde,
so viele von den schwersten Kanten zu entfernen, bis zwei Zusammenhangskompo-
nenten entstehen. Dies wére jedoch algorithmisch sehr aufwendig und wiirde in der
Regel keinen echten Zeitvorteil bedeuten. Im minimalen Spannbaum T lésst sich
dies hingegen sehr leicht durch das Entfernen der Kante mit der maximalen cut-
weight erzielen. Im Beweis vom {ibernéchsten Lemma werden wir dies noch wesent-
lich genauer sehen.
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Das folgende Lemma stellt noch einen weiteren fundamentalen Zusammenhang zwi-
schen Kantengewichten in Kreisen zu additiven Matrizen gehorigen gewichteten Gra-
phen und der Eigenschaft einer Ultrametrik dar, die wir im Folgenden bend&tigen,
um leicht von einer additiven Matrix nachweisen zu koénnen, dass sie bereits ultra-
metrisch ist.

Lemma 2.91 Fine additive Matriz M ist genau dann ultrametrisch ist, wenn fir
jede Folge (iy,...,ix) € N¥ paarweise verschiedener Werte mit k > 3 gilt, dass
in der Folge (M (iy,142), M (i9,13), ..., M(ix_1,1x), M (ix, 1)) das Mazimum mehrfach
angenommen wird.

Beweis: <=: Sei M eine additive Matrix und es gelte fiir alle £ > 3 und fiir alle
Folgen (i1, ...,4;) C N* mit paarweise verschiedenen Folgengliedern, dass

maX{M(il, ig), M(ig, ig), ey M(ik_l, Zk), M(Zk, Zl)} (22)
nicht eindeutig ist.

Wenn man in (2.2) k = 3 einsetzt, gilt insbesondere fiir beliebige a, b, ¢ € N, dass
max{ M (a,b), M(b,c), M(c,a)}
nicht eindeutig ist und damit ist M also ultrametrisch.

=>: Sei M nun ultrametrisch, dann ist M auch additiv. Wir miissen nur noch (2.2) zu
zeigen. Sei S = (i1, .. .,4;) € N* gegeben. Wir betrachten zunéchst 4y, io und i3. Aus
der fundamentalen Eigenschaft einer Ultrametrik wissen wir, dass das Maximum
von (M (iy,1a), M (is,13), M (i3,71)) nicht eindeutig ist. Wir beweisen (2.2) mittels
vollstéandiger Induktion.

Gilt fiir j, dass das Maximum von (M (iy,42), M (i2,%3), ..., M(ij_1,1;), M(i;,41))
nicht eindeutig ist, so gilt dies auch fiir j 4 1. Dazu betrachten wir 4, 4; und ;4.
Weiter wissen wir, dass max{M (i1,4;), M(4j,%j41), M(4;41,%1)} nicht eindeutig ist,
d.h. einer der Werte ist kleiner als die anderen beiden. Betrachten wir wie sich
das Maximum &ndert, wenn wir M (4;,¢;) herausnehmen und dafiir M (4;,7;41) und
M (ij41,11) dazugeben.

Fall 1: M(iy,4;) ist der kleinste Wert. Durch das Hinzufiigen von M (;,4,4+1) und
M (ij4+1,41) kann das Maximum nicht eindeutig werden, denn beide Werte sind gleich.
Liegen sie unter dem alten Maximum &ndert sich nichts, liegen sie dariiber, bilden
beide das nicht eindeutige neue Maximum. Das Entfernen von M (i, ;) spielt nur
eine Rolle, falls M (i, 4;) vorher ein Maximum war. In dem Fall sind aber M (i;,,41)
und M (i41,41) das neue, nicht eindeutige Maximum.
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Fall 2: M(i;41,17) ist der kleinste Wert. Dann ist M (iy,4;) = M (i;,7;41). Das Ent-
fernen von M (i, 4;) wird durch das Hinzufiigen von M (i;,i,41) wieder ausgeglichen.
M (i;41,41) wird auch hinzugefiigt, spielt aber keine Rolle.

Fall 3: M(i;,7;41) ist der kleinste Wert. Dann ist M (iy,4;) = M (i1, 4j41). Dieser
Fall ist analog zu Fall 2. [

Nun kommen wir zum Beweis unseres zentralen Lemmas, dass es genau dann einen
ultrametrischen Baum fiir eine gegebene Sandwich-Bedingung gibt, wenn alle Kno-
ten paarweise separabel sind. Der Bewies in die eine Richtung wird konstruktiv sein
und wird uns somit einen effizienten Algorithmus an die Hand geben.

Lemma 2.92 Seien D, < D zwei n X n-Distanzmatrizen. Ein ultrametrischer
Baum U € [Dy, Dy| existiert genau dann, wenn jedes Paar v,w € [1 : n] von Knoten
separabel ist.

Beweis: =: Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass v und w nicht
separabel sind. Dann ist D,(v,w) > Dy(z,y) fiir alle {z,y} € Link(v, w). Fiir jede
Kante {a,b} in pr(v,w) gilt dann Dy (a,b) < Dy(z,y) fiir alle {x,y} € Link(v, w).
Also ist {v,w} ¢ pr(v,w). Damit ist Dy(x,y) > Dp(a,b) fir alle {a,b} € Link(v, w).
Damit muss die Kante {x,y} im Kreis, gebildet aus pr(x,y) und der Kante {x,y},
in einer ultrametrischen Matrix das eindeutige Maximum sein. Dies steht jedoch im
Widerspruch zu Lemma 2.91 und diese Implikation ist bewiesen.

<: Sei T ein minimaler Spannbaum von G(Djy) und sei E(T) = {e1,...,en_1},
wobei CW(ey) > --- > CW(e,,—1). Wir entfernen jetzt sukzessive die Kanten aus T’
gemaf der cut-weight der Kanten. Dabei wird durch jedes Entfernen ein Baum in
zwei neue Baume zerlegt.

Betrachten wir jetzt nachdem Entfernen der Kanten eq,...,e;_; den entstandenen
Wald und darin den Baum 77, der die Kante e¢; = {v, w} enthélt. Das Entfernen der
Kante e; = {v, w} zerlegt den Baum 7" in zwei Baume 7] und 7. Wir setzten dann
dy(v,w) := CW(e;) fur alle v € V(17) und w € V(T3).

Wir zeigen als erstes, dass dy (v, w) > Dy(v,w) fiir alle v,w € [1 : n]. Wir betrach-
ten die Kante e, nach deren Entfernen die Knoten v und w im Rest des minimalen
Spannbaums nicht mehr durch einen Pfad verbunden sind. Ist e eine link-edge in
pr(v,w), dann gilt nach Definition der cut-weight: CW(e) > Dy(v, w). Ist e hin-
gegen keine link-edge in pr(v,w), dann gilt CW(e) > CW(¢') fiir jede link-edge
¢’ € Link(v,w), da wir die Kanten gem#$ ihrer absteigenden cut-weight aus dem
minimalen Spannbaum 7" entfernen. Somit gilt nach Definition der cut-weight:

CW(e) > CW(e') > Dy(v,w).
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Wir zeigen jetzt, dass ebenfalls dy(v,w) < Dp(v,w) fir alle v,w € [1 : n] gilt.
Nach Definition der cut-weight gilt, dass ein Knotenpaar {x, y} existiert, so dass fiir
alle {a,b} € Link(x,y) gilt: Dy(x,y) = CW(a,b). Da x und y nach Voraussetzung
separabel sind, gilt

CW((I, b) = Dg(ZL‘,y) < D(T,:L‘,y) = Dh(a’ b)

Die letzte Gleichheit folgt aus der Tatsache, dass {a, b} € Link(x,y). Aufgrund der
Konstruktion des minimalen Spannbaumes gilt weiterhin Dy, (a,b) < Dy (v, w). Somit
gilt dy (v, w) = CW(a,b) < Dp(v,w).

Damit haben wir gezeigt, dass U € [Dy, Dy]. Wir miissen zum Schluss nur noch
zeigen, dass U ultrametrisch ist. Nach Lemma 2.91 geniigt es zu zeigen, dass in
jedem Kreis in G(U) das Maximum nicht eindeutig ist. Sei also C' ein Kreis in G(U)
und (v, w) eine Kante maximalen Gewichtes in C. Falls es mehrere davon geben
sollte, wiahlen wir eine solche, deren Endpunkte in unserem Konstruktionsverfahren
durch Entfernen von Kanten im minimalen Spannbaum 7T zuerst separiert wurden.

Wir betrachten jetzt den Zeitpunkt in unserem Konstruktionsverfahren von dy, als
dy (v, w) gesetzt wurde. Zu diesem Zeitpunkt wurde v und w in zwei Baume 7" und
T" aufgeteilt. Ferner sind die Knoten dieses Kreises nach Wahl der Kante {v, w} alle
Knoten des Kreises in diesen beiden Teilbdumen enthalten. Da es in C' noch einen
anderen Weg von v nach w gibt, muss zu diesem Zeitpunkt auch fiir eine andere
Kante {v',w'} der Wert dy(v',w’) ebenfalls festgelegt worden sein. Nach unserer
Konstruktion gilt dann natiirlich dy (v, w) = dy (v, w’) und in C' ist das Maximum
nicht eindeutig. [

2.7.3 Algorithmus fiir das ultrametrische Sandwich-Problem

Der Beweis des vorherigen Lemmas liefert unmittelbar den folgenden Algorithmus,
der in Abbildung 2.75 angegeben ist. Die Korrektheit des Algorithmus folgt im
Wesentlichen aus dem Beweis des vorherigen Lemmas (wir gehen spéter noch auf
ein paar implementierungstechnische Besonderheiten ein). Wir miissen uns nur noch
um die effiziente Implementierung kiimmern. Einen Algorithmus zur Bestimmung
minimaler Spannbdume haben wir bereits kennen gelernt. Wir werden hier noch
eine andere Moglichkeit darstellen, die fiir unsere Zwecke besser geeignet ist. Ebenso
miissen wir uns um die effiziente Berechnung der cut-weights kiimmern. Ferner miis-
sen wir noch erklaren, was kartesische Baume sind und wie wir sie konstruieren
koénnen.
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1. Bestimme minimalen Spannbaum 7" fiir G(Dy,). O(n?)
2. Bestimme dabei den Kartesischen Baum R fiir den Zusammenbau von T' O(n?)

3. Bestimme den cut-weight der einzelnen Kanten aus 7" mit Hilfe des Kartesi-
schen Baumes. O(n?)

4. Baue den minimalen Spannbaum durch Entfernen der Kanten absteigend nach
den cut-weights der Kanten ab und bauen parallel den ultrametrischen Baum
U wieder auf. O(n)

Abbildung 2.75: Algorithmus: Effiziente Losung des ultrametrische Sandwich-
Problems

2.7.3.1 Kartesische Baume

Kommen wir nun zur Definition eine kartesischen Baumes.

Definition 2.93 Sei M eine Menge von Objekten, E C (1\24) eine Menge von Paa-
ren, so dass der Graph (M, E) ein Baum ist und v : E — R eine Gewichtsfunktion
auf E. Ein kartesischer Baum fiir (M, E) ist rekursiv wie folgt definiert.

o [st |[M| = 1, dann ist der einelementige Baum mit der Wurzelmarkierung
m € M ein kartesischer Baum.

o Ist |M| > 2 und {vi,v2} € E mit y({v,v2}) = max{y(e) : e € E}. Sei
weiter T" der Wald, der aus T durch Entfernen von {vi,vs} entsteht, d.h.
V(T) = V(T) und E(T") = E(T) \ {v1,v2}. Sind T\ bzw. Ty kartesische
Baume fir C(T",vy) bzw. C(T",v3), dann ist der Baum mit der Wurzel, die
mit {vy,ve} markiert ist und deren Teilbdume der Wurzel gerade Ty und T
sind, ebenfalls ein kartesischer Baum.

Wir merken noch explizit an, dass die Elemente aus M nur als Blattmarkierungen
auftauchen und dass alle inneren Knoten mit den Elementen aus E markiert sind.

Betrachtet man auf der Menge [1 : n] als Baum eine lineare Liste mit
E={{ii+1} :ie[l:n—1]} mit ~(,i+1)=max{F[i], F[i + 1]},

wobei F' ein Feld von Zahlen ist, so erhélt man im Wesentlichen einen Heap, in dem
die Werte an den Bléattern stehen und die inneren Knoten den maximalen Wert ihres
Teilbaumes besitzen, wenn man, wie hier iiblich, anstatt der Kante in den inneren
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Knoten das Gewicht der Kante eintragt. Diese Struktur wird manchmal auch als
kartesischer Baum bezeichnet.

Der kartesische Baum fiir einen minimalen Spannbaum lésst sich jetzt sehr einfach
rekursiv konstruieren. Wir entfernen die Kanten maximalen Gewichtes und konstru-
ieren fiir die beiden entstehenden Spannbdume rekursiv einen kartesischen Baum.
Anschlieflend fiigen wir einen Wurzel ein und die beiden Kinder der neuen Wurzel
sind die Wurzeln der rekursiv konstruierten kartesischen Baume.

Lemma 2.94 Sei G = (V, E, ) ein gewichteter Graph und T ein minimaler Spann-
baum von G. Der kartesische Baum fir T kann mit einem rekursiven Algorithmus
aus dem minimalen Spannbaumes T in Zeit O(n?) konstruiert werden.

2.7.3.2 Berechnung der cut-weights

Wir wollen jetzt zeigen, dass wir die cut-weights einer Kante e € E im minima-
len Spannbaum 7" mit Hilfe von lca-Anfragen im kartesischen Baum 7" bestimmen
konnen. Dazu gehen wir durch die Matrix D, und bestimmen fiir jedes Knotenpaar
(1,7) den niedrigsten gemeinsamen Vorfahren lca(i, j) im kartesischen Baum R.

Die dort gespeicherte Kante e ist nach Konstruktion des kartesischen Baumes eine
Kante mit groffitem Gewicht auf dem Pfad von ¢ nach j im minimalen Spannbaum
T, d.h. e € Link(¢, 7). Daher werden wir dort die cut-weight CW(e) dieser Kante
mittels CW(e) = max{CW (e), D,(i, j)} aktualisieren. Wir bemerken an dieser Stelle,
dass es durchaus noch andere link-edges auf dem Pfad von ¢ nach j im minimalen
Spannbaum geben kann. Daher wird die cut-weight nicht fiir jede Kante korrekt
berechnet. Wir gehen auf diesen ,Fehler* am Ende diese Abschnittes noch ein.

Lemma 2.95 Sei G = (V, E, ) ein gewichteter Graph und T ein minimaler Spann-
baum von G. Der kartesische Baum fir T kann mit einem rekursiven Algorithmus
aus dem minimalen Spannbaumes T in Zeit O(n?) konstruiert werden.

Nachdem wir jetzt die wesentlichen Schritte unseres effizienten Algorithmus weitest-
gehend verstanden haben, kénnen wir uns einem Beispiel zuwenden. In der Abbil-
dung 2.76 ist ein Beispiel angegeben, wie unser effizienter Algorithmus vorgeht.

2.7.3.3 Least Common Ancestor Queries

Wir miissen uns nun nur noch iiberlegen, wie wir O(n?) lca-Anfragen in Zeit O(n?)
beantworten konnen. Dazu werden wir das lca-Problem auf das Range Minimum
Query Problem reduzieren, das wie folgt definiert ist.
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Dy|1 2 3 4 5
110 1 2 3 6
2 0 4 5 5
3 0 4 5
4 0 1
3 0

Minimaler Spannbaum 7T’

{1,2, 3} {4,5}
Uy nach Entfernen {2,4}

{4,5}
Us nach Entfernen {1, 2}

Abbildung 2.76: Beispiel: Losung eines ultrametrischen Sandwich-Problems

D1 2 3 4 5
110 3 6 8 8
2 0 5 6 8
3 0 6 8
4 0 3
3 0

Kartesischer Baum R

{2} 3 {45}
U, nach Entfernen {2,3}

U = U, nach Entfernen {4,5}
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RANGE MINIMUM QUERY

Eingabe: Eine Feld F der Linge n von reellen Zahlen und i < j € [1 : n].
Gesucht: Ein Index k mit Flk] = min{F[{] : ¢ € [i : j]}.

Wir werden spéter zeigen, wie wir mit einem Preprocessing in Zeit O(n?) jede
Anfrage in konstanter Zeit beantworten kénnen. Fiir die Reduktion betrachten wir
die so genannte Fuler-Tour eines Baumes.

Definition 2.96 Sei T' = (V, E) ein gewurzelter Baum mit Wurzel r und seien
Ti,...,T, die Teilbdume, die an der Wurzel hingen. Die Euler-Tour durch T ist
eine Liste von 2n — 1 Knoten, die wie folgt rekursiv definiert ist:

e [st{ =0, d.h. der Baum besteht nur aus dem Blatt v, dann ist diese Liste
durch (1) gegeben.

e Fiir ¢ > 1 seien Ly,...,Ly mit L = (W, ... vnz) firi € [1: 4] die Euler-
Touren von 1y, ...,T,;. Die Euler-Tour von T ist dann durch
(r, vgl), e ,vflll), T, v§2’, . ,1)7(122),7“, T vy), e ,vﬁf{),r)
definiert.

Der Leser sei dazu aufgefordert zu verifizieren, dass die oben definierte Euler-Tour
eines Baumes mit n Knoten tatséchlich eine Liste mit 2n — 1 Elementen ist.

Die Euler-Tour kann sehr leicht mit Hilfe einer Tiefensuche in Zeit O(n) berechnet
werden. Der Algorithmus hierfiir ist in Abbildung 2.77 angegeben. Man kann sich die

Euler-Tour (tree T'= (V, E))
begin

// let r(T
output r(T

) be the root of T
);
// let N(r(T)) be the set of children of the root of T
forall (ve N(r(7))) d
// let T(v) be the subtree rooted at node v
EULER-TOUR(T (v));

outputr(7);

end

Abbildung 2.77: Algorithmus: Konstruktion einer Euler-Tour
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Euler-Tour auch bildlich sehr schén als das Abmalen der Bédume anhand ihrer dufle-
ren Kontur vorstellen, wobei bei jedem Antreffen eines Knotens des Baumes dieser
in die Liste aufgenommen wird. Die ist in Abbildung 2.78 anhand eines Beispiels
illustriert.

Euler-Tour a b d b e h e i e b ac f ¢c g c a
DFS-Nummer 1 2 3 2 4 5 4 6 4 2 1 7 8 7 9 7 1
Abbildung 2.78: Beispiel: Euler-Tour

Zusammen mit der Euler-Tour, d.h. der Liste der abgelaufenen Knoten, betrach-
ten wir zuséitzlich noch die DFS-Nummern des entsprechenden Knotens, die bei
der Tiefensuche in der Regel mitberechnet werden (siehe auch das Beispiel in der

Abbildung 2.78).

Betrachten wir jetzt die Anfrage an zwei Knoten des Baumes i und j. Zuerst bemer-
ken wir, dass diese Knoten, sofern sie keine Blétter sind, mehrfach vorkommen kon-
nen. Wir wihlen jetzt fiir ¢ und j willkiirlich einen der Knoten, der in der Euler-Tour
auftritt, als einen Repréasentanten aus. Zuerst stellen wir fest, dass in der Euler-Tour
der niedrigste gemeinsame Vorfahren von ¢ und 7 in der Teilliste, die durch die beiden
Représentanten definiert ist, vorkommen muss, was man wie folgt sieht.

Nehmen wir an, dass ¢ in der Euler-Tour vor j auftritt. In der Euler-Tour sind alle
Knoten v, die nach einem Représentanten von ¢ auftauchen und eine kleinere DFS-
Nummer als 7 besitzen, ein Vorfahre von i. Da die DFS-Nummer von v kleiner als
die von ¢ ist und v in der Euler-Tour nach i auftritt, ist die DFS-Prozedur von v
noch aktiv, als der Knoten ¢ besucht wird. Das ist genau die Definition dafiir, dass
1 ein Nachfahre von v ist. Analoges gilt fiir den Knoten j.

Wir betrachten jetzt nur die Knoten der Teilliste zwischen den beiden Représentan-
ten von ¢ und j, deren DFS-Nummer kleiner als die von i ist. Nach dem obigen sind
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dies Vorfahren von i. Nur einer davon, ndmlich der mit der kleinsten DFS-Nummer,
ist auch ein Vorfahre von 7 und muss daher der niedrigste gemeinsame Vorfahre
von ¢ und j sein. Diesen Knoten haben wir ndmlich besucht, bevor wir in den Teil-
baum von j eingedrungen sind. Alle Vorfahren davon haben wir mit Betrachten der
Teilliste eliminiert, die mit einem Reprédsentanten von j endet.

Damit konnen wir also das so erhaltene Zwischenergebnis im folgenden Lemma fest-
halten.

Lemma 2.97 Gibt es eine Losung fir das Range Minimum Query Problem, dass
fir das Preprocessing Zeit O(p(n)) und fir eine Anfrage O(q(n)) bendtigt, so kann
das Problem des niedrigsten gemeinsamen Vorfahren mit einen Zeitbedarf fir das
Preprocessing in Zeit O(n + p(2n — 1)) und fir eine Anfrage in Zeit O(q(2n — 1))
gelost werden.

2.7.3.4 Range Minimum Queries

Damit kénnen wir uns jetzt ganz auf das Range Minimum Query Problem kon-
zentrieren. Offensichtlich kann ohne ein Preprocessing eine einzelne Anfrage mit
O(j—1) = O(n) Vergleichen beantwortet werden. Das Problem der Range Minimum
Queries ist jedoch insbesondere dann interessant, wenn fiir ein gegebenes Feld eine
Vielzahl von Range Minimum Queries durchgefiihrt werden. In diesem Fall kénnen
mit Hilfe einer Vorverarbeitung die Kosten der einzelnen Queries gesenkt werden.

Ein triviale Losung wiirde alle moglichen Anfragen vorab berechnen. Dazu koénnte
eine zweidimensionale Tabelle Q[i, j| angelegt werden. Dazu wiirde fiir jedes Paar
(i,7) das Minimum der Bereichs F[i : j] mit j — ¢ Vergleichen bestimmt werden.
Dies wiirde zu einer Laufzeit fiir die Vorverarbeitung von

YD - =6

i=1 j=1

fithren. In der Abbildung 2.79 ist ein einfacher, auf dynamischer Programmierung
basierender Algorithmus angegeben, der diese Tabelle in Zeit O(n?) berechnen kann.
Damit erhalten wir das folgende Resultat fiir das Range Minimum Query Problem.

Theorem 2.98 Fiir das Range Minimum Query Problem kann mit Hilfe einer Vor-
verarbeitung, die mit einem Zeitbedarf von O(n?) ausgefiihrt werden kann, jede
Anfrage in konstanter Zeit beantwortet werden.

Es gibt bereits wesentlich effizientere Verfahren fiir das Range Minimum Query Pro-
blem. In unserem Zusammenhang ist dieses leicht zu erzielende Ergebnis jedoch
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RMQ (int F[], int n)

begin

for (i :==1; 1 <mn;i++) do
Ti i = i

for (i :=1; 1 < n;i++) do
for (j:=1;i4+j <mn; j++) do
if (F[T[i,i+ (j—1)]] < F[i+j]) then
| Tliyi+j]:=Tlii+ 5 —1];
else
| Tli,i+j] =1+ j;

end

Abbildung 2.79: Algorithmus: Preprocessing fiir Range Minimum Queries

bereits vollig ausreichend und wir verweisen fiir die anderen Verfahren auf die ein-
schliagige Literatur. Wir halten das fiir uns wichtige Ergebnis noch fest.

Theorem 2.99 Sei T ein gewurzelter Baum mit n Knoten. Nach einer Vorverar-
beitung, die in Zeit O(n?) durchgefiihrt werden kann, kann jede Anfrage nach einem
niedrigsten gemeinsamen Vorfahren zweier Knoten aus T in konstanter Zeit beant-
wortet werden.

2.7.3.5 Reale Berechnung der cut-weights

Wie bereits schon angedeutet berechnet unser effizienter Algorithmus nicht wirklich
die cut-weights der Kanten des minimalen Spannbaumes. Dies passiert genau dann,
wenn es im minimalen Spannbéume mehrere Kanten desselben Gewichtes gibt. Dazu
betrachten wir das Beispiel, das in Abbildung 2.80 angegeben ist.

Abbildung 2.80: Beispiel: Falsche Berechnung der cut-weights

a

D, |1
110
2
3

S =N
S DN Wl W

Dy |1
110
2
3

(e RN I V]
S OO W
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Hier stellen wir fest, das alle Kanten des minimalen Spannbaumes ein Kantenge-
wicht von 5 besitzen. Somit sind alle Kanten des Baumes link-edges. Zuerst stellen
wir fest, dass die cut-weight der Kante {2,3}, die in der Wurzel des kartesischen
Spannbaumes, mit 3 korrekt berechnet wird, da ja auch die Kante {1,3} der nied-
rigste gemeinsame Vorfahre von 1 und 3 im kartesischen Baum ist.

Im Gegensatz dazu wird die cut-weight der Kante {1,2} des minimalen Spannbau-
mes falsch berechnet. Diese Kante erhélt die cut-weight 1, da die Kante {1,2} der
niedrigste gemeinsame Vorfahre von 1 und 2 ist. Betrachten wir jedoch den Pfad
von 1 iiber 2 nach 3, dann stellen wir fest, dass auch die Kante {1,2} eine link-edge
im Pfad von 1 nach 3 im minimalen Spannbaum ist und die cut-weight der Kante
{1,2} im minimalen Spannbaum daher ebenfalls 3 sein miisste.

Eine einfache Losung wire es die Kantengewicht infinitesimal so zu verdndern, dass
alle Kantengewichte im minimalen Spannbaum eindeutig waren. Wir kénnen jedoch
auch zeigen, dass der Algorithmus weiterhin korrekt ist, obwohl er die cut-weights
von manchen Kanten falsch berechnet.

Zuerst iiberlegen wir uns, welche Kanten eine falsche cut-weight bekommen. Dies
kann nur bei solchen Kanten passieren, deren Kantengewicht im minimalen Spann-
baum nicht eindeutig ist. Zum anderen miissen diese Kanten bei der Konstruktion
des minimalen Spannbaumes vor den anderen Kanten gleichen Gewichtes im mini-
malen Spannbaum eingefiigt worden sein. Dies bedeutet, dass diese Kante im kartesi-
schen Baum ein Nachfahre einer anderen Kante des minimalen Spannbaum gleichen
Gewichtes sein muss.

Uberlegen wir uns, was im Algorithmus passiert. Wir entfernen ja die Kanten aus
dem minimalen Spannbaum nach fallendem cut-weight. Somit wird von zwei Kan-
ten im minimalen Spannbaum, die dasselbe Kantengewicht besitzen und dieselbe
cut-weight besitzen sollten, die Kante entfernt, die sich weiter oben im kartesischen
Baum befindet. Damit zerféllt der minimale Spannbaum in zwei Teile und die beiden
Knoten der untere Schranke, die fiir die cut-weight der entfernten Kante verantwort-
lich sind, befinden sich in zwei verschiedenen Zusammenhangskomponenten.

Somit ist die cut-weight der Kante, die urspriinglich falsch berechnet worden, in der
neuen Zusammenhangskomponente jetzt nicht mehr ganz so falsch. Entweder ist sie
fiir die konstruierte Zusammenhangskomponente korrekt und wir kénnen mit unse-
rem Algorithmus fortfahrten und er bleibt korrekt. War sie andernfalls falsch, befin-
det sich in minimalen Spannbaum dieser Zusammenhangskomponente eine weitere
Kante mit demselben Gewicht, die im kartesischen Baum ein Vorfahre der betrach-
teten Kante ist und die ganze Argumentation wiederholt sich.

Also obwohl der Algorithmus nicht die richtigen cut-weights berechnet, ist zumindest
immer die cut-weight der Kante mit der schwersten cut-weight korrekt berechnet und
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dies geniigt fiir die Korrektheit des Algorithmus vollig, wie eine kurze Inspektion des
zugehorigen Beweises ergibt.

2.7.4 Approximationsprobleme

Wir kommen jetzt noch einmal zu dem Approximationsproblem fiir Distanzmatrizen
zuriick.

ULTRAMETRISCHES APPROXIMATIONSPROBLEM

Eingabe: Eine n x n-Distanzmatrizen D.
Gesucht: Eine ultrametrische Distanzmatrix D', die |D — D’| minimiert.

Das entsprechende additive Approximationsproblem ist leider NP-hart. Das ultra-
metrische Approximationsproblem kann fiir die Maximumsnorm | - | allerdings
in Zeit O(n?) gelost werden. Fiir die anderen p-Normen ist das Problem ebenfalls
wieder N'P-hart.

Theorem 2.100 Das ultrametrische Approximationsproblem fir die Mazimums-
norm kann in linearer Zeit (in der Grifle der Fingabe) gelost werden.

Beweis: Sei D die gegebene Distanzmatrix. Eigentlich miissen wir nur ein minimales
e > 0 bestimmen, so dass es eine ultrametrische Matrix U mit U € [D — ¢, D + ¢]
gibt. Hierbei ist D + x definiert durch D = (d; ; + x); ;.

Wir berechnen also zuerst wieder den minimalen Spannbaum 7" fiir G(D). Dann
berechnen wir die cut-weights fiir die Kanten des minimalen Spannbaumes 7'. Dabei
wéhlen wir fiir jede Kante e ein minimales ¢, so dass die Knotenpaare separabel
sind, d.h. CW(e) —e. < D(e) + ¢, fiir alle Kanten e € E(T)) .

Damit dies fiir alle Kanten des Spannbaumes gilt, wéhlen € als das Maximum dieser,
d.h.
1
e:=max{e, : e€c E(T)} = 5 max {CW(e) — D(e) : e€ E(T)}.

Dann fiithren wir denselben Algorithmus wie fiir das ultrametrische Sandwich Pro-
blem mit D, := D — ¢ und D), = D + ¢ durch. [ |
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2.8 Splits und Splits-Graphen

In diesem Abschnitt stellen wir eine andere Moglichkeit vor, wie man zu gegebenen
Distanzmatrizen phylogenetische Bédume (hier besser Netzwerke) konstruieren kann,
auch wenn die Distanzmatrizen nicht notwendigerweise ultrametrisch oder additiv
sind. Dieser Abschnitt orientiert sich im Wesentlichen am Skript von Daniel Huson.

2.8.1 Splits in Baumen

Zunéchst einmal miissen wir noch ein paar Grundlagen formalisieren, die wir auf
die eine oder andere Art schon kennen gelernt haben. Definieren wir zuerst, was wir
unter einem Split verstehen wollen.

Definition 2.101 Sei X eine Menge von Taza. Eine Bipartition (A, A) von X mit
AUA =X und AN A =) wird als Split bezeichnet.

Eine Menge von Bipartitionen von X wird als Menge von Splits iiber X bezeichnet.

Definieren wir nun was wir in diesem Abschnitt unter einem phylogenetischen Baum
verstehen wollen.

Definition 2.102 Sei T ein freier Baum und X eine Menge von Markierungen. T
heifst ein Baum tiiber X, wenn einige seiner Knoten mit Elementen aus X markiert
sind und jedes Element aus X genau einmal als Markierung in T auftritt

Wir werden im Folgenden allerdings annehmen dass alle Blédtter und nur die Blatter
mit Taxa markiert sind.

In einem phylogenetischen Baum {iber X definiert jede Kante eine Bipartition der
Taxa, also einen Split.

Definition 2.103 Sei T' ein Baum iiber X. Eine Kante e € E(T) definiert einen
Split Xi(e) = {A, A} durch die Partitionierung von X = AUA mit ANA = (), wobei
A und A die Mengen der Markierungen in den beiden Baume von (V(T), E(T)\{e})
sind.

Mit 3(T) bezeichnen wir die Menge aller Splits eines Baumes, d.h

S(T) = {S(e) : e € E(T)}.
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E(q) - {{(1’7 b, c, d}? {67 f}}

Abbildung 2.81: Beispiel: Ein Split, der durch die Kante ¢ induziert ist

Ein solcher Split, der durch eine Kante eines phylogenetischen Baumes definiert
wird, ist im folgenden Beispiel in Abbildung 2.81 illustriert.

Kommen wir nun zur Definition der Grofe eines Splits und der Definition von tri-
vialen Splits.

Definition 2.104 Sei S = {A, A} ein Split iiber X, dann ist min{|A|,|A|} die
Grofle eines Splits.

Ein Split heifst trivialer Split, wenn seine Griffe gleich 1 ist.

Triviale Splits entsprechen in phylogenetischen Béumen denjenigen Splits, die von
einer zu einem Blatt inzidenten Kante erzeugt werden.

Den Split der Grole 0 wollen wir im Folgenden nicht betrachten, da er in Badumen,
deren Blétter alle markiert sind, nicht vorkommen kann.

Fiihren wir nun noch eine hilfreiche Notation ein, die uns eine Unterscheidung der
beiden Mengen der Bipartition einfacher bezeichnen lésst.

Notation 2.105 Sei S = {A, A} ein Split iiber X, dann bezeichnet S(x) bzw. S(x)
die Menge der Bipartition des Splits, die x € X enthdlt bzw. nicht enthdlt:

- {4 M2 S {4 Bt
Fiir den Split S = ¥(g) in Abbildung 2.81 gilt:
S(a) = S(b) = S(c) = S(d) = S(e) = S(f) = {a, b, c,d},
S(a) = S(b) = S(c) = S(d) = S(e) = S(f) = {e, f}.
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Kommen wir nun zur ersten zentralen Definition von kompatiblen Splits, die uns
eine Charakterisierung von Splits iiber X erlaubt, die von einem phylogenetischen
Baum induziert werden.

Definition 2.106 Sei X eine Menge von Taza und 3 eine Menge von Splits tiber X .
Zwei Splits S1,5 € ¥ mit S; = {A;, A;} fir i € [1 : 2] heiffen kompatibel, wenn
mindestens einer der vier folgenden Durchschnitte leer ist:

AlniAds Ay Ay Al nids s Ay A

Eine Menge Y von Splits heifst kompatibel, wenn jedes Paar von Splits S,S" € ¥
kompatibel ist.

In Abbildung 2.82 sind vier verschiedene Splits iiber X = {a,b, ¢, d, e} angegeben.
Dabei ist ¥ = {51, Ss, S3} kompatibel, wihrend ¥’ = {5}, S, S3,S4} nicht kompa-
tibel ist.

S1 = {{a,b},{c,d, e}}
Sy = {{a,b,c}, {d, e}}
Sy = {{a,b,c,d} {e}}
Sy = {{a,c},{b,d,e}}

Abbildung 2.82: Beispiel: 3 = {57, S, S5} ist kompatibel, ¥’ = {S;, 53, 53,5} ist
nicht kompatibel

Kommen wir nun zu der bereits angekiindigten Charakterisierung von Splits iiber
X, die von einem phylogenetischen Baum stammen.

Theorem 2.107 FEine Menge 3. von Splits tiiber X, die alle trivialen Splits von X
enthdlt, ist genau dann kompatibel, wenn es einen Baum T dber X mit X(T) = X
qibt.

Beweis: <: Sei also T" ein Baum iiber X. Betrachten wir zwei Splits aus 3(7),
namentlich ¥(e) und X(f) fiir zwei Kanten e, f € E(T), wie in der folgenden Abbil-
dung 2.83 illustriert. Offensichtlich gilt

Xe) = {X(Th), X(Tz) U X(13)},
X(f) = AX(M)UX(Ty), X(T3)},
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Abbildung 2.83: Skizze: Splits in T

wobei X (7T') die Menge der Markierungen aus X fiir einen Baum 7" bezeichnet. Wie
man leicht sieht, sind X(e) und X(f) kompatibel, da X (71) N X (T3) = 0.

Splits2Tree (set of splits X)

begin

let T' be a star tree, where the n leaves are labeled with X = {xy,...,2z,};

let V(T') := {vo,v1,...,v,}, where vy is the center of T and v; is labeled with x;;
let T" be a rooted tree with root vy;

foreach (e = (vo,v;) € E(T)) do

| 7(e) :=={z:};

T(v1,00) == {xa, ..., Tp};

// for each edge e € E(T) the following invariant holds:

// T(e) = S(x1), where S =X(e).

foreach (non-trivial S € ¥) do
V=V,

while (there exists exactly one edge e = (v, w) s.t. 7(e) N S(x1) # 0) do
L V= w;
F i {f = (v,0) : 7(/) N S(a1) #0};
// this implies |F|>1
insert a new node v’ and an edge (v,v’) in T
H(0,0) = Uer 7(F);
foreach f = (v,w) € F do
remove f from T
insert (v/,w) in T

(v, w)) = 7(f);

end

Abbildung 2.84: Algorithmus: Konstruktion eines Baumes aus einer Menge von Splits
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=: Wir geben hierzu in Abbildung 2.84 einen Algorithmus zur Konstruktion eines
Baumes iiber X mit ¥(7") = ¥ an. Offensichtlich wird ein Baum tiber X konstruiert.

Zu Beginn erfiillt der Stern als Baum alle trivialen Splits. Fiir jeden hinzugefiig-
ten nichttrivialen Split S € ¥ wird im Baum eine neue Kante f erzeugt, so dass
3(f) = S ist. Im Folgenden gilt: 7(e) = S(z;), wobei S = %(e). Hierbei ist v der
erste erreichte Knoten, von dem aus Markierungen in S(z;) nicht nur iiber eine
Kante erreicht werden kénnen, und F = {f = (v,w) : 7(f) N S(z1) # 0} ist die
Menge aller Kanten von v, die zu Markierungen aus S(z;) fiithren.

Wir zeigen dazu, dass fiir die neu erzeugte Kante e = (v,v’) die folgende Beziehung
gilt:
S(a) =7(e) == [J 7(/).

fer

Fiir einen Widerspruch sei x3 € S(z1), aber x3 € 7(f) fiir ein f € F. Da f € F,
muss es ein x5 € S(x;) geben. Beachte dass nach Konstruktion |F| > 1 gilt. Sei
also f # g € F und sei somit x4 € S(z;). Dies ist in der folgenden Abbildung 2.85
illustriert.

Abbildung 2.85: Skizze: Annahme S # X(f)

Damit erhalten wir die beiden Splits aus X:

¥38 = {{a,zs,.. 1 {wa, 24, 3}
Yo3(f) = {{z1,24,.. .}, {22, 23,...}}.

Offensichtlich sind dann S und X(f) nicht kompatibel. Da jedoch X( f) bereits vorher
hinzugefiigt wurde und einen Split S’ € ¥ reprasentiert, wire dann also ¥ nicht
kompatibel gewesen. Dies ist offensichtlich ein Widerspruch zur Voraussetzung des
Satzes. [

Korollar 2.108 Fiir eine gegebene Menge Y. kompatibler Splits, die alle trivialen
Splits enthdlt, ist der zugehorige Baum T mit ¥ = 3(T') eindeutig.
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1
c;o ; ; @fx
O@WOW e@eoe

Abbildung 2.86: Beispiel: Konstruktion eines Splits-Tree fiir {{a,b},{c,d e, f}},
{{a,b,c,d},{e, f}}, {{a,b,e, f},{c,d}} und den trivialen Splits

In Abbildung 2.86 ist noch einmal ein Beispiel fiir die Konstruktion eines Splits-Tree
fiir die folgende Menge von Splits angegeben:

S1 = {{a,b},{c,d,e, f}},
Sy = {{av b, c, d}v{ea f}}7
Sy = {{a,bye, [}, {c.d}}

sowie allen trivialen Splits.

Wir kénnen jetzt noch eine Abschédtzung der Anzahl kompatibler Splits {iber X in
Abhéngigkeit von | X| als unmittelbare Folgerung angeben.

Korollar 2.109 Sei X eine Menge von n Tazxa und X eine Menge von kompatiblen
Splits iber X, dann ist |3 = O(n).

Beweis: Eine Menge von Splits iiber X, die von einem phylogenetischen Baum T
stammt, umfasst hochstens so viele Splits, wie T" Kanten enthélt. Da T nur mit n
Taxa markiert ist, kommen nur Bdume mit maximal n Blattern in Frage, ansonsten
konnen wir, wie iiblich, unmarkierte Blédtter sukzessive entfernen, ohne die Menge
der Splits zu verdndern. Da ein freier Baum mit n Blédttern maximal n — 2 innere
Knoten besitzt, hat ein solcher Baum maximal 2n — 3 Kanten. Daraus folgt die
Behauptung. [

Aus dem Beweis kénnen wir auch einen effizienten Algorithmus zur Rekonstruktion
phylogenetischer Baume aus Splits ableiten.
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196 Kapitel 2. Phylogenetische Baume

Korollar 2.110 Fir eine gegebene Menge ¥ von kompatiblen Splits iber X ldsst
sich der zugehdrige Baum T diber X mit 2(T) = X in Zeit O(n?) konstruieren.

Beweis: Wir miissen nur noch die Laufzeit bestimmen. Da fiir eine Menge X mit
n Elementen eine Menge kompatibler Splits maximal O(n) Bipartitionen enthalten
kann, wird die foreach-Schleife im Algorithmus maximal O(n) mal durchlaufen.

Fiir jeden Durchlauf der foreach-Schleife muss ein Baum mit n — 1 Bléattern durch-
sucht werden, der maximal O(n) Kanten bzw. Knoten besitzt. Um den Knoten v zu
finden, werden in diesem Baum zuerst alle Blitter aus S(z;) markiert. Dann wird
mit einer Tiefensuche der Knoten gesucht, der am néchsten zur Wurzel liegt und
mindestens zwei Kinder mit markierten Bléattern besitzt. Dazu muss beim rekursi-
ven Aufstieg nur festgestellt werden, ob ein Teilbaum markierte Blatter besitzt oder
nicht, was fiir jeden besuchten Knoten in konstanter Zeit ermittelt werden kann.
Somit kann die Einarbeitung eines Splits S € ¥ in Zeit O(n) erledigt werden. Die
Gesamtlaufzeit betrigt also O(n?). |

Eine bessere Laufzeit als ©(|X| - n) kann normalerweise nicht erreicht werden, da
dies bereits die Eingabegrofe ist (hierbei ist n = | X|). Dabei gilt immer |X| = O(n)
und meist |X| = O(n).

Wir definieren jetzt noch die Distanz von Taxa, wenn im phylogenetischen Baum
iiber X Kantengewichte gegeben sind. Dies entspricht im Wesentlichen der Distanz-
funktion im Falle additiver Baume.

Definition 2.111 SeiT ein Baum tber X mit nichtnegativen Kantengewichten d(e)
fir e € E(T). Die Baumdistanz zwischen zwei Knoten a und b ist definiert durch:

dr(a,b):= Y de),

e€P(a,b)

wobei P(a,b) der eindeutige Pfad von a nach b in T ist.

Wir kénnen auch mit Hilfe der Splits eines phylogenetischen Baumes eine Distanz
zwischen den Taxa definieren.

Definition 2.112 SeiT ein Baum tiber X mit nichtnegativen Kantengewichten d(e)
fir e € E(T). Die Splitdistanz zwischen a und b ist definiert durch:

ds(a,b):= Y de),

3(e)eX(a,b)

wobei X(a,b) :={S € X(T) : b¢ S(a)}.
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Fiir eine Menge kompatibler Splits, die alle trivialen Splits enthélt, ist der zugehorige
Baum eindeutig (siehe Korollar 2.108) und die obige Definition kann leicht auf solche
Mengen von Splits erweitert werden.

Zwar haben wir jetzt zwei verschiedene Definition fiir einen Abstand zwischen Taxa
in einem phylogenetischen Baum iiber X, aber wir kdnnen zeigen, dass die Distanz
in beiden Féllen gleich ist.

Lemma 2.113 Sei T' ein Baum tber X mit nichtnegativen Kantengewichten. Es
gilt: dr(a,b) = ds(a,b) fir alle a und b.

Beweis: Betrachten wir den eindeutigen Pfad P(a,b) zwischen a und b in 7', wie
in der folgenden Abbildung 2.87 angegeben. Offensichtlich gilt, dass ein Split X(e)

Abbildung 2.87: Skizze: Eindeutiger Pfad P(a,b) in T

genau dann in ¥(a, b) ist, wenn e € P(a, b) ist. Damit folgt die Behauptung sofort. m

Das obige Lemma gilt dann natiirlich auch fiir alle Mengen > kompatibler Splits, die
alle trivialen Splits enthélt, wenn als Baum 7" der zugehorige Baum mit > = (7))
gewahlt wird.

Korollar 2.114 Sei Y eine Menge kompatibler Splits tiber einer Menge X mit einer
Gewichtung d : X — R,, die alle trivialen Splits enthdlt, und sei T der zugehd-
rige Baum mit ¥ = 3(T). Dann gilt ds(a,b) = dr(a,b) fir alle a,b € X, wobei
d(e) :=d(X(e)) ist.

Die Ergebnisse dieses Abschnitts waren nur eine Vorarbeit, um das allgemeinere
Konzept eines Splits-Graphen im néchsten Abschnitt einfithren zu kénnen.
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2.8.2 Splits-Graphen

Wir fiihren zunéchst eine Verallgemeinerung von kompatiblen Splits ein. Wie wir
gesehen haben, entsprechen kompatible Splits gerade phylogenetischen Baumen. Wir
wollen jetzt eine erweiterte Klasse von Graphen fiir Phylogenien présentieren.

Definition 2.115 Seien S; = {A;, A;} fiiri € [1 : 3] drei Splits iiber X. Die Splits
S, So und Ss heiffen schwach kompatibel, wenn mindestens einer der folgenden
Schnitte

AiNA;NA;, AiNAy;NA;, A1NANAs, A3 NAyN A;
und mindestens einer der folgenden Schnitte
AiNANA;, AiNA;NAs, AiNAyNA;, A NA;NAs

leer sind. Eine Menge von Splits heif$t schwach kompatibel, wenn je drei Elemente
miteinander schwach kompatibel sind.

Die jeweils vier Schnitte von drei Mengen sind in der Abbildung 2.88 noch einmal
graphisch dargestellt. Die Definition von schwach kompatibel besagt, dass sowohl
in der linken Zeichnung als auch in der rechten Zeichnung in der Abbildung jeweils
mindestens einer der vier farbig dargestellten Schnitte leer sein muss.

Abbildung 2.88: Skizze: Mogliche leere Schnitte in der Definition der schwachen

Kompatibilitat

Wir zeigen als néchstes, dass schwach kompatible Splits wirklich eine Erweiterung
von kompatiblen Splits sind.
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Lemma 2.116 Seien S; = {A;, A;} fiir i € [1 : 3] drei Splits diiber X. Sind Sy und

Sy kompatibel, dann sind Sy, S und Sz schwach kompatibel.

Beweis: Sind S; und S; kompatibel, dann ist einer der folgenden Schnitte leer:
AiNAy, AiNAy,, ANA,, A NA,.

Wir fiihren jetzt eine Fallunterscheidung durch, je nachdem, welcher der vier Durch-
schnitte leer ist:

A; N Ay = (: Dann sind sowohl A; N Ay N Ay als auch A; N Ay N A leer.
A; N Ay = (: Dann sind sowohl 4; N Ay N Ay als auch A; N Ay N A leer.
A; N Ay = 0: Dann sind sowohl A; N A N A; als auch A; N Ay N A; leer.

A; N Ay = 0: Dann sind sowohl A; N A N As als auch A; N Ay N As leer.

Also sind Si, S5 und S3 zueinander schwach kompatibel. [}

Korollar 2.117 Jede Menge von kompatiblen Splits ist auch schwach kompatibel.

Auf der anderen Seite gibt es eine Menge von drei Splits, die schwach kompatibel
sind, wo aber jedes Paar von Splits nicht kompatibel ist. Eine solche Menge von drei
Splits ist in der folgenden Abbildung 2.89 angegeben.

{{a,b, ¢}, {d,e, [}}
{{b,¢.d}. {e, f,a}}
{{e,d; e} {f 0,03}

Abbildung 2.89: Beispiel: Menge von drei schwach kompatiblen Splits, die paarweise
nicht kompatibel sind

Beobachtung 2.118 FEs existieren dreielementige Mengen von schwach kompati-
blen Splits, in denen jedes Paar von verschiedenen Splits nicht kompatibel ist.
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Wir wollen jetzt so genannte Splits-Graphen definieren. Diese sind eine Erweiterung
von phylogenetischen Badumen und stellen phylogenetische Netzwerke dar, da Splits-
Graphen in der Regel nicht kreisfrei sind.

Definition 2.119 Sei X eine Menge von schwach kompatiblen Splits iber X, dann
ist der Splits-Graph G(X) ein Graph mit den folgenden Eigenschaften:

o Alle Bldtter (und eventuell einige andere Knoten) sind mit Elementen aus X
markiert.

e Die Kanten sind mit Splits (also Elementen aus ) markiert.

o Der Graph zerfdllt genau dann in zwei Zusammenhangskomponenten, wenn
alle Kanten mit derselben Markierung entfernt werden, wobei die Knotenmar-
kierung in den Zusammenhangskomponenten mit denen des Splits korrespon-
dieren.

o Der Graph ist minimal unter allen Graphen mit diesen Eigenschaften.

Der Beweis, dass solche Splits-Graphen fiir schwach kompatible Mengen von Splits
wirklich existieren, fithren wir aufgrund seiner Komplexitét hier nicht aus und ver-
weisen auf die Originalliteratur von H.-J. Bandelt und A. Dress.

b Sy
Sh Sp = {{a’v b}> {C> d, e?f}}
S, s, Sy = {{av b, 6}7 {dv €, f}}
S3 = {{aa f> 6}7 {b> ¢, d}}
- S1 g Sy = {{av b, f}v {Cv d, 6}}

Abbildung 2.90: Beispiel: Ein Splits-Graph

In der folgenden Abbildung 2.90 ist ein Beispiel fiir einen Splits-Graphen iiber
X ={a,b,c,d, e, f} angegeben. Entfernt man dort alle Kanten, die mit einem Split
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markiert sind, entstehen genau zwei Zusammenhangskomponenten, die die Mar-
kierungen genau wie der Split in dieselbe Bipartition aufteilt. Wiederum sind hier
Kanten, die zu einem Split gehoren, parallel gezeichnet.

Wie im Falle von phylogenetischen Bidume kénnen wir auch im Falle von Splits-
Graphen eine Distanz zwischen zwei Taxa definieren, sofern jedem Split (und damit
den so markierten Kanten) ein Kantengewicht zugeordnet ist.

Definition 2.120 Sei X eine Menge von schwach kompatiblen Splits diber X
und sei G(X) der zugehorige Splits-Graph, in dem eine Kante e mit Markierung
Se := X(e) € ¥ das Gewicht d(S,) zugeordnet wird. Die Distanz in G(X) zwischen
a und b ist definiert durch

dg(a,b) := min {Z d(S.) : p € P(a, b)} )

ecp

wobei hier P(a,b) die Menge aller einfachen Pfade zwischen a und b im Splits-
Graphen G(X) ist.

Auch iiber die Splits léasst sich wie im Falle phylogenetischer Béaume fiir Splits-
Graphen eine Distanz definieren.

Definition 2.121 Sei ¥ eine Menge von schwach kompatiblen Splits iiber X und
sei d eine Menge von nichtnegativen Werten, die jedem Split S € ¥ den Wert d(S)
zuordnet. Die Splitdistanz zwischen zwei Elementen a,b € X ist definiert durch:

ds(a,b) == Y d(9),
)

SeX(a,b
wobei B(a,b) ={S €L :aecSb)}.

Wie im Falle von phylogenetischen Béumen ist die Distanz fiir beide Definition
wieder gleich.

Lemma 2.122 Sei ¥ eine schwach kompatible Menge von Splits iber X und G(X)
der zugehorige Splits-Graph. Dann gilt: ds(a,b) = dg(a,b).

Den Beweis wollen wir aufgrund seiner Komplexitéat auch hier wieder auslassen. Im
Prinzip miissen wir auch hier wieder zeigen, dass in der Berechnung der Distanz
Kanten mit gleicher Markierung héchstens einmal im kiirzesten Pfad auftreten.
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2.8.3 D-Splits

In diesem Abschnitt wollen nun der Frage nachgehen, wie man aus Distanzmatrizen
eine Menge schwach kompatibler Splits konstruieren kann, fiir die wir ja, wie wir
gesehen haben, Splits-Graphen konstruieren kénnen.

Definition 2.123 Sei D eine Distanzmatriz Gber X . Ein Split S = {A, A} tber X
heifit D-Split, wenn fiir alle i,j € A und fir alle k, ¢ € A gilt:

Dj;j + Dy < max{ D + Dj4, Dy + Djk}-

Anschaulich bedeutet dies in Splits-Graphen, dass ¢ und j sowie k und ¢ am néchsten
beieinander liegen. In Abbildung 2.91 ist dies innerhalb von Splits-Graphen darge-
stellt, wobei die Langen der Kanten beliebig, aber positiv sein konnen. Beachte,
dass dabei achsenparallele Kanten zum selben Split gehéren und daher auch das-
selbe Kantengewicht besitzen miissen! Die linken beiden Figuren kénnen dabei fiir
D-Splits auftreten, die rechteste jedoch nicht, da hier Dy, + Dj; < D;j + Dy, gilt.
Man beachte, dass auch die mittlere Situation unabhingig von den Kantenléngen
ein D-Split ist, da immer D;; + Dy, < Djp + Djy, gilt.

(i) (k) i k (D (B)

OO DEERC G ©

Abbildung 2.91: Skizze: Situationen fiir einen potentiellen D-Split ({3, j}{k, (})

Als erstes beweisen wir, dass die Menge von D-Splits zu einer additiven Distanzma-
trix D kompatibel sind.

Lemma 2.124 Sei D eine additive Distanzmatrix tiber X . Die Menge aller D-Splits
tiber X st kompatibel.

Beweis: Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass die Menge aller D-
Splits iiber X nicht kompatibel ist. Es gibt also zwei D-Splits S; = {41, A1} und
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Sy = {Ay, Ay} mit
ANAys#0, ANAy#0, ANA,#0, A NAy#0D.
Seien daher 1, j, k, ¢ € X wie folgt gewahlt:
i€ AINAy, jEANA,, keANAy, (€A NA,.
Somit ist 4,j € A; und k, ¢ € A;. Damit gilt wegen der Eigenschaft eines D-Splits:
D;; + Dy < max{D;;, + Djs, Dis + Djx}.
Weiter ist i,k € Ay und j, ¢ € A,. Damit gilt wegen der Eigenschaft eines D-Splits:
Dy + Djy < max{D;; + Dy, Dis + Dji}.

Daher muss
D, + Djk > maX{Dij —+ DM, D, + ng}

gelten, da andernfalls die beiden oberen Ungleichungen nicht beide gleichzeitig erfiillt
sein konnen. Dies ist aber nach Lemma 2.46 ein Widerspruch zur 4-Punkte-Bedin-
gung additiver Matrizen. [

Als néichstes beweisen wir, dass die Menge von D-Splits zu einer beliebigen Distanz-
matrix D schwach kompatibel sind.

Lemma 2.125 Sei D eine Distanzmatriz iber X. Die Menge aller D-Splits tiber
X st schwach kompatibel.

Beweis: Seien S; = {4;, A;} fiir i € [1 : 3] drei beliebige D-Splits iiber X . Fiir einen
Widerspruchsbeweis nehmen wir an, dass Sp, So und S3 nicht schwach kompatibel
sind.

Wir gehen zuerst davon aus, dass die ersten vier Schnitte alle nicht leer sind. Dann
gibt es also w, x,y, z € X mit:

AN Ay;N Az
AN Ay N A
AN AyN A,
2z € ANAyNA;s

< 8 £
M M m

Diese Durchschnitte sind in der folgenden Abbildung 2.92 illustriert.
Da S1, S5 und S3 D-Splits sind, gilt:
Dyy + Dy, < max{D,y, + Dy, Dy, + Dy}
Dyy+ Dy, < max{Dy, + Dy, Dy, + Dy}
Dy, + Dy < max{Dy; + Dys, Dy + Dy}
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Abbildung 2.92: Skizze: die ersten vier Schnitte sind nicht leer.

Mit den folgenden Abkiirzungen

gilt dann auch

(67

B
5

V&

<
<
<

Dzw + Dyz
Dyw + Dzz
Dwz + Dzy

max{~, 5}
max{vy, o}

max{a, f}

Da aber von drei Elementen einer total geordneten Menge ein grofites Element nicht
kleiner als die anderen beiden Elemente sein kann, erhalten wir den gewiinschten

Widerspruch.

Es bleibt noch der Fall, dass die letzten vier Schnitte alle nicht leer sind. Dann gibt

es also z,y, z,w € X mit:

v e 8 B

M M M M

AN Ay N Ag
AN Ay N A
AN Ay N A
AN AN A
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Abbildung 2.93: Skizze: die letzten vier Schnitte sind nicht leer.

Diese Durchschnitte sind in der folgenden Abbildung 2.93 illustriert.

Da Si, S5 und S3 D-Splits sind, gilt:

D,y + Dy, < max{D,, + Dyy, Dy + Dy}
Dyz+Dwz < maX{Dzy+Dwzasz+Dwy}
sz—l_Dwy < maX{Dym+Dwzame+Dyz}

Mit den folgenden Abkiirzungen

«

B
g

gilt dann auch

o

B
N

<
<
<

Dzw + Dyz
Dyw + Dzz
Dwz + Dzy

max{7, 5}
max{vy, o}
max{a, f}

Da aber von drei Elementen einer total geordneten Menge ein grofites Element
nicht kleiner als die anderen beiden Elemente sein kann, erhalten wir auch hier

den gewiinschten Widerspruch.

Jetzt wissen wir, dass wir zu jeder Distanzmatrix eine Menge schwach kompatibler
Splits ermitteln kénnen. Wir miissen jetzt noch jedem Split ein Gewicht zuordnen,
um die Distanzmatrix vollig in einen Splits-Graph umsetzen zu kénnen. Dazu defi-
nieren wir den so genannten Isolationsindex.
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Definition 2.126 Sei D eine beliebige Distanzmatriz iber X . Der Isolationsindex
eines D-Splits S = {A, A} dber X ist definiert durch

{max{Dz;€ + Dje, Die + Dji} — (Dyj + Dye)} > 0.

Z]
k,L€

Nach Definition eines D-Splits folgt, dass der Isolationsindex eines D-Splits stets
positiv sein muss. Wir wollen jetzt noch den Isolationsindex fiir beliebige Splits
definieren (also nicht notwendigerweise von D-Splits).

Definition 2.127 Sei D eine beliebige Distanzmatriz iber X . Der Isolationsindex
eines Splits S = {A, A} tber X ist definiert durch

{maX{DZk + Dﬂa Dz@ + Djk‘) Dz] T Dkz} (DU + DM)} Z 0.

Z]
k,te

Mit dieser Definition stimmt dieser Isolationsindex fiir D-Splits mit der alten Defini-
tion iiberein. Der Isolationsindex von D-Splits ist also weiterhin positiv. Im Gegen-
satz dazu ist der Isolationsindex eines Splits, der kein D-Split ist, genau 0.

In Abbildung 2.94 werden fiir zwei Matrizen die zugehorigen Isolationsindizes fiir
alle moglichen Splits angegeben. Dabei stehen in der Diagonalen (i,7) von ag die
Werte fiir die trivialen Splits {i}, [1 : 5]\ {i}} und ansonsten im Feld (i, j) der Wert

fir den Split {{¢,7},[1: 5]\ {7,7}}.

Di|1 2 3 45 Dy|1 2 3 4 5
1 9 7 8 3 10 3 7 8 3
2 06 3 8 2 06 3 8
3 05 6 3 05 6
4 0 7 4 0 7
5 0 5 0
ag" |1 2 3 4 5 ag? |1 2 3 4 5
1 000 3 1 ]02 00 2
2 2 0 2 0 2 00 10
3 2 00 3 2 0 0
4 1 0 4 10
5 1 5 1

Abbildung 2.94: Beispiel: Isolationsindizes fiir zwei Distanzmatrizen D; (additiv)
und Dy (nichtadditiv)
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Dabei entspricht D; dem Beispiel fiir einen additiven Baum aus Abbildung 2.32. auf
Seite 125. Beachte, dass die positiven Eintrige von af gerade denjenigen Splits im
additiven Baum im Beispiel 2.32 entsprechen, die dort durch Kanten im additiven
Baum dargestellt werden. Auch die numerischen Werte stimmen dabei iiberein.

Wir definieren jetzt noch die so genannte Split-Metrik.

Definition 2.128 Fiir jeden Split S = {A, A} iiber X ist die Split-Metrik 6 auf X

definiert durch:
. 0 j€5(@),
054, 3) := { 1 i’onst.( )

Man beachte, dass es sich hierbei eigentlich nicht um eine Metrik handelt, da die
Eigenschaft der Definitheit hier nicht erfiillt ist. Oft bezeichnet man solche nichtnega-
tive zweiwertige Funktionen, die die Symmetrie und die Dreiecksungleichung erfiillen
sowie auf auf einem Paar von gleichen Elementen Null liefern, eine Pseudometrik.
Man kann hier auch sagen, dass es sich um die diskrete Pseudometrik auf der Bipar-

tition {A, A} iiber X handelt.

Wir kénnen jetzt eine additive Distanzmatrix durch die Isolationsindizes charakte-
risieren.

Theorem 2.129 Jede additive Distanzmatriz D iber X erlaubt die folgende ein-
deutige Zerlegung

Beweis: Sei 7,7 € X fest, aber beliebig. Dann gilt:

ZO‘S ds(i, ) = ZO‘S

Sexn(X) sen(X
1£50)

Da D additiv ist, gibt es einen additiven Baum T fiir D. Wir betrachten nun einen
Split S, der sich nicht durch eine Kante e € E(T) darstellen ldsst, d.h. S # X(e)
fir alle e € E(T). Auf dem Pfad von ¢ nach j im Baum 7" muss dann mindestens
zweimal die Partition von S gewechselt werden, der Paritdt wegen also mindestens
dreimal, siehe auch Abbildung 2.95.
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@ @ S(i) = S(j)

/
/

@ O S07) = 5)

Abbildung 2.95: Skizze: Pfad von ¢ nach j in T

~

I
|
| /
I

Dann gilt wegen der Absténde in einem additiven Baum:

Dip +Dj, = Do+ 2Dy + Dy,
Dij+ Dy = Do+ 2Dy + Dy,
Diyy+Dj, = Diy+ Djy.
Somit gilt fiir den Isalotionsindex des Splits S, dass af =0, da
Di,+Djs = Diy+ 2Dy + Djy
= maX{Dig + 2Dy + Djka D+ D]k}
= maX{DZ-j + Dkg, Dig + D]k}
und somit ein Term in der Minimumsbildung Null fiir i,k € S(i) und j,¢ € S(j)

wird. Damit muss in der Summe fiir W;; nur iiber Splits summiert werden, die durch
Kanten im additiven Baum dargestellt werden, und es gilt:

E : D § : D

”ij = Qg = Og .
Sex(X) Sex(T)
i¢S(4)

Wir zeigen jetzt noch, dass d(e) = af fiir S = X(e) gilt. Betrachte dazu Abbil-
dung 2.96. Hier ist e € E(T') eine Kante auf dem Pfad von ¢ nach k, die einen Split
darstellt (fiir triviale Splits gilt ggf. i = 7 oder k = ). Somit sind k und ¢ so gew#hlt,
dass die Pfade an den Endpunkten von e verzweigen.

o} ®

Abbildung 2.96: Skizze: Kante e im additiven Baum T'(D)
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Dann gilt fiir das Gewicht der Kante e im additiven Baum 7'(D):
1
d(e) = 5 maX{Dik. + ng, Di@, D]k} — (DZ] + Dkg) > 0.

Daher gilt af = d(e), da dies fiir beliebige Tupel (i, j, k, £) mit j € S(7) und £ € S(k)
gilt, die in der Bestimmung des Isolationsindex auftreten.

Nach Definition eines additiven Baumes und Lemma 2.113 ist also D;; = W;; und
die Behauptung ist bewiesen. [

Bezugnehmend auf das Beispiel des additiven Baums in Abbildung 2.94 kénnen wir
noch einmal exemplarisch Di, berechnen, wobei ' aus den folgenden Splits besteht,
die alle die Taxa 1 und 2 separieren:

S = {{1},{2,3,4,5}},
S = {{2},{1,3,4,5}},
S = {{1,3},{2,4,5}},
Se = {{1,4},{2,3,5}},
S = {{1,5},{2,3,4}},
S = {{2,3},{L,4,5}},
S = {{2,4},{1,3,5}},
Ss = {{2,5},{1,3,4}}.

Damit ergibt sich fiir Dq,:

DLQ = Z Oé 55 1 2)

Sen(X)
_ D1 __ D1
= ZO‘S = Z%

Sey’ =1

= 2+2+0+0+3+0+24+0 =19

Mit Hilfe der Split-Metrik und der Isolationsindizes kénnen wir auch eine beliebige
Distanzmatrix D auf eindeutige Weise zerlegen.

Theorem 2.130 Jede Distanzmatrixz D tiber X erlaubt die folgende eindeutige Zer-
lequng

D;; = Z ag - 0s(i,§) | + D,
Sex(X)

wobei D° eine X x X-Matriz mit nichtnegativen Eintrigen ist, die keine D°-Splits
erlaubt.
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Wir konnen also die Distanzmatrix mithilfe der Isolationsindizes und der Split-
Metrik ndherungsweise beschreiben. Man beachte dabei, dass in der Summe die
meisten Summanden gleich 0 sind, da der Isolationsindex eines Splits, der kein D-
Split ist, ja genau 0 ist.

Auch diesen Satz wollen wir aufgrund der Komplexitét seines Beweises unbewiesen
lassen.

Es folgt daraus jedoch offensichtlich:

Dij > Z Oéls) : 5S(i7j)'
Sex(X)

Somit stellen die Isolationsindizes eine einfache untere Schranke fiir die gegebene
Distanzmatrix dar.

Bezugnehmend auf das Beispiel des nichtadditiven Baums in Abbildung 2.94 kénnen
wir noch einmal exemplarisch Dis berechnen, wobei ' aus den folgenden Splits
besteht, die alle die Taxa 1 und 2 separieren:

S1o= {{1},{2,3,4,5}},
S = {{2},{1,3,4,5}},
S = {{1,3},{2,4,5}},
So = {{1,4},{2,3,5}},
S = {{1,5},{2,3,4}},
S = {{2,3},{L,4,5}},
S = {{2,4},{1,3,5}},
Ss = {{2,5},{1,3,4}}.

Damit ergibt sich fiir Dys:

Dl’g = Z Oé 5512)+D
SeX(X)
8
= Z ag? + DYy = Z(ng + DY,
Sex’ =1

= 0+0+0+0+2+0+1+0+DJ, = 3

In diesem Fall ist also DY, = 0. Der Leser moge nachrechnen, dass sich fiir D}; = 1
ergibt und auch die anderen Eintrige von D in Abbildung 2.97 iiberpriifen. Man
kann nachrechnen, dass hierfiir ozls)o = 0 fir alle S € X(X)gilt. Weiterhin ist hier
noch die Matrix D' = Dy — D" angegeben.
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D'|1 2 3 4 5 D|1 2 3 45
1710 0 1 2 0 110 3 6 6 3
2 01 0 2 2 0 5 3 6
3 0 1 1 3 0 4 5
4 0 2 4 0 5
d 0 3 0

Abbildung 2.97: Beispiel: Die Matrix D° und D’ zu D,

Wir halten noch den folgenden Fakt, dass nur quadratisch viele Isolationsindizes
ungleich 0 sind, ohne Beweis fest. Beachte dabei, dass es nach definition prinzipiell
21X1=1 _ 1 viele verschiedene Splits iiber X gibt.

Lemma 2.131 Die Anzahl der D-Splits ist durch ('éﬂ) beschrankt.

Alle D-Splits fiir eine Distanzmatrix D {iber X konnen mit dem in Abbildung 2.98
angegebenen Algorithmus berechnet werden.

Die Korrektheit de Algorithmus folgt aus der Tatsache, dass beim Erweitern von
Splits tiber {z1,..., 2,1} zu Splits iiber {z1,...,x;} nur Elemente hinzu kommen
und somit im Isolationsindex die Werte nur fallen kénnen, da die Menge Elemente,

Compute_D-Splits (D]])

begin
let X ={xy,...,2,};
¥ = 0;
for (k:=2; k <n; k++) do
Yy = 0;

if (ol > 0 where S = {{z1,...,24_1},{z1}}) then
L Zk = Ek U {S/};
foreach (S = {A, A} € ¥;,_,) do
if (oL, > 0 where S’ = {AU {z;.}, A}) then
| 3p =3, U{S}
if (oL > 0 where S’ = {A, AU {z;,}}) then
L Ek = Ek U {S/};

end

Abbildung 2.98: Algorithmus: Berechnung aller D-Splits
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iiber die das Minimum gebildet wird, grofler wird. Somit kann kein Split mit einem
positiven Isolationsindex ausgelassen werden.

Dieser Algorithmus hat allerdings im worst-case eine Laufzeit von O(n®), da die
dulere Schleife n-mal durchlaufen wird, maximale O(n?) D-Splits erweitert werden
kénnen und die einfache Berechnung des Isolationsindex in Zeit O(n®) durchgefiihrt
werden kann (sofern man sich fiir den Split S aus X1, aus denen die neuen Splists S’
konstruiert werden, den alten Isolationsindex o gemerkt hat). In der Praxis wird
diese schlechte Laufzeit aber eher selten erreicht.

Fiir die Angabe eines Algorithmus zur Konstruktion eines Splits-Graphen benétigen
wir noch die Definition von so genannten konvexen Mengen.

Definition 2.132 Sei G ein Splits-Graph iber X und sei A C X. Sei Va C V(G)
die Menge aller Knoten, die mit Markierungen aus A markiert sind. V 4 bezeichnet
dann die konvexe Hiille von V4 und ist induktiv wie folgt definiert.

L4 VA g VA;

e Vo e V(G)3Ja,beVy,: dgla,v)+dg(v,b) <dg(a,b) = veEVy.

Hierbei bezeichnet dg(a,b) wieder das Gewicht eines gewichtsminimalen Pfades von
a nach b in G.

Mit Hilfe der konvexen Mengen kénnen wir eine Algorithmus zur Konstruktion von
Splits-Graphen in Abbildung 2.99 angeben. Der Algorithmus konstruiert eigentlich
nicht wirklich einen Splits-Graphen, da er die vierte Bedingung gelegentlich verletzt,
d.h. der Graph ist nicht minimal, er kann zusétzliche Kanten enthalten.

Die Idee des Algorithmus ist, dass er mit einem Knoten beginnt, der alle Markie-
rungen besitzt. Fiir jeden nichttrivialen Split werden die kleinsten Teilgraphen, die
jeweils eine Menge des Splits repréasentieren, gefunden. Dann werden die beiden
Teilgraphen iiber eine neue Dimension auseinandergezogen, wobei der Schnitt der
beiden kleinsten Teilgraphen quasi verdoppelt wird. Ein solcher Splits-Graph fiir k
D-Splits ist somit ein Teilgraph eines k-dimensionalen Hyperwiirfels. Zum Schluss
werden noch die trivialen Splits eingebaut, in dem jeder markierte Knoten um ein
Blatt erweitert wird, in dem dann die Markierung gespeichert wird.

In Abbildung 2.100 ist noch ein Beispiel fiir die Konstruktion eines Splits-Graphen
fiir de folgenden Splits angegeben:

S1 o= {{1,5,6},{2,3,4,7}},
Sy = {{1,2,3,7},{4,5,6}},
Sy = {{1,2,5,6,7},{3,4}},
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GenerateSplitsGraph (D-Splits X)

begin B

foreach (nontrivial S = {4, A} € ¥) do
construct_v A und Ve

let H:=V,2NVy;

foreach (v € H) do
let v+ and v~ be new nodes;
add edge {vt,v~} labeled with S;

foreach ({r,s} € E(G)n (¥)) do
add edge {r", sT} labeled with the label of {r, s};
add edge {r—, s~} labeled with the label of {r, s};

foreach (v € H) do
foreach (w € V4 \ H) do
if ({v,w} € E(G)) then
| add edge {v",w} labeled with the label of {v,w};

foreach (w € V4 \ H) do
if ({v,w} € E(G)) then
| add edge {v—,w} labeled with the label of {v, w};

| delete H and incident edges;

process trivial splits in 32;
end

Abbildung 2.99: Algorithmus: Konstruktion eines Splits-Graphen aus einer D-Splits

Sy = {{1,2,5,6},{3,4,7}},
55 = {{172737677}7{475}}
sowie allen trivialen Splits. In der Abbildung 2.100 ist der Schnitt H jeweils rot

dargestellt. E—

09.07.15
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Abbildung 2.100: Beispiel: Konstruktion eines Split Graphen

Skriptum zu Algorithmische Bioinformatik: Bdume und Graphen SS 2015



Kombinatorische Proteinfaltung™ 3

3.1 Inverse Proteinfaltung

In diesem Abschnitt werden wir uns mit der Modellierung der inversen Proteinfal-
tung beschéftigen. Bei der inversen Proteinfaltung ist die rdumliche Struktur des
Proteins (besser des Backbones) bekannt, es wird nur die Zuordnung der Amino-
sduren auf die einzelnen Positionen gesucht.

3.1.1 Grand Canonical Model

Ein erstes, bekanntes Modell fiir die inverse Proteinfaltung wurde von Sun, Brem,
Chan und Dill beschrieben. Hierbei ist die Konformation des betrachteten Proteins
vollsténdig bekannt, d.h. die Positionen der einzelnen Atome (oder zumindest der
C,-Atome) sowie die Oberflachen der einzelnen Aminoséurereste zur Losung sind
bekannt. Die letzten Werte konnen auch durch Computerberechnungen und einige
Vereinfachungen nédherungsweise berechnet werden. Ziel ist es, eine Zuordnung von
Aminoséuren auf die einzelnen Positionen zu bestimmen, so dass eine gegebene (im
Folgenden genauer beschriebene) Energiefunktion minimiert wird.

Gegeben: Vollstindige 3-dimensionale Struktur des Proteins: Durch Angabe des
Ortes der C,-Atome und eventuell der Seitenketten (der Ort des Cz-Atoms).
Fiir die Seitenketten ist jeweils die Oberfliche bekannt, die zur Lésung expo-
niert ist.

Sei S € {H, P}", wobei H(S) ={i|S; = H}, dann ist
O(S)=a- Y gldy)+B- > s
ijEH(S) icH(S)

1<j—2

eine Energiefunktion in Abhéngigkeit von S, die es zu minimieren gilt.

e H steht fiir hydrophob, P fiir polar.
e s; entspricht der Oberflache der i-ten Seitenkette.

e d;; entspricht dem rédumlichen Abstand der i-ten Aminosdure zur j-ten
Aminoséure.
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e Die Funktion g ist eine Funktion, die kleinere Absténde belohnt, z.B.
durch folgende Funktion g (der zugehorige Graph ist in Abbildung 3.1
skizziert):

Tres—c
0 sonst.

{ L fir x <e¢,

Abbildung 3.1: Skizze: Bewertungsfunktion g

Ganz einfach kann g auch wie folgt gewéhlt werden:

(x) = 1 firz <eg,
gur) = 0 sonst.

Dabei wird der Cutoff-Wert ¢ meist mit etwa 6.5 Angstrom gewihlt.
e o und (3 sind Skalierungsfaktoren mit &« < 0 und 8 > 0, z.B. « = —2 und

B=1/3.

Gesucht: S € {H, P}", die (S) minimiert.

Hierbei wird durch die Energiefunktion ® der Ausbildung hydrophober Kerne Rech-
nung getragen. Nahe beieinander liegende hydrophobe Aminoséurereste werden be-
lohnt, wiahrend hydrophobe Aminosdurereste, die zur Losungsfliissigkeit exponiert
sind, bestraft werden.

Weiterhin wird im Grand Canonical Modell implizit unterstellt, dass eine Folge von
Aminoséuren, die die Energiefunktion fiir die vorgegebene dreidimensionale Struktur
minimiert, ebenfalls wieder die vorgegebene dreidimensionale Struktur als native
Faltung einnimmt. Dies ist natiirlich a priori iiberhaupt nicht klar. Es kann durchaus
sein, dass eine solche, die Energiefunktion minimierende Aminosiuresequenz eine
ganz andere native Faltung, d.h. dreidimensionale Struktur, einnimmt.

Wir wollen im Folgenden das gegebene Problem mit Hilfe einer Reduktion auf ein
Schnitt-Problem in Graphen in polynomieller Zeit sehr effizient 16sen.
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3.1.2 Schnitte in Netzwerken

Um die geforderte Reduktion beschreiben zu kénnen, miissen wir erst noch die
Begriffe eines Netzwerks und Schnitten darin formalisieren.

Definition 3.1 FEin Netzwerk ist ein gewichteter gerichteter Graph G = (V, E,~),
wobei v : B — R7 ist.

Im Allgemeinen betrachtet man in solchen Netzwerken noch zwei ausgezeichnete
Knoten, namentlich s, € V. Um deutlich zu machen, welches die beiden ausge-
zeichneten Knoten sind, spricht man auch von s-t-Netzwerken.

Des Weiteren wird fiir alle nicht vorhandenen gerichteten Kanten ihr Gewicht auf 0
gesetzt, d.h vy(u,v) = 0 fiir (u,v) ¢ E. Dann ist die Kantengewichtsfunktion natiir-
lich als Funktion v : V x V — R, zu verstehen.

a 9 c
/o) /o)
/ Y\ Schnitt (V4, V3) von G.
Vi=1s.a,c
sof 2| O 3 Yot {0}
Vo ={b,d,t}
4 2 c(Vi,Vo) =3+2+4=9
o o
b 6 d

Abbildung 3.2: Beispiel: Schnitt eines Graphen

Definition 3.2 Sei G = (V, E,~y) ein Netzwerk und seien s,t € V. Ein s-t-Schnitt
ist eine Partition (V1,V3) von V=V, UV, mit s € V3, t € Vs.

Die Kapazitét eines s-t-Schnittes (Vy, Va) ist gegeben durch:

c(Vi,Va) = > (x,y).

zeVy,yeVy
(z,y)EE

Man beachte, dass bei der Kapazitét eines Schnittes (X, Y) nur Kanten von X nach

Y, aber nicht von Y nach X beriicksichtigt werden. Somit gilt im Allgemeinen:

c(Vi.Va) # c(Va,Va),
c(Vi,Va) # —c(Va,VA).
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Fir die Struktur und ihre zugehorige Energie-Funktion & definieren wir ein s-¢-
Netzwerk G(®) = (V, E, ) mittels

Vo= {S,t}U{’lJi"l'E [1 n]}UiuZJ\z<j—2/\g(dw) >0}1,
=U=U(®P)
E = {(s,u) | uyy € U U{(vi,t) | i € [1:n]} U{(uiy, vi), (uig, vy) | ugg € U}

Die Angabe der Kantengewichtsfunktion folgt spéter.

Zur Erlauterung betrachten wir das folgende Beispiel. Wir geben der Einfachheit hal-
ber nur fiir eine zweidimensionale Struktur das zugehorige Netzwerk (die gepunktete
Linien geben Absténde d an, fiir die g(d) > 0 gilt) in Abbildung 3.3 an:

708 9 /
T—O—O
60——0>—04 T uss
‘ @\’ U58 n—=O
O——0O0—O
i 2 3 .
9(dij) >0 \

Abbildung 3.3: Beispiel: eine rdumliche Struktur und das zugehorige Netzwerk

Kommen wir nun zur Definition der Kantengewichtsfunktion des Netzwerks G(®)
fiir die gegebene Struktur und ihrer zugehorigen Energiefunktion ®:

Ys,uy) = lal - gldy) >0, /
Y(vi,t) = [-s; >0, >
ij
V(Uijavz) :’Y(Uij,vj) = B—I—l, \
B = |a Z g(di;) > 0. U@j<:
1<j—2

Wir wollen an dieser Stelle bereits darauf hinweisen, dass die Kanten mit Gewicht
grofer als B eigentlich als unendlich interpretiert werden kénnen. Wir kommen dar-
auf spéter noch genauer zuriick.
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3.1.3 Abgeschlossene Mengen und minimale Schnitte

Fiir die weiteren Untersuchungen werden abgeschlossene Mengen und minimale
Schnitte in dem zur Energiefunktion zugehorigen Netzwerk eine wichtige Rolle spie-
len.

Definition 3.3 Sei @ eine Energiefunktion und G(®) das zugehdorige s-t-Netzwerk.
FEine Menge X C V(G(®)) heifit abgeschlossen, wenn

i) se X undt ¢ X,

ZZ) VUZ‘]‘EUZ Uy GX@UiEXl/\UjEX.
Diese Definition erlaubt uns die Formulierung des folgenden fundamentalen Lemmas.

Lemma 3.4 Wenn (X,Y) ein minimaler (bzgl. der Kapazitit) s-t-Schnitt in G ist
(mit s € X), dann ist X abgeschlossen.

Beweis: G besitzt offensichtlich einen Schnitt mit Kapazitat B, ndmlich den Schnitt
({s},V \ {s}). Sei (X,Y) ein minimaler s-t-Schnitt.

Wir miissen zeigen, dass X abgeschlossen ist. Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen
wir an, dass X nicht abgeschlossen ist.

Fall 1: Sei u;; € X Av; ¢ X (dieser Fall ist in Abbildung 3.4 illustriert):

Abbildung 3.4: Skizze: Fall 1

Somit gilt ¢ (X,Y) > 7(u;,v;) = B+ 1. Dies ist jedoch ein Widerspruch zur
Minimalitat von ¢(X,Y).

Fall 2: v;,v; € X ANu;; ¢ X (dieser Fall ist in Abbildung 3.5 illustriert):
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Abbildung 3.5: Skizze: Fall 2

Betrachte (X', Y’) mit X' = X U{u;;} und Y’ =Y\ {u;;}.
Somit gilt ¢(X",Y") = C(X,Y) — (s, u;j) < ¢(X,Y). Das ergibt einen Widerspruch

zur Minimalitdt von ¢(X,Y). |

Idee:
e<

Ist u;; € X, dann werden die Positionen ¢ und
J als hydrophob markiert.

Beachte hierbei, dass fiir abgeschlossene Mengen X mit u;; € X auch v;,v; € X gilt.

Fiir die weitere Diskussion benotigen wir noch einige niitzliche Notationen.

Notation 3.5 Sei S € {H, P}", dann bezeichne:
o X(S) = {s,vi,vj,uij | V; € H(S) A v; € H(S) A g(dl]) > O} - V(G(q}))

Notation 3.6 Sei X eine abgeschlossene Menge in G(®), dann bezeichne:
e S(X) € {H, P}, wobei genau dann(S(X)); = H, wenn i € X.

Somit konnen wir das folgende Lemma formulieren, dass fiir abgeschlossene Mengen
eine Aquivalenz des Betrags des zugehorigen Schnittes und der korrespondierenden
minimalen Energie konstatiert.
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Lemma 3.7 Sei X eine abgeschlossene Menge in G(®), dann ist die Kapazitit des
s-t-Schnittes (X,V \ X ) mit s € X gleich B+ ®(S(X)).

Beweis: Da X eine abgeschlossene Menge ist, gilt fiir alle Kanten (z,y) € X x Y
(wobei Y := V' \ X), dass sie von folgender Form sind:

e Entweder (z,y) = (v;,t), wenn v; € X,
e oder (z,y) = (s,v;), wenn v; ¢ X Vu; ¢ X.
Es gibt natiirlich noch weitere Kanten zwischen X und Y, ndmlich Kanten der Form

(wij, v;) € Y x X. Da diese aber von Y nach X verlaufen, sind diese fiir die Kapazitit
des Schnittes nicht von Interesse.

Es gilt also:

cX)Y) = Z (s, uij) + Z v (i, t)

uijEV 'UiEX
{viv;}EX
= > ol yldiy)+ > Bsi
uj €V v, €X
{vi0}EX
= Y lal-g(dy) = D lal-gldy)+ Y B-si
u;; €V uj; €V v;€X
{vjv}EX
= B- Z |l - g(dij) + Zﬁ'si
ui €V v; EX
{'Ui,vj}gX
= B+ Z - g(di) + Zﬁ'si
ui]-EV v, €X
{vjv}EX
= B+ d(S(X)).
Damit ist der Beweis abgeschlossen. [

Somit konnen wir statt der Minimierung der Energiefunktion ® auch die Minimie-
rung eines Schnittes im zugehorigen Netzwerk betrachten. Sei dazu im Folgenden
m = #{{i,7} | 9(d;;) > 0} die Anzahl der Paare von Aminoséuren der gegebenen
Proteinstruktur, deren Abstand unter die vorgegebene Grenze fillt. Halten wir das
Ergebnis dieses Abschnittes im folgenden Lemma fest.

Lemma 3.8 Das inverse Proteinfaltungsproblem im Grand Canonical Model kann
in Zeit O(n?) auf ein "Min-Cut-Problem’ in einem Netzwerk mit O(n +m) Knoten
und Kanten reduziert werden.
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Beweis: Wir miissen nur noch die Behauptung iiber die Anzahl der Kanten im kon-
struierten Netzwerk beweisen. Siehe dazu die folgende Skizze des Netzwerks in der
Abbildung 3.6 . Offensichtlich hat jeder Knoten aus U einen Grad von 3, und ¢ ist zu

o £o)
o o
o °

o= 0

(*} (o]
o (o)
e;/e/

3 - m Kanten n Kanten

Abbildung 3.6: Skizze: Schema des Netzwerkes G(P)

genau n Kanten inzident. Damit sind alle Kanten abgedeckt. Da nach Voraussetzung
|U| = m ist, haben wir also genau 3m + n Kanten. |

In der Praxis gilt jedoch im dreidimensionalen Raum jedoch immer m = O(n), da in
einer Kugel mit einem konstanten Radius nur konstant viele andere Atome enthalten
sein konnen.

Wir merken hier noch an, dass s in der Regel die Quelle des Flusses (engl. source)
und ¢ die Senke des Flusses (engl. target oder sink) bezeichnet.

3.2 Maximale Flisse und minimale Schnitte

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Algorithmen zur Bestimmung eines maxi-
malen Flusses in einem gegebenen Netzwerk beschéftigen, die vielleicht schon aus
Einfithrungsvorlesungen in die Algorithmik bekannt sind.

3.2.1 Flisse in Netzwerken

Formalisieren wir zunéchst, was wir unter einem Fluss in einem Netzwerk, speziell
einem s-t-Netzwerk, verstehen wollen.
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Definition 3.9 (Fliisse in Netzwerken) Sei G = (V, E,~) ein s-t-Netzwerk. Ein
Fluss in einem s-t-Netzwerk G ist eine Funktion ¢ : V XV — R, wobei gilt:

i) Yu,v €V i p(u,v) = —p(v,u) (Schiefsymmetrie);
i) Yu,v € Vi —y(v,u) < p(u,v) < y(u,v) (Kapazititsbedingung),
Erinnerung: v(u,v) = 0 < (u,v) ¢ E;
i1) Yu € V\ {s,t} : > o ¢(u,v) = 0 (Kirchhoffsche Regel).
Mit |p| =" cv ¢(s,v) bezeichnen wir den Betrag des Flusses .

In Abbildung 3.7 ist ein beispiel fiir ein s-t-Netzwerk mit einem Fluss ¢ gegeben.
Dabei ist der Fluss in Klammern an der entsprechenden Kante angegeben und fliefit
immer in Richtung der Kante.

a 3(1) c
2 y X@)
4
=3 o] 3 1 1) |2 ot
[ s 0 (1)
3 (1) 1(1)
Z 3 (1) 31

Abbildung 3.7: Beispiel: Ein Netzwerk und ein Fluss ¢

Mégliche anti-parallelen Fliisse (z.B. ’a — b und ’b — a’) werden in ¢ nicht betrach-
tet, da wir solche anti-parallelen Fliisse immer, wie in Abbildung 3.8 angegeben,
vermeiden kénnen.

a
_— entspricht a—>b
(0] (o) > O > O
TS0 axb 2 y

Abbildung 3.8: Skizze: Vermeidung anti-paralleler Fliisse

MaxiMALER FLUSS

Eingabe: Ein s-t Netzwerk G = (V, E, 7).
Gesucht: Ein Fluss ¢ von s nach ¢ in ¢ mit maximalem Betrag.

Ein Fluss mit maximalem Betrag wird auch kurz mazimaler Fluss genannt.
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3.2.2 Residuen-Netzwerke und augmentierende Pfade

Zur Verbesserung (d.h. Vergrofierung) von Fliissen in Netzwerken benotigen wir die
Begriffe von Residuen-Netzwerken und augmentierenden Pfaden.

Definition 3.10 Sei G = (V, E,v) ein s-t-Netzwerk und sei ¢ ein Fluss von s
nach t in G. Das zugehorige Residuen-Netzwerk ist ein s-t-Netzwerk G, (V, E', p)

mit p(u,v) := y(u,v) — o(u,v) und E" = {(u,v) | p(u,v) > 0}.

Das in Abbildung 3.9 angegebene Residuennetzwerk resultiert aus dem Beispiel fiir
den Fluss im s-t-Netzwerk auf der vorherigen Seite.

(1/ \C

ein flussvergr. Pfad / \
NN
S N
!

N &//\//

p—— 1 — 4

Abbildung 3.9: Beispiel: Residuennetzwerk

Definition 3.11 Sei G ein s-t-Netzwerk und ¢ ein Fluss von s nach t in G. Ein
Pfad von s nach t in G, heifit augmentierender Pfad oder flussvergréfiernder Pfad.

3.2.3 Max-Flow-Min-Cut-Theorem

In diesem Abschnitt wollen wir den zentralen Zusammenhang zwischen minimalen
Schnitten und maximalen Fliissen in Netzwerken herstellen.

Lemma 3.12 Sei G = (V, E,~) ein Netzwerk und s,t € V. Sei weiter ¢ ein belie-
biger zuldssiger Fluss von s nach t im Netzwerk G sowie (S,T) ein beliebiger s-t-
Schnitt von G. Dann gilt:

ol = ) wla,y).

(z,y)eSXT
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Beweis: Ubungsaufgabe n

Theorem 3.13 Sei G = (V, E,~) ein Netzwerk mit Quelle s und Senke t. Dann
sind fir einen Fluss ¢ von s nach t in G die folgenden Aussagen dquivalent:

i) @ ist ein mazimaler Fluss;
i) das Residuen-Netzwerk G, enthdlt keinen augmentierenden Pfad;

iii) es existiert ein s-t-Schnitt (S,T) von G mit |p| = c¢(S,T).

Beweis: ,,i) = ii)*“ Wir beweisen die Kontraposition.

Nach Voraussetzung existiert ein augmentierender Pfad p in G, von s nach ¢. Sei
also p := min{p(u,v) | (u,v) € p} > 0. Definiere

o(u,0) + . fiix (u,0) € p
Puv) = { pluw)—p fiir (v,u) € p
o(u,v) sonst

Es bleibt zu zeigen, dass ¢’ ein Fluss in G ist.

e Die Schiefsymmetrie folgt aus der Konstruktion. Fiir ein Knotenpaar {u, v} mit
(u,v) ¢ p bzw. (v,u) ¢ p ist das offensichtlich. Andernfalls gilt fiir (u,v) € p
(der Fall (v,u) € p ist analog):

@' (u,v) = p(u,v) + p = —pv,u) + p=—(o,u) — p) = —¢'(v,u).

e Die Kirchhoffsche Regel > .\, ¢(u,v) = 0 fiir v ¢ {s,t} folgt ebenfalls nach
Konstruktion. Betrachten wir einen Knoten . Ist u nicht im Pfad p enthalten,
dann bleibt die Kirchhoffsche Regel erfiillt. Andernfalls gilt mit (z,v) € p und

(v,y) € p:
> @) = > Puw)+ el v) + ¢ (v, y)

(z,v)EpA(v,y)Ep

(20) Epn(o.w)

= > ouv)+p—p

veV

= Z QD(U, U)

veV

= 0.
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e Es bleibt zu zeigen, dass die Kapazitdten der Kanten des Netzwerkes einge-
halten werden. Wir werden dafiir drei Félle unterscheiden:

Fall 1: (u,v) ¢ p A (v,u) ¢ p: Hier ist nichts zu zeigen, da ¢'(u,v) = p(u,v).
Fall 2: (u,v) € p:

¢'(u,v) = ¢u,v)+p
< ¢(u,v) + p(u, v)
= ¢(u,v) + (7(u,v) — ¢(u,v))
= v(u,v).

Fall 3: (v,u) € p:

¢'(w,v) = plu,v) —p
> p(u,v) = p(v,u)
= p(u,v) — (v(v,u) — (v, u))
= —(v,u) + (o(u,v) + ¢(v,u))

J

~
= —y(u,v).
Somit gilt ¢'(u,v) € [—y(v,u),y(u, v)], also ist ¢’ ein Fluss in G.

Weiter gilt nach Konstruktion |¢'| = |p| + u > |p], da p > 0. Somit ist ¢ kein
maximaler Fluss in G. O

sil) = iii)“ Sei S ={v €V |3s > vin G}, sei T := V \ S. Dann gilt s € S,
t ¢S, teT. Alsoist (S,T) ein s-t-Schnitt. Dieser Schnitt ist in Abbildung 3.10
illustriert

S T

Abbildung 3.10: Skizze:

Betrachten wir zuerst den Fall, dass (u,v) € E(G) mit v € S und v € T ist (siehe
auch Abbildung 3.10). Nach Konstruktion von S gilt dann (u,v) ¢ E(G,). Somit
muss nach Konstruktion des Residuen-Netzwerkes ¢ (u,v) = v(u, v) gelten.
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Sei nun (y,z) € F(G) mit x € S und y € T (siehe auch Abbildung 3.10). Auch hier
gilt nach Konstruktion von S, dass (z,y) ¢ E(G,). Somit muss nach Konstruktion
des Residuen-Netzwerkes dann ¢(x,y) = ¢(y, z) = 0 gelten.

Nach dem vorherigen Lemma 3.12 folgt:

el = > wlsy)

(s,y)eE

mit Lemma 3.12

= Y. ey

(z,y)€SXT
= > g+ Y. elxy)
(z,y)€ESXT (z,y)ESXT _
o(zy)>0 =7V(TY) o(z,y)<0 =0
= (S, T).

Fiir (z,y) € S x T kann ¢(y, x) nicht negativ sein, da dann die Kannte (z,y) im
Residuen-Netzwerk enthalten wire. O

»ili) = 1) Es gilt: |p] < ¢(S,T) fiir alle s-t-Schnitte (S, T") von G. Nach Voraus-
setzung existiert ein s-t-Schnitt (S,7") mit || = ¢(S5,T). Somit ist ¢ ein maximaler
Fluss. |

Daraus erhalten wir sofort das folgende bekannte Korollar.

Korollar 3.14 (Max-Flow-Min-Cut-Theorem) Sei G ein s-t-Netzwerk, dann
st die Kapazitit eines minimalen s-t-Schnittes in G gleich dem Betrag eines maxi-
malen Flusses von s nacht in G.

3.2.4 Algorithmus von Ford und Fulkerson

Aus der gewonnenen Erkenntnis lédsst sich der folgende, in Abbildung 3.11 angege-
bene Algorithmus von Ford und Fulkerson zur Konstruktion eines maximalen Flusses
in einem Netzwerk angeben.

Fiir die Laufzeitanalyse nehmen wir an, dass v : E — N. Sei C' die grofite Kapazi-
tat, d.h. C' := max{y(e) | e € E}. Dann gilt |p| < |E| - C. Da wir eine ganzzahlige
Kantengewichtsfunktion angenommen haben, wird in jedem Schleifendurchlauf der
Fluss um mindestens 1 erhoht. Somit kann es maximal O(C' - |E|) Schleifendurch-
laufe geben. Jeder Schleifendurchlauf kann mit einer Tiefensuche in Zeit O(n + m)
bewerkstelligt werden. Somit ist die Laufzeit O(|E|? - C).
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MaxFlow (G = (V, E, 7))
begin
Starte mit ¢ = 0;
while (true) do
Konstruiere Residuennetzwerkes G';
Suche augmentierenden Pfad in G, (z.B. mit Tiefensuche);

if (kein augmentierenden Pfad) then
| break;

Sonst vergroflere Fluss mit Hilfe des augmentierenden Pfades;

Nun ist ¢ der maximale Fluss in G}
end

Abbildung 3.11: Algorithmus von Ford-Fulkerson

Wir wollen noch anmerken, dass bei Verwendung von irrationalen Kantengewichten
der Algorithmus von Ford und Fulkerson nicht notwendigerweise terminieren muss.
In der Praxis sind irrationale Kantengewichte sowieso kaum von Bedeutung, da deren
Darstellung in einem Computer schon einen gehorigen Aufwand erfordert.

Somit hiangt die Laufzeit von der grofiten Kapazitit einer Kante ab und kann somit
exponentiell in der Eingabegrdéfie sein. Solche Algorithmen nennt man auch pseudo-
polynomiell, da sie bei kleinen Kapazitdten polynomielle Laufzeiten besitzen, jedoch
bei groflen Kapazititen (im Verhéltnis zur Eingabegrofie) exponentielle Laufzeiten
bekommt.

Lemma 3.15 Mit Hilfe des Algorithmus von Ford-Fulkerson kann der mazimale
Fluss in einen Netzwerk G = (V, E,~) mit ganzzahliger Kantengewichtsfunktion
und mit y(e) < C fiir alle e € E in Zeit O(C - |E|*) berechnet werden.

3.2.5 Algorithmus von Edmonds und Karp

Eine Verbesserung des Algorithmus von Ford-Fulkerson lasst sich durch Verwendung
kiirzester augmentierender Pfade erzielen. Dies lasst sich mit einer Breitensuche statt
einer Tiefensuche leicht implementieren. Die zuerst gefundenen augmentierenden
Pfade sind dann die kiirzesten. Dies fiihrt zu einer Verbesserung der Laufzeit des
Algorithmus, wie wir gleich sehen werden.

Notation 3.16 FEs bezeichne {,(v) die Linge eines kirzesten Pfades von s nach v
in G.
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Go: Augmentierender Pfad (|¢| = 1):
(©) (©)
s O 1 () 1 Ot ENe) 1 1 ot
(©) (©)
ergibt G augmentierender Pfad (|¢'| =1+ 2):
a a
/O\ TX
s 0\2 c—1 /o t so , 2 ot
o= o
b b
ergibt G:
a
c—1 /O\ c—2
1 | 2 springt immer zwischen den 2 Mdoglichkei-
s O /C -2 2 c- 1\0 U ten hin und her = in diesem Fall kénnen
\ 9 I 1 / O(c) Iterationen moglich sein.
b

Abbildung 3.12: Beispiel: exponentielle Anzahl augmentierenden Pfade

Lemma 3.17 Werden nur kiirzeste augmentierende Pfade gewdhlt, so sind die Ldin-
gen der kiirzesten augmentierenden Pfade monoton steigend.

Beweis: Wir werden den Beweis durch Widerspruch fiihren.

Sei v € V \ {s} ein Knoten, dessen Abstand von s nach einer Flussvergrofierung
kiirzer geworden ist. Somit gilt £, (v) < £,(v), wobei ¢" aus ¢ durch eine Flussver-
grofferung entstanden ist. Unter allen solchen Knoten, wéahlen wir einen Knoten v
mit minimalen £, (v).

Sei p ein kiirzester Pfad in G/ von s nach v und sei u der direkte Vorgénger von v
auf diesem Pfad. Es gilt {,/(u) = ¢y (v) — 1 und (u,v) € E(G,). Nach Wahl von v
ist £y (u) > ly(u).
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Behauptung: (u,v) ¢ E(G,)
Annahme: (u,v) € E(G,). Dann gilt:

L) < G+
< Ay(u) +1
= ly(v)—1+1
= Ly (v).
Dies fithrt zu einem Widerspruch zur Wahl von v, da £ (v) < €,(v). O

Wie kann (u,v) in G hinzu gekommen sein? Betrachten wir dazu auch die Abbil-
dung 3.13.

aus Pfad ¢ — ¢/ SO\/\/\/\J/(C"_wU?ét

u

Abbildung 3.13: Skizze: Ein augmentierender Pfad, der die Kante (u, v) im folgenden
Residuen-Netzwerk erzeugt

Ein kiirzester Pfad von s — wu geht iiber v und wurde im augmentierenden Pfad
gewahlt.

Lv) = Lofu)—1
wie vorher bemerkt, gilt £, (u) < £, (u)

S E‘P’ (U) —1
aufgrund des kiirzesten Pfades s — v — u
- E‘P’ (U) —1-1
= Ecp’ (U) — 2.
Dies fithrt zu einem Widerspruch zu £,(v) > £ (v). |

Definition 3.18 Fine Kante (u,v) eines augmentierenden Pfades p in G, heifst
kritisch, wenn p(u,v) = min{p(e) | e € p}. Fine kritische Kante wird oft auch als
Flaschenhals (engl. bottleneck) bezeichnet.

Beachte, dass jeder augmentierende Pfad mindestens eine kritische Kante enthalten
muss.
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Lemma 3.19 Sei G = (V, E,~) ein s-t-Netzwerk und seien u,w € V, die in G
mit einer gerichteten Kante verbunden ist ((u,v) € EV (¢,u € E)). Dann kann

jede Kante (u,v), die in einem Residuen-Netzwerk auftreten kann, mazimal ‘—‘2/| Mal
kritisch werden.

Beweis: Sei (u,v) € E(G). Wenn (u,v) das erste Mal kritisch wird, gilt:
ly(v) = ly(u) + 1. (3.1)

Somit verschwindet die Kante (u,v) aus dem Residuen-Netzwerk G,. Die Kante
(u,v) kann erst wieder auftauchen, wenn Fluss von v nach w verschickt wird (Kante
an Kapazititsgrenze).

Sei G, das Residuen-Netzwerk, in dem (v, u) in einem kiirzesten augmentierenden
Pfad auftritt.

Es gilt dann: (yn(u) = lun(v) + 1.

lorlw) = Co(v) +1

nach Lemma 3.17
ly(v) +1

nach Gleichung 3.1
= Lly(u) +2.

v

Somit wéachst nach jedem kritischen Zustand von (u,v) der Abstand fiir u von s
um 2. Dies kann aber maximal % Mal passieren, da jeder einfache Pfad nur die
maximale Lange |V| haben kann. |

Theorem 3.20 Der Algorithmus von Edmonds-Karp, der nur kirzeste augmentie-
rende Pfade verwendet, bendtigt zur Bestimmung eines maximalen Flusses in einem

Netzwerk G = (V, E,~) mazimal O(|V| - |E|?) Zeit.

Beweis: Jede Kante wird maximal O(|V]) kritisch. Es gibt maximal O(| E|) Kanten,
also kann es maximal O(|V| - |E|) viele Flussvergroferungen geben. Jede Flussver-
groBerung bendtigt mit Hilfe einer Breitensuche Zeit O(|V] + |E]). u
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3.2.6 Der Algorithmus von Dinic

Die Breitensuche findet nicht nur einen kiirzesten, sondern alle kiirzesten augmen-
tierenden Pfade ohne wesentlichen zusédtzlichen Mehraufwand mehr oder weniger
gleichzeitig. Man konnte also auch alle kiirzesten augmentierende Pfade gleichzeitig
fiir eine Flussvergroferung verwenden. Der daraus resultierende Algorithmus (Algo-
rithmus von Dinic) hat eine Laufzeit von O(|V|*- |E|).

Theorem 3.21 Der Algorithmus von Dinic, der alle kiirzesten augmentierenden
Pfade gleichzeitig verwendet, bendtigt zur Bestimmung eines mazimalen Flusses in
einem Netzwerk G = (V, E,~) mazimal O(|V|?* - |E|) Zeit.

Auf den Beweis dieses Satzes wollen wir an dieser Stelle nicht weiter eingehen und
verweisen auf die entsprechenden Lehrbiicher. Wir weisen auch noch darauf hin,
dass es noch wesentlich effizienter Algorithmen gibt. Auch hierfiir verweisen wir auf
die einschldgigen Lehrbiicher. Wir erwdhnen nur dass Karzanov noch eine Verbes-
serung auf O(|V]3) erzielt hat und damit die Klasse der Push-Relabel-Algorithmen
fiir maximale Fliisse begriindet hat. Der momentan schnellste Algorithmus stammt
von Goldberg und Rau mit einer Laufzeit von

2
O (min{|V|2/3, \E\l/Q} - |E] - log (%) ~log(C’)) )

3.3 Erweiterte Modelle der IPF

Zum Schluss wollen wir uns mit ein paar Erweiterungen und den damit zusammen-
héngenden Fragestellungen zum Grand Canonical Model der inversen Proteinfaltung
widmen.

3.3.1 Erweiterung auf allgemeine Hydrophobizitdten

In diesem Abschnitt wollen wir uns die Frage stellen, ob wir auch fiir kontinuier-
liche Hydrophobizitdten eine optimale Zuordnung im Grand Canonical Model in
polynomieller Zeit berechnen koénnen.

Bislang haben wir nur zwischen hydrophoben und polaren Aminoséduren unterschie-
den, die Einteilung war also diskret. Nun wollen wir beliebige reelle Werte zwischen
0 und 1 als Hydrophobizitdt zuslassen. 1 steht dabei fiir hydrophobe und 0 fiir
polare Aminosduren. Werte dazwischen koénnen eine genauere Abstufung zwischen
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mehr oder weniger hydrophoben Aminoséuren darstellen, da auch die in der Natur
vorkommenden Aminosiuren eine unterschiedliche Hydrophobizitét besitzen.

Wir lassen jetzt fiir jede Aminosdureposition des Proteins einen Wert z; € [0, 1]
zu, wir betrachten also statt S € {H, P}" nun Z = (z1,...,2,) € [0,1]". Fir die
Energiefunktion erhalten wir dann:

n

(7)) =« Z zi-zj-g(dij)+ﬁ23i~zi.

i<j—2 i=1
Wir suchen also jetzt eine Folge (z1, ..., z,) € [0,1]™, so dass ®(Z) minimal wird.

Lemma 3.22 Fiir jede Struktur Z und ihre zugehorige Energiefunktion ® gibt es
eine optimale Folge Z' = (21, ...,2,) mit z; € {0,1}.

Beweis: Sei Z eine optimale Folge, d.h. ®(Z) ist minimal. Sei Z eine solche optimale
Folge, die #{i | z; € (0,1)} minimiert.

Behauptung: Vi € [1:n]: z € {0,1}.

Sei z; € (0,1). Definiere Z! := (21, ..., 2i-1,Y, Zi+1, - - -, Zn). Wir betrachten jetzt die
Funktion ¢ : [0,1] — R vermoge y — ¢(Z7}).

Fakt: /¢ ist eine affine Funktion, sieh dazu auch Abbildung 3.14. Da /¢ eine affine

(Y)
—1794 const.,
- da ¢(Z?'") minimal
O—>
0 Zi 1

Abbildung 3.14: Skizze: Die Funktion ¢
Funktion ist, muss ¢ sogar konstant sein, da sonst das eindeutige Minimum am

Rand des Intervalls [0, 1] angenommen wird.

Dann gilt mit 2’ = (21,...,2i-1,0, Zi41, . . ., 2n), dass ®(Z') = ®(Z7") = ®(Z). Dies
ergibt einen Widerspruch zur Wahl von Z. [

Somit machen also im Grand Canonical Model solche Erweiterungen von Hydropho-
bizitéten keinen Sinn. Wir erhalten dieselben Losungen, wie im diskreten Modell.
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3.3.2 Energie-Landschaften im Grand Canonical Model

Wie sieht eine Energieminimums-Landschaft im Grand Canonical Model aus? Sei
Q={Se{H P}"|P(S) = mind}, dh. Q ist die Menge der optimalen Losungen
von ®. Wir wollen jetzt untersuchen, ob diese Minima beispielsweise durch Punktmu-
tationen ineinander iiberfiithrbar sind. Dies kann Hinweise auf die Stabilitéit solcher
Proteine gegeniiber Punktmutationen implizieren.

Die folgende Darstellung lédsst sich auch auf allgemeinere Mutationen anstelle von
Punktmutationen verallgemeinern. Da die Methoden jedoch im Wesentlichen iden-
tisch sind, verweisen wir auf die Originalliteratur.

Frage: Ist Q zusammenhéngend (bzgl. (Punkt-)Mutation)?

Wir betrachten zur Beantwortung dieser Frage die folgende Funktion f:
fo2t S R F(X) = 9(S(X),
wobei S(X) wiederum durch die Beziehung (S(X)); = H < i € X definiert ist.

Erinnerung: 21" = {X C [1 : n]}, also die Potenzmenge von [1 : n].

Definition 3.23 Sei M eine Menge. Eine Funktion @ : M — R heifit submodular,
wenn qgilt:
VX, YeM: o(XNY)+o(XUY) < o(X)+ ¢(Y).

Lemma 3.24 Die betrachtete Energiefunktion f ist submodular.

Beweis: Die Energiefunktion sieht wie folgt aus:

FX) = oS =a- 3 gldy) +8Y s,

Um die Submodularitdat zu untersuchen, betrachten wir zunéichst alle auftretenden
Kanten, die im ersten Term aufaddiert werden. In der folgende Abbildung 3.15 sind
die verschiedenen Félle illustriert, die wir im Folgenden unterscheiden werden.

Sei e die untersuchte Kante, die auch in der Energiefunktion beriicksichtigt wird.
e (X\Y)x (X\Y): Somit wird e in f(X UY) auf der linken und in f(X) auf
der rechten Seite aufaddiert.

e€ (X\Y)x (XNY): Somit wird e in f(X UY) auf der linken und in f(X) auf
der rechten Seite aufaddiert.
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a | -Term £ | -Term
1x | 1x 1x | Ix

1x | 1x 2x | 2x

2x | 2x

Abbildung 3.15: Skizze zum Beweis der Submodularitét

ec (XNY)x(XNY): Somit wird e sowohl in f(X UY') als auch in f(X NY') auf
der linken Seite aufaddiert. Auf der rechten Seite wird die Kante ebenfalls in
f(X) und f(Y') beriicksichtigt.

e€ (X\Y)x (Y\X): Somit wird e in der linken Seite in f(X UY’) beriicksich-
tigt. Auf der rechten Seite wird diese Kante, aber nirgendwo aufsummiert. Da
jedoch alle Summanden im ersten Teil der Gewichtsfunktion negativ sind, ist
somit die linke Seite kleiner gleich der rechten Seite.

Die anderen nicht explizit aufgefiihrten Félle verhalten sich analog zu einem der
obigen Fille.

Es bleibt noch die Summanden in der zweiten Summe zu beriicksichtigen. Hier gehen
nur einzelnen Aminoséuren ein. Sei also v der untersuchte Knoten:

v e X \Y: Dieser Wert wird sowohl in f(X UY') auf der linken als auch in f(X)
auf der rechten Seite aufaddiert.

v € X NY: Dieser Wert wird sowohl in f(X UY) und f(X NY) auf der linken als
auch in f(X) und f(Y) auf der rechten Seite je zweimal aufaddiert.

In jedem Fall ist die Summe gleich und der Beweis der Submodularitit abgeschlos-
sen. ]

Notation 3.25 X, X’ C [1 : n] heiffen adjazent, wenn | XAX'| = 1. (Xy,..., X))
heifit eine Kette, wenn X; und X1 adjazent sind fir alle i € [1:t —1].

Wir kénnen nun die zu Beginn gestellte Frage wie folgt formulieren bzw. formalisie-
ren:
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Frage: Gilt fiir X,Y € 2, dass eine X-Y-Kette existiert.
Lemma 3.26 Wenn X,Y € Q, dann qilt X UY € Q und X NY € Q.

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass f(X NY) < f(X UY) gilt.

Nach der submodularen Gleichung gilt
f(XNY)+ f(XUY) <2,
da p= f(X) = f(Y) der minimale Wert ist.

Mit f(XNY) < f(XUY) folgt, dass 2- f(X NY) < 2p und somit /(X NY) =pu
und daher muss nach Definition X NY € €2 sein.

Damit gilt aber auch
JIXUY)<2u—f(XNY)=2p—p=p
Also ist f(X NY) = p und somit X NY € Q.
Der Fall, dass f(X NY) > f(X UY) gilt, ldsst sich analog beweisen. ]

Lemma 3.27 Es existieren eindeutige Mengen X, X € , so dass X CY C X fiir
alle’ Y € Q).

Beweis: Wir definieren: X := (oY und X := (Jy.o Y. Nach dem vorherigen
Lemma gilt, dass X € Qund X € , da  endlich ist. Offensichtlich gilt X C Y C X
fiir Y € Q. Wiren diese nicht eindeutig und es gibe auch X’ bzw. X’ mit denselben
Eigenschaften, so wiren X N X’ bzw. X U X’ andere Kandidaten und wir erhalten
einen Widerspruch. [

Notation 3.28 Fine Kette (X, ..., X;) heifst monoton, wenn X; C --- C X, gilt.

Lemma 3.29 Sei XY, Z € QO mit X CY C Z. Wenn es eine monotone X-Z-
Kette in Q0 gibt, dann gibt es auch eine monotone X-Y -Kette in €.

Beweis: Sei
X=X,C..CX,=7
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eine monotone X-Z-Kette. Betrachte die Kette
XinNYCcXonYC---CX,NY.

Da X;NY =X und X;NY =Y ist dies eine monotone X-Y-Kette. [ |

Lemma 3.30 Sei Y € Q). Wenn es eine X-Y-Kette in €2 gibt, dann gibt es auch
eimne monotone X-Y -Kette.

Beweis: Sei C eine X-Y-Kette in 2 kiirzester Lange. Angenommen, diese sei nicht
monoton und (X1,...,X;) sei das maximale monotone Préfix davon:

C : X:X1CCXZDXZ+1X)§:Y

Somit gibt es eine monotone X-X;-Kette in 2. Da X;,; C X; ist, gibt es nach
Lemma 3.29 eine monotone X-X; 1-Kette C" = (X7,...,X]) in Q. Aufgrund der
Monotonie muss C” kiirzer als (X, ..., X;41) in C sein. Dann ist aber

(X!, X Xivo, o, Xo)

eine kiirzere X-Y Kette als C' und wir erhalten den gewiinschten Widerspruch. =
Aus den beiden letzten Lemmata erhalten wir sofort das folgende Korollar.

Korollar 3.31 2 ist genau dann zusammenhdngend, wenn es eine monotone X -
X-Kette gibt.

Beweis: =: Wenn ) zusammenhéngend ist, dann gibt es eine X -X-Kette in Q.
Nach Lemma 3.30 gibt es dann auch eine monotone X-X-Kette in €.

<: Seien X,Y € Q. Danach Lemma 327 X C X CXund X CY CX gilt, und
es eine monotone X-X-Kette in Q gibt, folgt mit Lemma 3.29 auch eine monotone
X-X-Kette und eine monotone X-Y-Kette. Diese beiden lassen sich leicht zu einer
X-Y-Kette zusammensetzen. [ |

Dieses Korollar gibt einen kurzen ,,Beweis“ fiir den Zusammenhang von €2 an.

Notation 3.32 X € Q heifit Sackgasse, wenn X # X fir alle X' C X mit
| X'AX| =1 gilt, dass X' ¢ €.
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Lemma 3.33 () ist genau dann zusammenhdngend, wenn es keine Sackgassen in §2
qibt.

Beweis: =>: Wenn () zusammenhingend ist, dann gibt es fiir alle X € {2 eine
monotone X-X-Kette. Somit kann es keine Sackgassen geben.

<: Sei ) nicht zusammenhéngend und sei X € () so gewihlt, dass es keine X-
X-Kette in 2 gibt. Unter allen moglichen solcher X, wéhlen wir eine mit kleinster
Kardinalitat. Dann ist aber X eine Sackgasse. Angenommen es gibe ein X’ € ,
das durch Entfernen eines Elements aus X entsteht. Dann wiirde es aufgrund der
Minimalitdt von X eine X-X'-Kette in ©Q und somit auch eine X-X-Kette in 2
geben, was den gewiinschten Widerspruch liefert. [

Somit haben wir jetzt auch einen kurzen Beweis dafiir, dass 2 nicht zusammenhén-
gend ist.

Damit kénnen wir jetzt den folgenden Algorithmus zur Bestimmung des Zusammen-
hangs von () angeben.

ZUSAMMENHANG (2)

{

Berechne X = Min(f) und X = Max(f)

W=X

while (W # X)

{
Bestimme: i € W : f(W\ {i}) = f(7)
Gibt es kein solches ¢ — return reject
W =W\ {i}

}

return accept

Abbildung 3.16: Algorithmus: Zusammenhang in €2 bestimmen

Es ist bekannt, dass man fiir submodulare Funktionen deren zugehdrige Mengen X
und X in polynomieller Zeit bestimmen kann. Wir gehen hier nicht auf die Details
ein, sondern verweisen auf Lehrbiicher im Bereich der kombinatorischen Optimie-
rung.

Theorem 3.34 Es kann in polynomieller Zeit entschieden werden, ob die Mini-
mums-Landschaft einer gegebenen Energiefunktion ® im Grand Canonical Model
zusammenhdngend ist oder nicht.
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Approximationsproblem
additives, 156
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aufspannend, 139
aufspannender Graph, 139
augmentierender Pfad, 224

B

Baum
additiver, 125
additiver kompakter, 125
evolutionérer, 87
externer additiver, 125
hochster ultrametrischer, 157
kartesischer, 181
niedriger ultrametrischer, 167
niedrigster ultrametrischer, 163
phylogenetischer, 87, 92
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ultrametrischer, 113
Baum iiber X, 190

Baumdarstellung, 100
Baumdistanz, 196
Baumzerlegung in Cliquen, 101
Berechnungsgraph, 83
bindre Charaktermatrix, 92
bindre Merkmalsmatrix, 92
bindrer Charakter, 89
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volles, 8, 45
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Bounded Degree Interval Sandwich,
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binérer, 89
numerischer, 90
zeichenreihiges, 90
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Circular Ones Property, 64
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Consecutive Ones Property, 4
COP, 4
cut-weight, 177

D
d-Layout, 78
D-Split, 202

d-zuldssiger Kern, 78
Distanz, 201
distanzbasiertes Verfahren, 88
Distanzmatrix, 113
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Domain, 38
3-Punkte-Bedingung, 112
Durchschnitt, 39
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dynamische Programmierung, 186

E

echter Intervallgraph, 69
echter PC-Baum, 65

echter PQ-Baum, 6

echter PQR-Baum, 37
Einheitsintervallgraph, 69
Erweiterung von Kernen, 74
Euler-Tour, 184
evolutionédrer Baum, 87
extern additive Matrix, 125
externer additiver Baum, 125

F
Féarbung, 71
zuléssige, 71
False Negatives, 4
False Positives, 4
Fibonacci-Heap, 144
Fibonacci-Zahlen, 148
Flaschenhals, 230
Fluss, 223
maximaler, 223
flussvergrofernder Pfad, 224
Fragmente, 2
freier Knoten, 20

Frontier, 7, 37, 65
G

genetic map, 1
genetische Karte, 1
genomische Karte, 1
genomische Kartierung, 1
Gewicht eines Spannbaumes, 139
Grad, 83
Graph
aufspanneder, 139
Grofle eines Splits, 191

H

Heap, 144

Heap-Bedingung, 144

hochster ultrametrischer Baum, 157

|
ICG, 71
implizite Restriktion, 38
induzierte Metrik, 116
induzierte Ultrametrik, 116
induzierter Teilgraph, 100
interval
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interval graph, 68

proper, 69
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Interval Sandwich, 70
Intervalizing Colored Graphs, 71
Intervalldarstellung, 68
Intervallgraph, 68

echter, 69

echter Einheits-, 69
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K

k-Clique, 77

k-Farbung, 71
zuléssige, 71

Kapazitat, 217
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Kapazitédtsbedingung, 223
Karte

genetische, 1

genomische, 1
kartesischer Baum, 181
kaskadenartiger Schnitt, 146
Kern, 73

d-zuldssiger, 78

zuléssiger, 73, 78
Kern-Paar, 83
Kette, 235, 236
Kirchhoffsche Regel, 223
Knoten

aktiver, 20

blockierter, 22

freier, 20

leerer, 8, 45

partieller, 8, 45

simplizialer, 102

voller, 8

voller Knoten, 45
Knoten-Separator, 102
kompakt additive Matrix, 125
kompakte Darstellung, 114
kompakter additiver Baum, 125
kompatibel, 192

schwach, 198
Konsensus-PQ-Baum, 33

minimaler, 33
konvexe Hiille, 212
Kosten, 172
kritisch, 230
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Layout, 73, 78

least common ancestor, 113
leer, 8, 45
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leerer Teilbaum, 8

leeres Blatt, 8, 45

Linearisierung, 32
link-edge, 177

lowest common ancestor, 113

M

map

genetic, 1

physical, 1
Matrix

additive, 125

extern additive, 125

kompakt additive, 125

streng ultrametrische, 113

ultrametrische, 113
maximaler Fluss, 223
Maximum-Likelihood, 91
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Nicht-Teilmenge, 39

Merkmal, 89

binéres, 89
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zeichenreihiges, 90
merkmalbasiertes Verfahren, 89
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binére, 92
Metrik, 111

induzierte, 116
minimaler Konsensus-PQ-Baum, 33
minimaler Spannbaum, 139
minimum spanning tree, 139
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N

Nachbarschaft, 102

nearest common ancestor, 113

Neighbor-Joining, 124

nicht-disjunkte Vereinigung, 39

niedriger ultrametrischer Baum, 167
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numerisches Merkmal, 90

0]
orthogonal, 43

P
P-Knoten, 5, 36, 64
p-Norm, 156
partiell, 8, 45
partieller Knoten, 8, 45
partieller Teilbaum, 8
path compression, 60
PC-Baum, 64

Aquivalenz, 65

echter, 65
perfekte binédre Phylogenie, 92
perfekte Phylogenie, 98
Pfadkompression, 60
phylogenetischer Baum, 87, 92
Phylogenie

perfekte, 98

perfekte bindre, 92
physical map, 1
physical mapping, 1
PIC, 70
PIS, 70
Potential, 153
Potentialmethode, 153
PQ-Baum, 5

Aquivalenz, 7

echter, 6

Norm, 30

universeller, 18
PQR-Baum, 36

Aquivalenz, 37

echter, 37

Norm, 51
Priority Queue, 143
Proper Interval Completion, 70
proper interval graph, 69
Proper Interval Selection (PIS), 70
pseudo-polynomiell, 228
Pseudometrik, 207

Q
Q-Knoten, 5, 36
Quelle, 222

R
R-Knoten, 36
Rand, 73
Rang, 61, 144
Range Minimum Query, 182
reduzierter Teilbaum, 8
relevanter reduzierter Teilbaum, 19
Residuen-Netzwerk, 224
Restriktion, 7

implizite, 38

S
s-t-Netzwerk, 217
s-t-Schnitt, 217
Sackgasse, 237
Sandwich Problem

additives, 156

ultrametrisches, 156
Schiefsymmetrie, 223
schwach kompatibel, 198
Sektor, 22
Senke, 222
separabel, 176
Separator, 102
Sequence Tagged Sites, 2
simplizialer Knoten, 102
Spannbaum, 139

Gewicht, 139

minimaler, 139
Split, 190

Grofle, 191

trivialer, 191
Split-Metrik, 207
Splitdistanz, 196, 201
Splits iiber X, 190
Splits-Graph, 200
State-Intersection-Graph, 105
streng ultrametrische Matrix, 113
strenger ultrametrischer Baum, 113
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STS, 2

T
Taxa, 87
Teilbaum
leerer, 8
partieller, 8
reduzierter, 8
relevanter reduzierter, 19
voller, 8
Teilgraph, 100
induzierter, 100
Translation, 164
tree intersection graph, 100
trianguliert, 101
Triangulierung, 106
trivialer Split, 191

U
Ultrametrik, 111
induzierte, 116
ultrametrische Dreiecksungleichung,
111
ultrametrische Matrix, 113
ultrametrischer Baum, 113
hochster, 157
niedriger, 167
niedrigster, 163
Ultrametrisches
Approximationsproblem, 156,
189
Ultrametrisches Sandwich Problem,
156
unit interval graph, 69
universeller PQ-Baum, 18
UPGMA, 124

\Y

Verfahren
charakterbasiertes, 89
distanzbasiertes, 88

merkmalbasiertes, 89
4-Punkte-Bedingung, 136

voll, 8, 45

voller Knoten, 8, 45
voller Teilbaum, 8
volles Blatt, 8, 45
vollstandig, 39

W
Wurzelliste, 145

y4

zeichenreihige Charakter, 90
zeichenreihige Merkmal, 90
zugehoriger gewichteter Graph, 139
zuléssige Farbung, 71

zuléssiger Kern, 73, 78
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