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Vorwort

Dieses Skript entstand parallel zu der Vorlesung Algorithmische Bioinformatik III
des Sommersemester 2003 und 2004, die als Fortsetzung der Vorlesungen Algorith-
mische Bioinformatik I und Algorithmische Bioinformatik II dient. Seit dem Som-
mersemester 2006 wurde die Vorlesung in Algorithmische Bioinformatik: Bäume und
Graphen umbenannt, um den Inhalt besser zu charakterisieren.

Diese Vorlesungen wurde an der Ludwig-Maximilians-Universität speziell für Stu-
denten der Bioinformatik, aber auch für Studenten der Informatik, im Rahmen des
von der Ludwig-Maximilians-Universität München und der Technischen Universität
München gemeinsam veranstalteten Studiengangs Bioinformatik gehalten.

Abschnitte, die im Sommersemester 2024 nicht Teil der Vorlesung waren, sind mit
einem Stern (*) und Teile, die nur teilweise behandelt wurden, sind mit einem Plus-
Zeichen (+) markiert.

Diese Fassung ist jetzt weitestgehend korrigiert, dennoch kann es immer noch den
einen oder anderen Fehler enthalten. Daher bin ich für jeden Hinweis auf Fehler oder
Ungenauigkeiten (an Volker.Heun@bio.ifi.lmu.de) dankbar.

An dieser Stelle möchte ich insbesondere meinen Mitarbeitern Johannes Fischer und
SimonW. Ginzinger sowie den Übungsleitern Florian Erhard und Benjamin Albrecht
für ihre Unterstützung bei der Veranstaltung danken, die somit das vorliegende
Skript erst möglich gemacht haben. Auch möchte ich Sabine Spreer danken, die an
der Erstellung der ersten Version dieses Skriptes in LATEX2e maßgeblich beteiligt war.
Weiterhin danke ich Frau Caroline Friedel, die zahlreiche Fehler im Skript gefunden
hat.

München, im Sommersemester 2024 Volker Heun
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Physical Mapping 1

1.1 Biologischer Hintergrund und Modellierung

Bei der genomischen Kartierung (engl. physical mapping) geht es darum, einen ers-
ten groben Eindruck des Genoms zu bekommen. Dazu soll für

”
charakteristische“

Sequenzen der genaue Ort auf dem Genom festgelegt werden. Im Gegensatz zu
genetischen Karten (engl. genetic map), wo es nur auf die lineare und ungefähre
Anordnung einiger bekannter oder wichtiger Gene auf dem Genom ankommt, will
man bei genomischen Karten (engl. physical map) die Angaben nicht nur ungefähr,
sondern möglichst genau bis auf die Position der Basenpaare ermitteln.

1.1.1 Genomische Karten

Wir wollen zunächst die Idee einer genomischen Karte anhand einer
”
Landkarte

aus Photographien“ für Deutschland beschreiben. Wenn man einen ersten groben
Überblick der Lage der Orte von Deutschland bekommen will, dann könnte ein erster
Schritt sein, die Kirchtürme aus ganz Deutschland zu erfassen. Kirchtürme bieten
zum einen den Vorteil, dass sich ein Kirchturm als solcher sehr einfach erkennen
lässt, und zum anderen, dass Kirchtürme verschiedener Kirchen in der Regel doch
deutlich unterschiedlich sind. Wenn man nun Luftbilder von Deutschland bekommt
und die Kirchtürme den Orten zugeordnet hat, dann kann man für die meisten
Photographien entscheiden, zu welchem Ort sie gehören, sofern denn ein Kirchturm
darauf zu sehen ist. Ausgehend von Luftbildern, auf denen mehrere Kirchtürme
zu sehen sind, kann man dann die relative Lage der Orte innerhalb Deutschlands
festlegen. Die äquivalente Aufgabe bei der genomischen Kartierung ist die Zuordnung
von auffälligen Sequenzen (Kirchtürme) auf Positionen im Genom (Koordinaten in
Deutschland). Ein Genom ist dabei im Gegensatz zu Deutschland ein- und nicht
zweidimensional.

Ziel der genomischen Kartierung ist es, ungefähr alle 10.000 Basenpaare eine cha-
rakteristische Sequenz auf dem Genom zu finden und zu lokalisieren. Dies ist wichtig
für einen ersten Grob-Eindruck eines Genoms. Für das Human Genome Project war
eine solche Kartierung wichtig, damit man das ganze Genom relativ einfach in viele
kleine Stücke aufteilen konnte, so dass die einzelnen Teile von unterschiedlichen
Forscher-Gruppen sequenziert werden konnten. Die einzelnen Teile konnten dann
unabhängig und somit hochgradig parallel sequenziert werden. Damit zum Schluss
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2 Kapitel 1. Physical Mapping

die einzelnen sequenzierten Stücke wieder den Orten im Genom zugeordnet werden
konnten, wurde dann eine genomische Karte benötigt.

Obwohl Celera Genomics mit dem Whole Genome Shotgun Sequencing gezeigt hat,
dass für die Sequenzierung großer Genome eine genomische Karte prinzipiell nicht
unbedingt benötigt wird, so mussten diese Daten letztendlich für die Sequenzie-
rung des menschlichen Genoms mitverwendet werden. Weiterhin ist diese zum einen
immer noch hilfreich zur vollständigen Sequenzierung eines Genoms und zum ande-
ren auch beim Vergleich von ähnlichen Genomen. Weiterhin finden die verwendeten
Methoden mittlerweile unter anderem auch im Gebiet der komparativen Genomik
Anwendung.

1.1.2 Konstruktion genomischer Karten

Wie erstellt man nun solche genomischen Karten. Das ganze Genom wird in viele
kleinere Stücke, so genannte Fragmente zerlegt. Dies kann mechanisch durch feine
Sprühdüsen oder biologisch durch Restriktionsenzyme geschehen. Diese einzelnen
kurzen Fragmente werden dann auf spezielle Landmarks hin untersucht.

Als Landmarks können zum Beispiel so genannte STS , d.h. Sequence Tagged Sites ,
verwendet werden. Dies sind kurze Sequenzabschnitte, die im gesamten Genom ein-
deutig sind. In der Regel sind diese 100 bis 500 Basenpaare lang, wobei jedoch nur die
Endstücke von jeweils 20 bis 40 Basenpaaren als Sequenzfolgen bekannt sind. Vor-
teil dieser STS ist, dass sie sich mit Hilfe der Polymerasekettenreaktion sehr leicht
nachweisen lassen, da gerade die für die PCR benötigten kurzen Endstücke als Pri-
mer bekannt sind. Somit lassen sich die einzelnen Fragmente daraufhin untersuchen,
ob sie eine STS enthalten oder nicht. Alternativ kann auch mit Hybridisierungs-
experimenten festgellt werden, ob eine STS in einem Fragment enthalten ist oder
nicht.

Fragment 5

Fragment 1

Fragment 3

Fragment 2

Fragment 4

E B A G C F H I D

Abbildung 1.1: Skizze: Genomische Kartierung
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1.1. Biologischer Hintergrund und Modellierung 3

In Abbildung 1.1 ist eine Aufteilung in Fragmente und die zugehörige Verteilung
der STS illustriert. Dabei ist natürlich weder die Reihenfolge der STS im Genom,
noch die Reihenfolge der Fragmente im Genom (aufsteigend nach Anfangspositio-
nen) bekannt. Die Experimente liefern nur, auf welchem Fragment sich welche STS
befindet. Die Aufgabe der genomischen Kartierung ist es nun, die Reihenfolge des
STS im Genom (und damit auch die Reihenfolge des Auftretens der Fragmente im
Genom) zu bestimmen. Im Beispiel, das in der Abbildung 1.1 angegeben ist, erhält
man als Ergebnis des Experiments nur die folgende Information (neben der unge-
fähren Länge der Fragmente):

F1 = {A,B,C, F,G},

F2 = {F,H, I},

F3 = {A,C, F,G,H},

F4 = {D, I},

F5 = {A,B,E,G}.

Hierbei gibt die Menge Fi an, welche STS das Fragment i enthält. In der Regel sind
natürlich die Fragmente nicht in der Reihenfolge ihres Auftretens durchnummeriert,
sonst wäre die Aufgabe ja auch trivial.

Aus diesem Beispiel sieht man schon, das sich die Reihenfolge aus diesen Informatio-
nen nicht immer eindeutig rekonstruieren lässt. Obwohl im Genom A vor G auftritt,
ist dies aus den experimentellen Ergebnissen nicht ablesbar.

1.1.3 Modellierung mit Permutationen und Matrizen

In diesem Abschnitt wollen wir zwei recht ähnliche Methoden vorstellen, wie man die
Aufgabenstellung mit Mitteln der Informatik modellieren kann. Eine Modellierung
haben wir bereits kennen gelernt: Die Ergebnisse werden als Mengen angegeben. Was
wir suchen ist eine Permutation der STS, so dass für jede Menge gilt, dass die darin
enthaltenen Elemente in der Permutation zusammenhängend vorkommen, also durch
keine andere STS separiert werden. Für unser Beispiel wären also EBAGCFHID

und EBGACFHID sowie DIHFCGABE und DIHFCAGBE zulässige Permu-
tationen, da hierfür gilt, dass die Elemente aus Fi hintereinander in der jeweiligen
Permutation auftreten.

Wir merken hier bereits an, dass wir im Prinzip immer mindestens zwei Lösun-
gen erhalten, sofern es überhaupt eine Lösung gibt. Aus dem Ergebnis können wir
nämlich die Richtung nicht feststellen. Mit jedem Ergebnis ist auch die rückwärts
aufgelistete Reihenfolge eine Lösung. Dies lässt sich in der Praxis mit zusätzlichen
Experimenten jedoch leicht lösen.
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4 Kapitel 1. Physical Mapping

A B C D E F G H I
1 1 1 1 0 0 1 1 0 0
2 0 0 0 0 0 1 0 1 1
3 1 0 1 0 0 1 1 1 0
4 0 0 0 1 0 0 0 0 1
5 1 1 0 0 1 0 1 0 0

E B A G C F H I D
1 0 1 1 1 1 1 0 0 0
2 0 0 0 0 0 1 1 1 0
3 0 0 1 1 1 1 1 0 0
4 0 0 0 0 0 0 0 1 1
5 1 1 1 1 0 0 0 0 0

Abbildung 1.2: Beispiel: Matrizen-Darstellung

Eine andere Möglichkeit wäre die Darstellung als eine n×m-Matrix, wobei wir anneh-
men, dass wir n verschiedene Fragmente und m verschiedene STS untersuchen. Der
Eintrag an der Position (i, j) ist genau dann 1, wenn die STS j im Fragment i enthal-
ten ist, und 0 sonst. Diese Matrix für unser Beispiel ist in Abbildung 1.2 angegeben.
Hier ist es nun unser Ziel, die Spalten so zu permutieren, dass die Einsen in jeder
Zeile aufeinander folgend (konsekutiv) auftreten. Wenn es eine solche Permutation
gibt, ist es im Wesentlichen dieselbe wie die, die wir für unsere andere Modellierung
erhalten. In der Abbildung 1.2 ist rechts eine solche Spaltenpermutation angegeben.
Daher sagt man auch zu einer 0-1 Matrix, die eine solche Permutation erlaubt, dass
sie die Consecutive Ones Property , kurz C1P oder COP , erfüllt.

1.1.4 Fehlerquellen

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, wie wir unser Problem der genomischen
Kartierung geeignet modellieren können. Wir wollen jetzt noch auf einige biologische
Fehlerquellen eingehen, um diese bei späteren anderen Modellierungen berücksichti-
gen zu können. Diese prinzipiellen Fehlerquellen treten zumindest teilweise auch bei
anderen Anwendungen auf.

False Positives: Leider kann es bei den Experimenten auch passieren, dass eine STS
in einem Fragment i identifiziert wird, obwohl sie gar nicht enthalten ist. Dies
kann zum Beispiel dadurch geschehen, dass in der Sequenz sehr viele Teilse-
quenzen auftreten, die den Primern der STS zu ähnlich sind, oder aber die
Primer tauchen ebenfalls sehr weit voneinander entfernt auf, so dass sie gar
keine STS bilden, jedoch dennoch vervielfältigt werden. Solche falschen Treffer
werden als False Positives bezeichnet.

False Negatives: Analog kann es passieren, dass, obwohl eine STS in einem Frag-
ment enthalten ist, diese durch die PCR nicht multipliziert wird. Solche feh-
lenden Treffer werden als False Negatives bezeichnet.

Chimeric Clones: Außerdem kann es nach dem Aufteilen in Fragmente passieren,
dass sich die einzelnen Fragmente zu längeren Teilen rekombinieren. Dabei
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1.2. PQ-Bäume 5

könnten sich insbesondere Fragmente aus ganz weit entfernten Bereichen des
untersuchten Genoms zu einem neuen Fragment kombinieren und fälschlicher-
weise Nachbarschaften liefern, die gar nicht existent sind. Solche Rekombina-
tionen werden als Chimeric Clones bezeichnet.

Non-Unique Probes: Ein weiteres Problem stellen so genannte Non-Unique Probes
dar, also STS, die mehrfach im Genom vorkommen und fälschlicherweise als
einzigartig angenommen wurden.

1.2 PQ-Bäume

In diesem Abschnitt wollen wir einen effizienten Algorithmus zur Entscheidung der
Consecutive Ones Property vorstellen. Obwohl dieser Algorithmus mit keinem der
im vorigen Abschnitt erwähnten Fehler umgehen kann, ist er dennoch von grundle-
gendem Interesse, da andere Algorithmen auf diesen Methoden aufbauen.

1.2.1 Definition von PQ-Bäumen

Zur Lösung der C1P benötigen wir das Konzept eines PQ-Baumes. Im Prinzip han-
delt es sich hier um einen gewurzelten Baum mit besonders gekennzeichneten inneren
Knoten und markierten Blättern.

Definition 1.1 Sei Σ ein endliches Alphabet. Dann ist ein PQ-Baum über Σ induktiv
wie folgt definiert:

• Jeder einelementige Baum (also ein Blatt), das mit einem Zeichen aus Σ mar-
kiert ist, ist ein PQ-Baum über Σ.

• Sind T1, . . . , Tk PQ-Bäume über Σ, dann ist der Baum, der aus einem so
genannten P-Knoten als Wurzel entsteht und dessen Kinder die Wurzeln der
Bäume T1, . . . , Tk sind, ebenfalls ein PQ-Baum über Σ.

• Sind T1, . . . , Tk PQ-Bäume über Σ, dann ist der Baum, der aus einem so
genannten Q-Knoten als Wurzel entsteht und dessen Kinder die Wurzeln der
Bäume T1, . . . , Tk sind, ebenfalls ein PQ-Baum über Σ.

In der Abbildung 1.3 ist skizziert, wie wir in Zukunft P- bzw. Q-Knoten graphisch
darstellen wollen. P-Knoten werden durch Kreise, Q-Knoten durch lange Rechte-
cke dargestellt. Für die Blätter führen wir keine besondere Konvention ein. In der
Abbildung 1.4 ist ein Beispiel eines PQ-Baumes angegeben.
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6 Kapitel 1. Physical Mapping

P-Knoten Q-Knoten

Abbildung 1.3: Skizze: Darstellung von P- und Q-Knoten

A BB

C D E

F G
H I

Abbildung 1.4: Beispiel: Ein PQ-Baum

Im Folgenden benötigen wir spezielle PQ-Bäume, die wir jetzt definieren wollen.

Definition 1.2 Sei Σ ein endliches Alphabet. Ein PQ-Baum über Σ heißt echt, wenn
die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

• Jedes Element a ∈ Σ kommt genau einmal als Blattmarkierung vor;

• Jeder P-Knoten hat mindestens zwei Kinder;

• Jeder Q-Knoten hat mindestens drei Kinder.

Der in Abbildung 1.4 angegebene PQ-Baum ist also ein echter PQ-Baum.

An dieser Stelle wollen wir noch ein elementares, aber fundamentales Ergebnis über
gewurzelte Bäume wiederholen, das für PQ-Bäume im Folgenden sehr wichtig sein
wird.

Lemma 1.3 Sei T ein gewurzelter Baum, wobei jeder innere Knoten mindestens zwei
Kinder besitzt, dann ist die Anzahl der inneren Knoten echt kleiner als die Anzahl
der Blätter von T .

Da ein echter PQ-Baum diese Eigenschaft erfüllt (ein normaler in der Regel nicht),
wissen wir, dass die Anzahl der P- und Q-Knoten kleiner als die Kardinalität des
betrachteten Alphabets Σ ist.

Die P- und Q-Knoten besitzen natürlich eine besondere Bedeutung, die wir jetzt
erläutern wollen. Wir wollen PQ-Bäume im Folgenden dazu verwenden, Permutation
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1.2. PQ-Bäume 7

zu beschreiben. Daher wird die Anordnung der Kinder an P-Knoten willkürlich sein
(d.h. alle Permutationen der Teilbäume sind erlaubt). An Q-Knoten hingegen ist die
Reihenfolge bis auf das Umdrehen der Reihenfolge fest. Um dies genauer beschreiben
zu können benötigen wir noch einige Definitionen.

Definition 1.4 Sei T ein echter PQ-Baum über Σ. Die Frontier von T, kurz f(T ) ist
die Permutation über Σ, die durch das Ablesen der Blattmarkierungen von links nach
rechts geschieht (also die Reihefolge der Blattmarkierungen in einer Tiefensuche
unter Berücksichtigung der Ordnung auf den Kindern jedes Knotens).

Die Frontier des Baumes aus Abbildung 1.4 ist dann ABCDEFGHI.

Definition 1.5 Zwei PQ-Bäume T und T ′ heißen äquivalent, kurz T ∼= T ′, wenn sie
durch endliche Anwendung folgender Regeln ineinander überführt werden können:

• Beliebiges Umordnen der Kinder eines P-Knotens;

• Umkehren der Reihenfolge der Kinder eines Q-Knotens.

Damit kommen wir zur Definition konsistenter Frontiers eines PQ-Baumes.

Definition 1.6 Sei T ein echter PQ-Baum, dann ist consistent(T ) bzw. cons(T ) die
Menge der konsistenten Frontiers von T , d.h.:

cons(T ) := consistent(T ) := {f(T ′) : T ∼= T ′} .

Beispielsweise befinden sich dann in der Menge cons(T ) für den Baum aus der Abbil-
dung 1.4: BADCEFGIH, ABGFCDEHI oder HIDCEFGBA, insgesamt gibt es 96
verschiedene Frontiers für diesen echten PQ-Baum.

Definition 1.7 Sei Σ ein endliches Alphabet und F = {F1, . . . , Fk} ⊆ 2Σ eine so
genannte Menge von Restriktionen, d.h. von Teilmengen von Σ. Dann bezeichnet
Π(Σ,F) die Menge der Permutationen über Σ, in der die Elemente aus Fi für jedes
i ∈ [1 : k] konsekutiv vorkommen.

Mit Hilfe dieser Definitionen können wir nun das Ziel dieses Abschnittes formalisie-
ren. Zu einer gegebenen Menge F ⊂ 2Σ von Restriktionen (nämlich den Ergebnissen
unserer biologischen Experimente zur Erstellung einer genomischen Karte) wollen
wir einen echten PQ-Baum T mit

cons(T ) = Π(Σ,F)

konstruieren, sofern dies möglich ist.
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8 Kapitel 1. Physical Mapping

1.2.2 Konstruktion von PQ-Bäumen

Wir werden versuchen, den gewünschten PQ-Baum für die gegebene Menge von
Restriktionen iterativ zu konstruieren, d.h. wir erzeugen eine Folge T0, T1, . . . , Tk

von PQ-Bäumen, so dass

cons(Ti) = Π(Σ, {F1, . . . , Fi})

gilt. Dabei ist T0 = T (Σ) der PQ-Baum, dessen Wurzel aus einem P-Knoten besteht
und an dem n Blätter hängen, die eineindeutig mit den Zeichen aus Σ = {a1, . . . , an}
markiert sind. Wir müssen daher nur noch eine Prozedur reduce entwickeln, für die
Ti = reduce(Ti−1, Fi) gilt.

16.04.24
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H.-J. Böckenhauer, D. Bongartz: Algorithmischen Grundlagen der Bioinformatik:
Modelle, Methoden und Komplexität, Teubner, 2003.

P. Clote, R. Backofen: Introduction to Computational Biology ; John Wiley and
Sons, 2000.
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