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Na
h Bearbeitung dieses Übungsblattes sollten Sie:

Che
k

Gut mit den Begri�en ents
heidbar und semi-ents
heidbar umgehen können.

Mit der Reduktion von formalen Spra
hen argumentieren können.

Diese Ziele sind wi
htige Hinweise für die Klausur!

1



Aufgabe 10-1 s
hriftli
h bearbeiten

Reduktion von formalen Spra
hen: Eine Tro
kenübung II

Sei Σ = {a, b} und A =
{

w ∈ Σ∗
∣

∣

∣
|w|a = |w|b

}

. Sei Γ = {c, d, e} und C =
{

cndnen
∣

∣

∣
n ∈ N

}

.

a) Zeigen Sie, dass A auf C reduzierbar ist, das heiÿt A ≤ C.

Lösungsvors
hlag:

De�niere f : Σ∗ → Γ∗

w 7→ c|w|a d|w|b e|w|b

Beispiele: baba ∈ A ⊆ Σ∗ f(baba) = ccddee ∈ C ⊆ Γ∗

aab ∈ A ⊆ Σ∗ f(aab) = ccde ∈ C ⊆ Γ∗

f ist total, also für jedes w ∈ Σ∗
de�niert (insbesondere ist f(ε) = ε)

f ist bere
henbar, beispielsweise dur
h das folgende SML-Programm.

Sei w ∈ Σ∗
beliebig, sei i = |w|a und j = |w|b. Dann ist f(w) = cidjej .

Damit gilt: w ∈ A gdw. i = j gdw. f(w) ∈ C.

Insgesamt gilt also A ≤ C.

fun f(w) =

let

fun anzahl(x, nil) = 0

| anzahl(x, y::L) = (if x=y then 1 else 0) + anzahl(x,L)

fun ho
h(x, 0) = nil

| ho
h(x, n) = x :: (ho
h(x, n-1))

val L = String.explode(w) (* string -> 
har list *)

val L' = ho
h(#"
", anzahl(#"a", L))

�

ho
h(#"d", anzahl(#"b", L))

�

ho
h(#"e", anzahl(#"b", L))

val w' = String.implode(L') (* 
har list -> string *)

in

w'

end

2



b) Es gibt ein Ents
heidungsverfahren für C (etwa eine kleine Modi�kation einer früher

behandelten Turingmas
hine). Was folgt daraus für die (Semi-)Ents
heidbarkeit von A?

Bemerkung: Das Ergebnis bringt natürli
h keinen groÿen Erkenntnisgewinn über diese

beiden ents
heidbaren Spra
hen. Zwe
k der Aufgabe ist es, die Te
hnik der Reduktion an

einem einfa
hen Beispiel zu illustrieren.

Lösungsvors
hlag:

Mit einer Variante einer früher betra
hteten Turingmas
hine kann man C ents
heiden:

Für jedes z ∈ Γ∗
terminiert die Turingmas
hine mit Bandinhalt 1 falls z ∈ C

und Bandinhalt 0 falls z /∈ C.

Diese Turingmas
hine kann jetzt au
h benutzt werden, um A zu ents
heiden:

Jedes w ∈ Σ∗
wird mit f auf ein z ∈ Γ∗

abgebildet,

mit dem man die Turingmas
hine startet.

Das Ergebnis der Turingmas
hine für z ist dann au
h das ri
htige Ergebnis für w.

Für diese einfa
he Spra
he A wäre die Ents
heidbarkeit allerdings

au
h mit anderen Mitteln lei
ht zu zeigen.

Aufgabe 10-2 (semi-)ents
heidbar

Sei Σ ein Alphabet und sei A ⊆ Σ∗ eine formale Spra
he.

a) A ist semi-ents
heidbar gdw. Bedingung

Geben Sie mögli
hst viele Bedingungen an, für die das stimmt.

Lösungsvors
hlag:

A ist semi-ents
heidbar gdw.

• die halbe 
harakteristis
he Funktion χ′
A ist (Turing/WHILE/. . . )-bere
henbar (Def)

• es gibt einen Algorithmus mit Eingabe w ∈ Σ∗,
der für jedes w ∈ A terminiert und 1 (oder true oder ja) liefert

und für jedes w /∈ A ni
ht terminiert

• A ist rekursiv aufzählbar

• entweder A = ∅ oder es gibt eine totale und bere
henbare Funktion f : N → Σ∗

mit A = {f(n) | n ∈ N}

• es gibt eine Turingmas
hine M mit A = T (M)

• A ist (mind.) vom Typ 0

• es gibt eine Grammatik G mit A = L(G)

• es gibt eine semi-ents
heidbare Spra
he B mit A ≤ B

• A ist reduzierbar auf eine rekursiv aufzählbare Spra
he

• A ist reduzierbar auf eine Spra
he, die eine der genannten Bedingungen erfüllt

• . . .
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b) A ist ents
heidbar gdw. Bedingung

Geben Sie mögli
hst viele Bedingungen an, für die das stimmt.

Lösungsvors
hlag:

A ist ents
heidbar gdw.

• die 
harakteristis
he Funktion χA ist (Turing/WHILE/. . . )-bere
henbar (Def)

• es gibt einen Algorithmus mit Eingabe w ∈ Σ∗,
der für jedes w ∈ Σ∗ terminiert

und 1 (oder true oder ja) liefert falls w ∈ A
und 0 (oder false oder nein) liefert falls w /∈ A

• sowohl A als au
h A sind semi-ents
heidbar

• die halben 
harakteristis
hen Funktionen χ′
A und χ′

A
sind beide (Turing/WHILE/. . . )-bere
henbar

• sowohl A als au
h A sind rekursiv aufzählbar

• entweder A = ∅ und A = Σ∗

oder A = Σ∗ und A = ∅
oder es gibt totale und bere
henbare Funktionen

f : N → Σ∗ mit A = {f(n) | n ∈ N}
f : N → Σ∗ mit A = {f(n) | n ∈ N}

• es gibt Turingmas
hinen M und M mit A = T (M) und A = T (M)

• sowohl A als au
h A sind (mind.) vom Typ 0

• es gibt Grammatiken G und G mit A = L(G) und A = L(G)

• es gibt eine ents
heidbare Spra
he B mit A ≤ B

• es gibt semi-ents
heidbare Spra
hen B und C mit A ≤ B und A ≤ C

• . . .
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Aufgabe 10-3 a), b), 
) und h) s
hriftli
h bearbeiten

Post's
hes Korrespondenzproblem

Jede der Teilaufgaben a) bis g) behandelt eine Instanz des Post's
hen Korrespondenzproblems.

Geben Sie zu jeder Instanz entweder eine Lösung an oder einen Beweis, dass keine Lösung

existiert.

a) s
hriftli
h bearbeiten

x1 = b x2 = ba x3 = ab
y1 = ab y2 = abb y3 = abb

Lösungsvors
hlag:

Indexfolge: keine Lösung

Wort:

Begründung: Für alle i ist |xi| < |yi|,
also ist für jede Indexfolge das �obere� Wort kürzer als das �untere�.

b) s
hriftli
h bearbeiten

x1 = ca x2 = b x3 = aba
y1 = bac y2 = ab y3 = a

Lösungsvors
hlag:

Indexfolge: 3, 1, 2
Wort: abacab


) s
hriftli
h bearbeiten

x1 = bab x2 = ba x3 = ab
y1 = bb y2 = abb y3 = ba

Lösungsvors
hlag:

Indexfolge: keine Lösung

Wort:

Begründung: Keines der drei Paare kann Anfang einer Lösung sein.

d) x1 = aaaaa x2 = aa
y1 = a y2 = aaaaa

Lösungsvors
hlag:

Indexfolge: 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2
Wort: aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa = a23

Begründung: Es kommt nur auf die Länge der erzeugten Wörter an,

die Reihenfolge der Indizes spielt überhaupt keine Rolle.

Eine Lösung, in der n1-Mal Paar 1 vorkommt und n2-Mal Paar 2,
muss folgende Glei
hung erfüllen:

5 · n1 + 2 · n2 = 1 · n1 + 5 · n2, also 4 · n1 − 3 · n2 = 0.
Lösung: n1 = 3 und n2 = 4,

also 3 Mal Paar 1 und 4 Mal Paar 2, Reihenfolge beliebig.

Ob eine Glei
hung der Form c1 · n1 + ... + ck · nk = 0 eine Lösung in

den natürli
hen Zahlen hat, ist ents
heidbar. Deshalb ist das Post's
he

Korrespondenzproblem über einelementigen Alphabeten ents
heidbar.

5



e) x1 = abc x2 = abba x3 = c x4 = bbba x5 = abcc
y1 = ab y2 = aabb y3 = ccc y4 = cbbb y5 = aab

Lösungsvors
hlag:

Indexfolge: 1, 4, 5, 3
Wort: abcbbbaabccc

f) x1 = ba x2 = abb x3 = bab
y1 = bab y2 = bb y3 = abb

Lösungsvors
hlag:

Indexfolge: keine Lösung

Wort:

Begründung: Weder Paar 2 no
h Paar 3 kann Anfang einer Lösung sein.

Also muss jede Lösung mit Paar 1 anfangen.

Dieser Anfang hat die Eigens
haft, dass das untere Wort glei
h dem

oberen Wort mit einem zusätzli
hen b am Ende ist.

Eine Indexfolge mit dieser Eigens
haft kann nur mit Paar 3 fortgesetzt

werden, wodur
h eine Indexfolge mit der selben Eigens
haft entsteht.

In allen Indexfolgen, die Anfang einer Lösung sein könnten, ist somit

das untere Wort länger als das obere.

g) x1 = b x2 = a x3 = ca x4 = abc
y1 = ca y2 = ab y3 = a y4 = c

Lösungsvors
hlag:

Indexfolge: 2, 1, 3, 2, 4
Wort: abcaaabc

h) s
hriftli
h bearbeiten.

In den Fällen, in denen keine Lösung existiert, kann man die Unlösbarkeit also beweisen.

Andererseits ist bewiesen, dass das Post's
he Korrespondenzproblem ni
ht ents
heidbar

ist. Warum ist das kein Widerspru
h?

Lösungsvors
hlag:

Wir haben nur einzelne Instanzen analysiert. Daraus folgt ni
ht unbedingt,

dass unsere Analyse auf jede Instanz übertragbar ist.

Einige der obigen Beweise enthalten hinrei
hende Bedingungen für die Unlösbarkeit (zum

Beispiel: wenn für keines der gegebenen Paare das eine Wort ein Prä�x des anderen ist,

dann gibt es keine Lösung).

Das Unents
heidbarkeitsergebnis s
hlieÿt sol
he hinrei
henden Bedingungen ni
ht aus,

besagt aber, dass notwendige Bedingungen für die Unlösbarkeit ni
ht existieren, jeden-

falls keine ents
heidbaren.

Mit anderen Worten: Man kann no
h so viele hinrei
hende Bedingungen für die Unlös-

barkeit �nden, es wird immer Instanzen geben, die keine dieser Bedingungen erfüllen

und trotzdem unlösbar sind.
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Aufgabe 10-4 Modi�ziertes Post's
hes Korrespondenzproblem

Über einem beliebigen Alphabet Σ sind das Posts
he Korrespondenzproblem und das Modi�-

zierte Posts
he Korrespondenzproblem gegeben dur
h:

PCP : {((x1, y1), (x2, y2), . . . , (xk, yk))|∃i1, i2 . . . in ∈ {1, 2, . . . , k} : xi1 , xi2 , . . . , xin = yi1 , yi2 , . . . yin}

MPCP : {((x1, y1), (x2, y2), . . . , (xk, yk))|∃i2, i3 . . . in ∈ {1, 2, . . . , k} : x1, xi2 , . . . , xin = y1, yi2 , . . . yin}

Zeigen Sie: MPCP ≤ PCP .

Tipp: Die vermittelnde Funktion zwis
hen MPCP und PCP ist gegeben dur
h:

F : ((Σ∗)2)k → ((Σ∗)2)k+2

((x1, y1), (x2, y2), . . . , (xk, yk)) 7→ ((x̄1, ỳ1), (x́1, ỳ1)(x́2, ỳ2), . . . , (x́k, ỳk), ($,#$))

Wobei # und $ Zei
hen sind die ni
ht in Σ vorkommen, und für ein Wort ω = a1 . . . an ω̄ ὼ ώ
gegeben sind dur
h:

ω̄ = #a1#a2 . . .#an#, ώ = a1#a2 . . .#an#, ὼ = #a1#a2 . . .#an

Lösungsvors
hlag:

F ist total und bere
henbar (was der Vollständigkeit halber no
h zu zeigen wäre).

Sei K eine Instanz des modi�zierten Post's
hen Korrespondenzproblems.

Es ist jetzt zu zeigen : K ∈ MPCP ⇔ F (K) ∈ PCP

'⇒' Angenommen K hat eine Lösung I = (1, i2, . . . , in). Wir müssen jetzt eine Lösung J von

F (K) �nden. Wir müssen mit 1 beginnen, denn nur (x̄1, ỳ1) beginnen beide mit einem

#. J = (1, ?, ?, ? . . .?)
Die letzte Stelle der Lösung muss (k + 2) sein, denn nur $ und #$ hören auf $ auf.

J = (1, ?, ?, . . . , k + 2)
Jetzt zum Rest der Lösung. Wir wissen, dass xi2 und yi2 an x1 und y1 anges
hlossen

werden können. In F (K) haben wir aber nur x̀i2 und ýi2 zur Verfügung. Das ma
ht aber

ni
hts, die passen zu (x̄1, ỳ1). Also J = (1, i2 + 1, ?, ?, . . . , k + 2).
Die anderen Stellen von J überlegt man si
h genauso: J = (1, i2+1, i3+1, . . . , ik+1, k+2).
Also ist F (K) ∈ PCP

'⇐' Sei jetzt F (K) ∈ PCP , und J = (j1, . . . , jn) eine Lösung von F (K). Wir su
hen eine

Lösung I = (1, i2, . . . , in − 2) von K. Wieder wie gerade eben muss j1 = 1 und jn =
k + 2 sein. Es passen also (x̄1, ỳ1) zusammen. Dann passen au
h (x1, y1) zusammen.

I = (1, ?, ?, . . .?)
Weiter passt x̀j2 zu ýj2 und s
hlieÿt si
h an die Lösung von F (K) an. Also passt xj2 zu

yj2 . Die �nden wir an der Stelle j2 − 1 in K. I = (1, j2 − 1, ?, ?, . . . , ?).
So weiter überlegt man si
h I = (1, j2 − 1, j3 − 1, . . . , jn−1 − 1)
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