Institut fiir Informatik Ludwig-Maximilians-Universitit Miinchen
Prof. Dr. Volker Heun

Formale Sprachen und Komplexitit, SS 18

Ubungsblatt 10
Abgabe: bis Mo 09.07.2018 8 Uhr

Nach Bearbeitung dieses Ubungsblattes sollten Sie:

Check

Gut mit den Begriffen entscheidbar und semi-entscheidbar umgehen kénnen.

Mit der Reduktion von formalen Sprachen argumentieren kénnen.

Diese Ziele sind wichtige Hinweise fiir die Klausur!



Aufgabe 10-1 schriftlich bearbeiten
Reduktion von formalen Sprachen: Eine Trockeniibung II

Sei ¥ ={a,b} und A = {w eX* | |wl, = |w|b}. Sei I' = {¢,d, e} und C = {c"d"e" n e D\l}.

a) Zeigen Sie, dass A auf C' reduzierbar ist, das heift A < C.

Loésungsvorschlag:
Definiere f: ¥ = I

w — C|w‘a dlw‘b e‘wlb

Beispiele:  baba € A C ¥* f(baba) = ccddee € C C T*
aab € A C X* flaab) = ccdee C CT*

f ist total, also fiir jedes w € ¥* definiert (insbesondere ist f(g) = ¢)
f ist berechenbar, beispielsweise durch das folgende SML-Programm.

Sei w € X* beliebig, sei i = |w|, und j = |wly. Dann ist f(w) = c'd’e’.
Damit gilt: we A gdw. i=j gdw. f(w)eC.

Insgesamt gilt also A < C.

fun f(w) =
let
0
(if x=y then 1 else 0) + anzahl(x,L)

fun anzahl(x, nil)
| anzahl(x, y::L)

fun hoch(x, 0) = nil
| hoch(x, n) = x :: (hoch(x, n-1))
val L = String.explode(w) (¥ string -> char list *)
val L’ = hoch(#"c", anzahl (#"a", L))
@

hoch (#"d", anzahl (#"b", L))
@
hoch(#"e", anzahl (#"b", L))

val w’> = String.implode(L’) (¥ char list -> string *)
in

end




b) Es gibt ein Entscheidungsverfahren fiir C' (etwa eine kleine Modifikation einer friiher
behandelten Turingmaschine). Was folgt daraus fiir die (Semi-)Entscheidbarkeit von A?

Bemerkung: Das Ergebnis bringt natirlich keinen grofien Erkenntnisgewinn tiber diese
beiden entscheidbaren Sprachen. Zweck der Aufgabe ist es, die Technik der Reduktion an
einem einfachen Beispiel zu illustrieren.

Loésungsvorschlag:

Mit einer Variante einer frither betrachteten Turingmaschine kann man C' entscheiden:
Fiir jedes z € I'* terminiert die Turingmaschine mit Bandinhalt 1 falls z € C
und Bandinhalt 0 falls z ¢ C.

Diese Turingmaschine kann jetzt auch benutzt werden, um A zu entscheiden:
Jedes w € ¥* wird mit f auf ein z € I'* abgebildet,

mit dem man die Turingmaschine startet.

Das Ergebnis der Turingmaschine fiir z ist dann auch das richtige Ergebnis fiir w.

Fiir diese einfache Sprache A wire die Entscheidbarkeit allerdings
auch mit anderen Mitteln leicht zu zeigen.

Aufgabe 10-2 (semi-)entscheidbar
Sei ¥ ein Alphabet und sei A C ¥* eine formale Sprache.

a) A ist semi-entscheidbar gdw. Bedingung
Geben Sie moglichst viele Bedingungen an, fiir die das stimmt.
Loésungsvorschlag:

A ist semi-entscheidbar gdw.

e die halbe charakteristische Funktion x’, ist (Turing/WHILE/. .. )-berechenbar (Def)

e es gibt einen Algorithmus mit Eingabe w € ¥*,
der fiir jedes w € A terminiert und 1 (oder true oder ja) liefert
und fiir jedes w ¢ A nicht terminiert

o A ist rekursiv aufzahlbar

e entweder A = () oder es gibt eine totale und berechenbare Funktion f : N — X*
mit A ={f(n) | n € N}

e es gibt eine Turingmaschine M mit A = T'(M)

e Aist (mind.) vom Typ 0

e cs gibt eine Grammatik G mit A = L(G)

e es gibt eine semi-entscheidbare Sprache B mit A < B

A ist reduzierbar auf eine rekursiv aufzéhlbare Sprache

A ist reduzierbar auf eine Sprache, die eine der genannten Bedingungen erfiillt



b) A ist entscheidbar gdw. Bedingung
Geben Sie moglichst viele Bedingungen an, fiir die das stimmt.

Loésungsvorschlag:

A ist entscheidbar gdw.

die charakteristische Funktion y 4 ist (Turing/WHILE/. ..)-berechenbar

es gibt einen Algorithmus mit Eingabe w € ¥*,
der fiir jedes w € ¥* terminiert

und 1 (oder true oder ja) liefert falls w € A
und 0 (oder false oder nein) liefert falls w ¢ A

sowohl A als auch A sind semi-entscheidbar

die halben charakteristischen Funktionen x’, und X/K
sind beide (Turing/WHILE/. .. )-berechenbar

sowohl A als auch A sind rekursiv aufzihlbar

entweder A= und A =¥%*
oder A=%* und A =0
oder es gibt totale und berechenbare Funktionen
f:N—=X* mit A={f(n)|neN}
FiN—=Y* mit A={f(n)|neN}
es gibt Turingmaschinen M und M mit A = T(M) und A = T'(M)
sowohl A als auch A sind (mind.) vom Typ 0
es gibt Grammatiken G und G mit A = L(G) und A = L(G)
es gibt eine entscheidbare Sprache B mit A < B
es gibt semi-entscheidbare Sprachen B und C mit A < Bund A < C

(Def)



Aufgabe 10-3 a), b), ¢) und h) schriftlich bearbeiten
Post’sches Korrespondenzproblem

Jede der Teilaufgaben a) bis g) behandelt eine Instanz des Post’schen Korrespondenzproblems.
Geben Sie zu jeder Instanz entweder eine Losung an oder einen Beweis, dass keine Losung
existiert.

a) schriftlich bearbeiten
r1=b x9=0ba x3=ab
y1=ab ys=abb y3=abb

Lésungsvorschlag:
Indexfolge: keine Losung
Wort:

Begriindung:  Fiir alle i ist |z;| < |yil,
also ist fiir jede Indexfolge das ,obere“ Wort kiirzer als das ,untere”.

b) schriftlich bearbeiten
r1=ca x9=b x3=aba
y1=bac y=ab y3=a

Loésungsvorschlag:
Indexfolge: 3,1,2
Wort: abacab

c¢) schriftlich bearbeiten
r1 =bab x9=ba x3=ab
y1=0b yo=abb y3=ba

Loésungsvorschlag:
Indexfolge: keine Losung
Wort:

Begriindung: Keines der drei Paare kann Anfang einer Losung sein.

d) 1 =aaaaa x93 =aa

y1=a Yo = aaaaa
Loésungsvorschlag:

Indexfolge: 1,1,1,2,2,2,2

Wort: aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa = a3

Begriindung: Es kommt nur auf die Linge der erzeugten Worter an,
die Reihenfolge der Indizes spielt iiberhaupt keine Rolle.
Eine Losung, in der ni-Mal Paar 1 vorkommt und no-Mal Paar 2,
muss folgende Gleichung erfiillen:
5mni+2-n=1-n+5mn9, also 4-ny—3-ny=0.
Losung: ny = 3 und ng = 4,
also 3 Mal Paar 1 und 4 Mal Paar 2, Reihenfolge beliebig.

Ob eine Gleichung der Form ¢j - ny + ... + ¢; - np = 0 eine Losung in
den natiirlichen Zahlen hat, ist entscheidbar. Deshalb ist das Post’sche
Korrespondenzproblem iiber einelementigen Alphabeten entscheidbar.



e)

f)

g)

1 = abc x9 =abba x3=rc x4 = bbba x5 = abcc
y1=ab yo=aabb y3=ccc ys=cbbb y5 = aab

Loésungsvorschlag:
Indexfolge: 1,4,5,3
Wort: abcbbbaabcece
r1 =ba x9=abb x3=bab
y1 =0bab yo=bb y3 = abdb
Losungsvorschlag:
Indexfolge: keine Losung
Wort:

Begriindung: Weder Paar 2 noch Paar 3 kann Anfang einer Losung sein.
Also muss jede Losung mit Paar 1 anfangen.
Dieser Anfang hat die Eigenschaft, dass das untere Wort gleich dem
oberen Wort mit einem zusétzlichen b am Ende ist.
Eine Indexfolge mit dieser Eigenschaft kann nur mit Paar 3 fortgesetzt
werden, wodurch eine Indexfolge mit der selben Eigenschaft entsteht.
In allen Indexfolgen, die Anfang einer Losung sein konnten, ist somit
das untere Wort lénger als das obere.

rT1=b x9=a x3=ca x4=abc
y1=ca ya=ab ys=a ys=c

Loésungsvorschlag:

Indexfolge: 2,1,3,2,4
Wort: abcaaabe

schriftlich bearbeiten.

In den Fallen, in denen keine Ldsung existiert, kann man die Unlosbarkeit also beweisen.
Andererseits ist bewiesen, dass das Post’sche Korrespondenzproblem nicht entscheidbar
ist. Warum ist das kein Widerspruch?

Lésungsvorschlag:

Wir haben nur einzelne Instanzen analysiert. Daraus folgt nicht unbedingt,
dass unsere Analyse auf jede Instanz libertragbar ist.

Einige der obigen Beweise enthalten hinreichende Bedingungen fiir die Unlésbarkeit (zum
Beispiel: wenn fiir keines der gegebenen Paare das eine Wort ein Prifix des anderen ist,
dann gibt es keine Losung).

Das Unentscheidbarkeitsergebnis schliefst solche hinreichenden Bedingungen nicht aus,
besagt aber, dass notwendige Bedingungen fiir die Unldsbarkeit nicht existieren, jeden-
falls keine entscheidbaren.

Mit anderen Worten: Man kann noch so viele hinreichende Bedingungen fiir die Unlos-
barkeit finden, es wird immer Instanzen geben, die keine dieser Bedingungen erfiillen
und trotzdem unlésbar sind.



Aufgabe 10-4 Modifiziertes Post’sches Korrespondenzproblem

Uber einem beliebigen Alphabet ¥ sind das Postsche Korrespondenzproblem und das Modifi-
zierte Postsche Korrespondenzproblem gegeben durch:

PCP : {((z1,v1), (2, y2)s - -, (Xks yr)) | Fins i - in € {1,2, ..k} 2 @iy Tigy oo oy Tiyy = Yigs Yigs - - - Yin }
MPCP : {((x1,91), (z2,y2),s - - -, (Xk, yr)) | Fi2, i3 .. i € {1,2, ...k}t @1, Zigy - -+ s Tiyy = Y1s Yins - - - Yin |

Zeigen Sie: MPCP < PCP.
Tipp: Die vermittelnde Funktion zwischen M PC P und PCP ist gegeben durch:

F:((Z))"
(('Ila yl)a ($2, y2), R ('Ik’ yk))

S ()

= (@1, 91), (71, 91) (22, 92), - - -5 (2%, Uk), (8, #9))
Wobei # und $ Zeichen sind die nicht in ¥ vorkommen, und fiir ein Wort w = a;...a, @ w o
gegeben sind durch:

W= #ar1#ay. .. FaF#, w=ar1#az... #a#, ©=FHFar#az... H#ay

Losungsvorschlag:

F' ist total und berechenbar (was der Vollstandigkeit halber noch zu zeigen wiére).
Sei K eine Instanz des modifizierten Post’schen Korrespondenzproblems.
Es ist jetzt zu zeigen : K € MPCP < F(K) € PCP

'=’ Angenommen K hat eine Losung I = (1,43, ...,i,). Wir miissen jetzt eine Losung J von
F(K) finden. Wir miissen mit 1 beginnen, denn nur (27,y;) beginnen beide mit einem
#.J=(1,7,7,7...7)

Die letzte Stelle der Losung muss (k + 2) sein, denn nur $ und #$ horen auf $ auf.
J=1,72,7,....k+2)

Jetzt zum Rest der Losung. Wir wissen, dass x;, und y;, an z; und y; angeschlossen
werden konnen. In F'(K) haben wir aber nur x, und y;, zur Verfiigung. Das macht aber
nichts, die passen zu (21,91). Also J = (1,io +1,7,7,..., k+2).

Die anderen Stellen von J iiberlegt man sich genauso: J = (1,i9+1,i3+1, ..., ix+1, k+2).
Also ist F(K) € PCP

<’ Sei jetzt F(K) € PCP,und J = (j1,...,Jn) €ine Losung von F(K). Wir suchen eine
Losung I = (1,42,...,i, — 2) von K. Wieder wie gerade eben muss j; = 1 und j, =
k + 2 sein. Es passen also (#1,%1) zusammen. Dann passen auch (z1,y1) zusammen.
I=(1,7,7,...7)
Weiter passt «j, zu yj, und schliefst sich an die Lésung von F(K) an. Also passt z;, zu
Yj,- Die finden wir an der Stelle jo —1in K. I = (1,50 —1,7,7,...,7).
So weiter iiberlegt man sich I = (1,70 — 1,73 — 1,...,jn—1 — 1)



