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Nach Bearbeitung dieses Ubungsblattes sollten Sie:

Check

Den Begriff der NP-Vollstandigkeit von Problemen verstanden haben.

Die polynomialen Reduktion verstanden haben.

Mit der polynomialen Reduktion die NP-Vollstandigkeit eines Problems nachwei-
sen konnen.

Diese Ziele sind wichtige Hinweise fiir die Klausur!

Aufgabe 11-1 schriftlich bearbeiten (ohne Bonuspunkte)
Polynomielle Reduktion

Im Buch ist das BIN-PACKING Problem folgendermafen definiert: :

BIN-PACKING = {(b,k,a1,...,a,) € N""2 | ay,...,a, < DA
3 {L.ony = {1,k VG Y e < b}
f@)=j
Informell bedeutet (b,k,aq,...,a,) € BIN-PACKING folgendes: Man kann die Gewichte
ai,...,a, auf k Behéilter verteilen, ohne dass einer schwerer als b wird.
Zeigen Sie, dass BIN-PAC KING NP-vollstandig ist.

Hinweis: PARTITION ist auf BIN-PACKING reduzierbar. Wie viele Mengen sind in einer
Partition? Wie viele Behélter sind dann wohl angebracht?



Losungsvorschlag:

1. Teil: Wir zeigen, dass BIN-PACKING € NP ist
durch einen nichtdeterministischen Entscheidungsalgorithmus fir BIN-PACKING:

Fiir Eingabe (b, k,a1,...,ay)
1. Ordne nichtdeterministisch jedem i € {a,...,n} ein j € {1,...,k} zu; O(n)
2. Priife, ob >’ a; <b; O(n)
f)=j

Dieser informelle Algorithmus kann von einer nichtdeterministischen
(Mehrband-) Turingmaschine ausgefithrt werden.

Sie akzeptiert jedes (b, k,aq,...,a,) € BIN-PACKING
mit einer Berechnung der Liange O(2n).
Das ist proportional (und damit polynomial) zur Lénge von (b, k,aq,...,a,).

Also ist BIN-PACKING € NP.
2. Teil: Seien (a1, ...,a,) ein PARTITION-Problem und b := 1 3" a;. Definiere
1=1

¢: N — NP2

(a1,...,ap) = (b,2,a1,...,a,)

¢ ist total und mit polynomialem Aufwand berechenbar (O(n)).
Es bleiben zu zeigen: x € PARTITION < ¢(v) € BIN-PACKING

'=’ Sei z = (aq,...,a,) eine Losung des PARTITION-Problems mit lésender Menge J.

Dann betrachten wir jetzt (b,2,aq,...,a,), und suchen eine Verteilungsfunktion der n
Elemente auf die beiden Behélter der Grofe b.
fAL... ,n} — {1,2}
; . 1l wenni € J
2 sonst

Die so gewdhlte Aufteilung leistet offensichtlich das Gewiinschte.

‘<’ Sei (b,2,aq,...,a,) mit passendem f : {1,...,n} — {1,2} gegeben. Dann ist J :=
f71(1) eine Losung des PARTITION-Problems auf (ay,...,ay,)

Insgesamt ist BIN-PACKING NP-vollstindig.



Aufgabe 11-2 schriftlich bearbeiten (ohne Bonuspunkte)
Komplexitétsklassen

Sei L € TIME(f(n)) fiir eine Funktion f: N — N. Welcher Zusammenhang besteht zwischen
dieser Funktion und dem Speicherplatzbedarf, also der Anzahl der Bandfelder die zum Losen
von L bendtigt werden?

Begriinden Sie Thre Antwort.

Losungsvorschlag:
Fiir ein Alphabet ¥ und eine formale Sprache L C ¥* gilt:
L € TIME(f(n)) gdw. es gibt eine deterministische (Mehrband-)Turingmaschine M
mit L = T(M) und Ty (z) < f(|z|) fiir alle z € X*
gdw. es gibt eine deterministische (Mehrband-)Turingmaschine M

mit L = T(M) und die Anzahl der Konfigurationen, die M
mit Eingabe x durchlauft, ist < f(|z|).

Eine Turingmaschine kann bei jedem Ubergang von einer Konfiguration zur nichsten den
Lese-/Schreibkopf um héchstens eine Position bewegen. Die Anzahl der besuchten Bandfelder
ist deshalb immer kleiner-gleich der Anzahl der durchlaufenen Konfigurationen.

Zusammen ergibt das:
Wenn L € TIME(f(n)), dann gibt es eine deterministische (Mehrband-)Turingmaschine M
mit L = T(M), die fiir das Akzeptieren von z € ¥* einen Speicherplatzbedarf < f(|x|) hat.

Dieses Ergebnis wird oft verkiirzt zu

Speicherkomplexitit < Zeitkomplexitéat



Aufgabe 11-3 Polynomielle Reduktion

a) Seien A C Ej und B C E; formale Sprachen. Beweisen Sie: A <, B gdw. A <, B

Losungsvorschlag:

A<, B gdw. esgibt eine totale und mit polynomialer Komplexitat berechenbare
Funktion f: X% — X5, so dass fiir alle z € X} gilt:

weA gdw. f(w)€eB

gdw. es gibt ... gilt: w¢A gdw. f(w)¢ B
gdw. es gibt ... gilt: weA gdw. f(w)€eB
gdw. es gibt ... gilt: A <p B

b) Zusatzaufgabe: Die Komplexititsklasse co-NP ist definiert durch co-NP = {L | L €
NP}. Beweisen Sie:

Wenn es eine Sprache K € co-NP gibt, die NP-vollsténdig ist, dann gilt co-NP = NP.

Hinweis: Neben dem Ergebnis der vorigen Teilaufgabe ist folgendes Lemma niitzlich:
Wenn A <, B und B € NP, dann A € NP.

Loésungsvorschlag:
Beweis

Sei K € co-NP, das heifit, K € NP,
und sei K NP-vollstandig, das heifit, fiir alle L € NP gilt L <, K.

»NP C co-NP*:

Sei L € NP
Dann gilt L <, K da K NP-vollstandig ist
Dann gilt L <, K wegen a)
Dann gilt L € NP da K € NP und mit Lemma
Dann gilt L € co-NP nach Definition von co-NP

,co-NP C NP

Sei L € co-NP
Dann gilt L € NP nach Definition von co-NP
Dann gilt L <, K da K NP-vollstandig ist
Dann gilt L <, K wegen a)
Dann gilt L € NP da K € NP und mit Lemma

Bemerkung:

Die Klasse P ist abgeschlossen unter Komplementbildung: L € P gdw. L € P.
Es gilt P = co-P

Die Frage, ob NP = co-NP ist, ist dagegen bisher offen.



Aufgabe 11-4

NP-Vollstandigkeit

MinSumDiff
Gegeben:

Gefragt:

Endliche Mengen Aq,...,Ar C N und eine Zahl m € N.
31 C{1,...,k} mit Zmin(Ai) - Zmin(Ai) =m?

iel il

Beweisen Sie, dass das so definierte MinSumDiff-Problem NP-vollstandig ist.

Hinweis: eines der in der Vorlesung behandelten NP-harten Probleme kann ziemlich einfach
polynomial auf MinSumDiff reduziert werden.

Loésungsvorschlag:

Idee: PARTITION verwenden, also erst einmal beide Probleme veranschaulichen.

PARTITION
Gegeben: Zahlen aq,...,a; € N.
Gefragt: 31 C {1,...,k} mit Zai = Zai ?
icl igI
Beispiel-Instanzen: CL21 CZ a63 %4 € PARTITION mit I = {1,4}
ap | G2 | az | a4
3T 2168 ¢ PARTITION
MinSumDiff
Gegeben: Endliche Mengen Aq,...,A; C N und eine Zahl m € N.
Gefragt: 31 C{1,...,k} mit Zmin(Ai) — Zmin(Ai) =m?
icl igl
Beispiel-Instanzen: {;,117} {:’125} fé:s} {8,;;1,411} 73 € MinSumDiff mit I = {1,4}
A1 A2 Ag A4 m . .
M D
B (o) | (@) | sony [0 ¢ MmsumDil




Losungsvorschlag:

1. Teil: wir zeigen, dass MinSumDiff NP-hart ist
durch polynomiale Reduktion von PARTITION auf MinSumDiff

Sei f: Sarrition — ZMinSumbif
[a17---7ak] = [{a1}7'--7{a’k}70]

(1) f ist offensichtlich total.
(2) f ist berechenbar mit Komplexitat O(k), also mit polynomialer Komplexitét.

(3) [a1,...,ar] € PARTITION gdw. 3TC{l,....k} mit » a; =) a;

iel i¢l

gdw. 31 C{1,...,k} mit Zai —Zai =0
icl il

gdw. ITC{1,...,k} mit Zmin({ai}) - Zmin({ai}) =0
icl i¢l

gdw. f([a1,...,ax]) = [{a1},..., {ax},0] € MinSumDiff

Also PARTITION <, MinSumDiff.
Da PARTITION NP-hart ist, ist auch MinSumDiff NP-hart.

2. Teil: wir zeigen, dass MinSumDiff € NP ist
durch einen nichtdeterministischen Entscheidungsalgorithmus fiir MinSumDiff:

Fiir Eingabe [Al, e ,Ak,m]
1. Fiir jede der Mengen A; berechne min(A4;); O(k - Joax |Ai])
2. Wiéhle nichtdeterministisch eine Teilmenge I C {1, ..., k}; O(k)
3. Priife, ob Zmin(Ai) - Zmin(Ai) =m; O(k)
icl idl

Dieser informelle Algorithmus kann von einer nichtdeterministischen
(Mehrband-) Turingmaschine ausgefithrt werden.

Sie akzeptiert jedes [Al, ey A, m] € MinSumDiff
mit einer Berechnung der Lénge O<k (24 uax \AA))
_Z_
Das ist proportional (und damit polynomial) zur Lénge von [Al, oo A, m].

Also ist MinSumDiff € NP.
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Veranschaulichung von ,2. Wihle nichtdeterministisch eine Teilmenge I C {1,...,k}

Es reicht eine Schleife fir i € {1,...,k}.
Fiir jedes ¢ verzweigt die Berechnung in eine Fortsetzung mit i ¢ I und eine mit ¢ € [.
Jede dieser Berechnungen braucht O(k) Schritte.



